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Vorrede. 


JLras  vorliogende  Werk,  dessen  Vollendung  durch  eine 
mehrjährige  Krankheit  des  Verfassers  verzögert  wurde, 
ist  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  der 
Mechanik  in  der  Maschinenlehre,  in  der  Bauknnde,  und 
im  Allgemeinen  in  der  sogenannten  Ingenieur -Mechanik 
ausgearbeitet.  Der  zweite  Abschnitt  enthalt  daher  auch 
die  fiir  diese  Anwendungen  aus  den  Untersuchungen 
iiber  die  mechanischen  Eigenschaften  der  Körper  her* 
Torgehenden  Zahlenwerthe.  Ich  habe  diese  Werthe 
unter  den  gcnauesfen  der  neueren  Untersuchungen  mit 
besonderer  Sorgfalt  ausgewählt. 

Die  weite  Entfernung  des  Verfassers  vom  Druck- 
orte ist  an  den  leider  vielen  Berichtigungen,  welche 
insbesondere  in  dem  ersten  Abschnitte  vorkommen, 
Schuld.  Mehrere  dieser  Fehler  sind  wahrscheinlich 
Schreibfehler  im  Mannscript;  etliche  auch  Rechnnngs- 
fehler. 
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Erster  Abschnitt 

ttesetze  des  Olelehsewlehte  imd  der  Beweyany« 


Cap.  I. 

Wirkoigsweise  md  laass  der  KrUte. 

§.  1. 

Die  Ursache,  welche  einen  Punkt  in  Bewegung  setzt,  nennt  man 
Kraft  Beispiele  verschiedener  Kräfte  sind:  die  Muskelkraft,  die 
Anziehungskraft  der  Erde  oder  die  Gravitationskraft,  die  Adhäsions- 
kraft, die  Wärme  als  Ursache  der  Ausdehnung  und  Verdampfting 
der  Körper  betrachtet,  der  Magnetismus  u.  s.  w.  ^ 

Die  Richtung  einer  Kraft  wird  die  gerade  Linie  genannt,  welche 
sie  den  von  ihr  angegriffenen  Punkt  beschreiben  zu  lassen  strebt; 
dieser  Punkt  wird  der  Angriffspunkt  genannt. 

Zwei  Kräfte  heben  einander,  auf,  wenn  sie  keine  Wirkung  her- 
vorzubringen oder  auch  nicht  die,  welche  vorhanden  ist,  zu  ver- 
ändern streben. 

Eine  Kraft  wird  die  Resultante  mehrerer  anderen  Kräfte  ge- 
nannt, wenn  sie  allein  wirkend  dieselbe  Wirkung  wie  jene  anderen 
Kräfte  hervorbringen  würde. 

Eine  Kraft  wird  graphisch  durch  eine  gerade  Linie  dargestellt, 
wdche  die  Richtung  der  Kraft  angiebt  und  ihrer  Grösse  propor- 
tional ist 

Ltkrbarh  der  Meekanik.  j[ 


2  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

§.  2. 

Wenn  eine  Kraft  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche  eines  festen 
Körpers  wirkt,  so  übt  sie  auf  dieselbe  einen  Druck  aus,  welcher  die 
am  nächsten  liegenden  Molekülen  gegen  die  denselben  am  nächsten 
befindlichen  zu  treiben  strebt  und  diese  wieder  gegen  diejenigen,  welche 
ihnen  am  nächsten  liegen,  und  so  weiter  fort  bis  zum  andern  Ende 
des  Körpers.  Ist  dies  Ende  fest,  so  wird  die  Kraft  eine  Zusam- 
mendrückung oder  Veränderung  der  Form  des  Körpers  hervorbrin- 
gen. Ist  das  Ende  hingegen  frei,  so  wird  dies  sich  vorwärts  be- 
wegen, so  dass  die  Bewegung  folglich  successive  dem  ganzen  Kör- 
per mitgetheilt  worden  ist.  Diese  innere  Mittheilung  bedarf  einer 
gewissen  Zeit  um  ausgeführt  zu  werden,  und  es  ist  deswegen  un- 
möglich, dass  eine  Geschwindigkeit  momentan  irgend  einem  Körper 
mitgetheilt  werden  könnte. 

Dasselbe  würde  der  Fall  sein,  wenn  eine  Kraft  dazu  angewandt 
wird,  die  Bewegung  aufzuheben,  welche  ein  Körper  schon  hat;  sie 
würde  erst  die  Bewegung  der  dem  Wirkungspunkte  nächsten  Mo- 
lekülen aufheben  und  dann  successive  diejenige  der  entfernteren. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  die  Kraft  auswendig  auf  den 
Körper  wirke,  das  heisst  von  aussen  nach  innen  auf  ihn  drücke; 
wirkte  sie  aber  von  innen  nach  aussen,  wenn  sie  folglich  den  Kör- 
per zöge  oder  streckte,  so  würden  die  Molekülen  von  einander  ent- 
fernt statt  einander  genähert  werden,  und  die  folgenden  Molekülen 
würden  dann  in  Folge  der  Anziehungskraft,  welche  zwischen  ihnen 
stattfindet,  denselben  Abstand  von  den  ersten  wie  vorher  einzuneh- 
men streben,  und  folglich  das  andere  Ende  des  Körpers,  wenn  es 
frei  ist,  nach  sich  ziehen.  Zur  Fortpflanzung  dieser  Kraft  wird  dann 
auch  eine  gewisse  Zeit  nöthig  sein. 

Die  Körper  werden  hiernach  aus  Molekülen  zusammengesetzt 
gedacht,  welche  in  einer  bestimmten  Entfernung  von  einander  durch 
Molekülarkräfte  gehalten  werden,  und  welche  sich  als  anziehend 
zeigen  9  wenn  der  Abstand  der  Molekülen  vergrössert,  und  als  ab- 
stossend,  wenn  der  Abstand  der  Molekülen  vermindert  wird. 
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Eine  Kraft  kann  also  nicht  auf  einen  Körper  wirken,  ohne  dass 
die  MolekiJlarkräfte  dieses  Körpers  reagiren,  und  diese  Reaction 
ist  immer  im  Zustande  der  Ruhe  der  Action  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt Wirkt  eine  Kraft  nicht  unmittelbar,  sondern  durch  ein  Seil, 
eine  Stange  oder  dergleichen,  so  wird  die  Kraft  durch  eine  Reihe 
von  Actionen  und  Reactionen  von  dem  einen  Ende  des  Seils  oder 
der  Stange  zum  anderen  Ende  und  zum  Körper  fortgepflanzt.  Zu 
dieser  Fortpflanzung  der  Kraft  ist  aber  eine  gewisse  Zeit  nötbig. 

§.  3. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  wird  gleichförmig  genannt, 
wenn'  der  Punkt  in  gleichen  Zeiträumen  gleiche  Räume  durchläuft. 
Sind  dagegen  die  Räume  ungleich,  so  wird  die  Bewegung  yerän* 
derlich  genannt,  und  zwar  accelerirend,  wenn  die  durchgelau- 
fenen Räume  immer  grösser,  retardirend,  wenn  sie  immer  klei- 
ner werden. 

§.4. 

Was  die  Verbindung  betrifit,  welche  zwischen  einer  Kraft  und 
der  durch  dieselbe  hervorgebrachten  Bewegung  stattfindet,  so  hat 
die  Erfahrung  uns  folgende  Gesetze  gelehrt. 

/.  Ein  Körper  kann  nicht  in  Bewegung  kämmen^  audt  nicht 
die  schon  vorhandene  Bewegung  ändern  weder  in  Biehtung  noch 
in  Grösse,  wenn  nicht  eine  oder  mehrere  Kräfte  auf  ihn  wirken. 

Dies  wird  das  Gesetz  der  Trägheit  genannt 

Der  Widerstand,  welchen  die  Trägheit  eines  Körpers  jeder  Ver- 
änderung des  Zustandes,  in  welchem  sich  der  Körper  befindet,  ent- 
gegensetzt, muss  der  Bewegung  des  Körpers  entgegengesetzt  sein, 
wenn  diese  accelerirend  ist,  dagegen  dieselbe  begünstigen,  wenn 
sie  retardirend  ist. 

//.    Die  Geschwindigkeiten,  welche  verschiedene  unverändert 

liehe  Kräfte  in  gleichen  Zeiträumen  demselben  Körper  mittheilen 

können,  stehen  in  demselben  Verhältniss  zu  einander  wie  die  Kräfte 

selbst;  ebenso  verhält  sich  auch  zu  einander  diqenige  Vermehrung 

oder  Verminderung  der  Geschwindigkeit  eines  bewegten  Körpers, 

1* 
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ioelche  verschiedene  in  der  Richtung  der  Bewegung  unrkende  Kräfte 
diesem  Körper  mittheUen^ 

Wenn  also  in  einer  gewissen  Zeit  die  Kraft  K  dnem  Körper 
die  Geschwindigkeitszunahme  JY^  und  die  Kraft  k,  während  einer 
ebenso  langen  Zeit  wirkend,  demselben  Körper  die  Geschwindigkeits- 
zunahme Jy  mittheilen  kann,  so  ist: 

K :  k  =  JS\/h, 

Dies  wird  das  Gesetz  der  Proportionalität  der  Kräfte 
und  der  Variationen  der  Geschwindigkeiten  genannt 

///.  Um  auf  derselben  Stelle  der  Erde  bei' verschiedenen  Kör- 
pern dieselbe  Veränderung  der  Geschwindigkeiten  hervorzubringenf 
müssen  die  Kräfte  der  Schwere  der  Körper  proportional  sein. 

Wenn  also  in  einer  gewissen  Zeit  die  Kraft  K  einem  Körper, 
dessen  Schwere  P  ist,  eine  gewisse  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  in  der  Richtung  der  Kraft  stattfindenden  Geschwindigkeit  mit- 
theilt, und  in  einer  ebenso  grossen  Zeit  die  Kraft  k  einem  anderen 
Körper,  dessen  Schwere  p  ist,  dieselbe  Vermehrung  oder  Vermin- 
derung der  Geschwindigkeit  mittheilt,  so  ist 

K:k  =  P:p. 

Ist  die  Vermehrung  der  Geschwindigkeit  eine  Längeneinheit  in 
einer  Zeiteinheit,  so  wird  die  dazu  nöthige  Kraft,  in  der  Richtung 
der  Bewegung  als  wirkend  angenommoi,  die  Masse  des  Körpers 
genannt.  Bezeichnen  wir  die  Massen  der  beiden  Körper  durch  M 
und  m,  und  die  Geschwindigkeitszimahme ,  welche  jede  der  Kräfte 
K  und  k  den  Körpern  P  und  p  in  einer  Zeiteinheit  mittheilen  würde, 
JVj  so  ist  nach  dem  zweiten  Gesetze: 

K:M  =  ^/V:l, 
k:m  =  //V:l, 

folglich : 

K :  k  c=  M  :  m. 

Weil  jetzt 

K:k  =  P:p, 

wird  auch 
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M:m  =  P:p. 

Das  dritte  Gesetz  wird  deswegen  das  Gesetz  der  Pro- 
portionalitat der  Massen  und  der  Schweren  der  Körper 
genannt 

IV.  Wenn  eine  Kraft  auf  einen  Körper  toirht,  tvekher  schon 
eme  gewisse  Bewegung  hcu,  so  unrd  die  neue  hierdurch  hervor^ 
gebrachte  Bewegung  relativ  zur  ursprünglichen  dieselbe  sein,  als 
wenn  der  Körper  ursprünglich  in  Ruhe  gewesen  wäre. 

Bewegt  sich  folglich  ein  Punkt  so,  dass  er  in  jeder  Zeiteinheit 
ein  Stück  Weges  durchläuft ,  dessen  Richtung  und  Grösse  durch 
die  Linie  AB  (Fig.  1)  dargestellt  werden  mag »  und  in  dem  Augen- 
blick, wo  der  Körper  in  A  war,  eine  Kraft  auf  denselben  wirkt, 
welche  in  einer  Zeiteinheit  den  Körper  nach  G  gebracht  haben 
wurde,  wenn  er  ursprünglich  in  Ruhe  gewesen  wäre,  so  wird  diese 
Kraft  jetzt  den  Punkt  nach  D  bringen,  wo  BD  gleich  und  parallel 
mit  AG  ist  Der  Punkt  wird  sich  folglich  in  der  Richtung  der 
Diagonale  AD  bewegen,  als  wäre  er  von  einer  Kraft  bewegt,  welche 
in  dieser  Richtung  wirkte  und  sich  zu  den  Kräften,  welche  längs 
AB  und  AG  wirken,  verhält,  wie  die  Linie  AD  zu  den  Linien  AB 
und  AG. 

Dies  wird  das  Gesetz  der  Unabhängigkeit  der  ur- 
sprünglichen Bewegung  und  der  Richtung  der  Kraft 
genannt,  oder  auch  das  Gesetz  des  Parallelogramms  der  Kräfte. 

Auf  diesen  vier  Gesetzen  ist  die  ganze  Mechanik  gegründet 

Wegen  des  zweiten  Gesetzes  der  Proportionalität  der  Kräfte  und 
der  Variationen  der  Geschwindigkeiten  können  Kräfte  mit  einander 
verglichen  werden,  wenn  man  die  Geschwindigkeiten,  welche  sie  in 
mem  gewissen  Zeiträume  einem  Körper  mittheilen  können,  mit  der- 
jenigen vergleicht,  welche  die  Schwere  demselben  Körper  in  demselben 
Zeiträume  mitzutheilen  fähig  ist  Die  Kräfte  werden  deswegen  durch 
die  Angabe  des  Gewichts  desjenigen  Körpers  bezeichnet,  welchem 
ffle  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  die  Schwere  mittheilen  können. 
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Die  norwegische  Einheit  des  Gewichts  ist  das  Pfund»  welches 
gleich  Vt  des  Gewichts  eines  RubikAisses  destillirten  Wassers  ist, 
im  luftleeren  Räume  und  bei  der  Temperatur  gewogen ,  wenn  das 
Wasser  die  grösste  Dichtigkeit  hat. 

Die  norwegische  Längeneinheit  ist  der  Fuss»  welcher  iV  ^^^ 
Länge  des  einfachen  Secundpendels  unter  45""  geograph.  Breite  ist 

Zur  Vergleichung  mit  den  wichtigsten  fremden  Längen*  und 
Gewichtseinheiten  sind  die  beiden  folgenden  Tafeb  hier  hinzugesetzt: 

Yergleiclnmg  von  Fassmaassen. 


Franzö- 

paPiear 

Preuss., 

Norwegi- 

Schwedi- 

^X^lAHAr 

Englisch., 

sischer 

a  ai  i9CI 

Fuss 

Dänischer 

scher 

scher 

TT  ICUOI 

Fuss 

Russisch. 

Metre 

Fuss 

Fuss 

Fuss 

Fuss 

1 

3,078444 

3,186199 

3,187354 

3,368125 

3,163446 

3,280899 

0,324839 

1 

1,035003 

1,055206 

1,094100 

1,027612 

1,065765 

0,313853 

0,966181 

1 

1,019520 

1,057098 

0,992859 

1,029722 

0,313740 

0,965831 

0,999640 

1 

1,036859 

0,973849 

1,010007 

0,296901 

0,913993 

0,945986 

0,964452 

1 

0,939234 

0.974102 

0,316111 

0,973130 

1,007193 

1,026853 

1,064701 

1 

1,037128 

0,304794 

0,938293 

0,971136 

0,990092 

1,028953 

0,964201 

1 

Terglelchimg  von  CrSwichteiL 


Französi- 

Preus- 

Däni- 

Norwe- 

Schwe- 

Oester- 

Engl. 

Russi- 

sches 

sisches 

sches 

gisches 

disches 

reich. 

Adp. 

sches 

Kilogramm 

Pfund 

Pfund 

Pfund 

Pfund 

Pfund 

Pfund 

Pfund 

1 

2,138072 

2,002768 

2,007572 

2,351063 

1,785675 

2,204597 

2,441883 

0,467711 

1 

0,936712 

0,938964 

1,099618 

0,835180 

1,031114 

1,142096 

0,499309 

1,067559 

1 

1,002399 

1,173907 

0,891604 

1,100775 

1,219254 

0,4981 14 

1,065004 

0,997607 

1 

1,171099 

0,889470 

1,098141 

1,216336 

0,425339 

0,909407 

0,851856 

0,853900 

1 

0,759518 

0,937702 

1,038629 

0,560012 

1,197347 

1,121574 

1,124265 

1,316624 

1 

1,234601 

1,367484 

0,453598 

0,969824 

0,908451 

0,910630 

1,066437 

0,809978 

1 

1,107632 

0,409520 

0,875583 

0,820173 

0,822141 

0,962807 

0,731270 

0,902827 

1 

§.6. 
Bezeichnet  man  durch  P  das  Gewicht  eines  Körpers,  durch  g 
die  Geschwindigkeit,  welche  die  Schwere  dem  Körper  in  einer  Se- 
kunde mittheilt,  durch  M  die  Masse  des  Körpers,  d.  h.  eine  Kraft, 
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welche  in  einer  Sekunde  dem  Körper  die  Geschwindigkeit  1  mit- 

theiien  kann,  so  ist  in  Folge  des  zweiten  Gesetzes: 

P:M  =  gl, 
folglich : 

Dieses  Verhältniss  -^  ist  aber  in  Folge  des  dritten  Gesetzes 

dasselbe  iiir  alle  Körper  auf  derselben  Stelle  der  Erde,  folglich  ist 
auch  g  oder  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper  im  freien  Falle 
und  im  luftleeren  Räume  nach  einer  Sekunde  erlangt  hat,  dieselbe 
für  alle  Körper  auf  derselben  Stelle  der  Erde.  Ihr  Werth  auf  den 
Terschiedenen  Stellen  der  Erde  kann  mit  grosser  Genauigkeit  durch 
die  Formel: 

g  »  31,24394  (1  —0,0025911  cos  2^)  pr.  Faes, 

ausgedrückt  werden,  wo  g>  die  geographische  Breite  der  Stelle  be- 
zeichnet Diese  Formel  ist  indessen  nur  eine  Annäherungsformel, 
indem  die  Schwere  in  demselben  Parallelkreise  nicht  überall  genau 
dieselbe  ist    In  Christiania  ist 

g  »  31,2938  n.  Fusf. 


Cap.  If. 

Znsammensetiioig  und  Zerlegang  der  auf  einen  Puikt  wir- 
kenden KrUte. 

§.  7. 

Aus  dem  vierten  Hauptgesetze  der  Mechanik  folgt,  dass,  wenn 
zwei  Kräfte  auf  einen  Punkt  A  wirken,  und  die  eine  in  einem 
gewissen  Zeiträume,  wenn  sie  allein  gewirkt  hätte,  den  Punkt  von 
A  bis  B  (Fig.  1)  l>ewegen  würde,  die  zweite,  wenn  sie  allein  ge- 
wirkt hatte,  den  Punkt  von  A  bis  C  bewegen  würde,  so  wird  die- 
ser Punkt,  wenn  beide  Kräfte  zugleich  wirken,  von  A  bis  D  bewegt 
werden  längs  der  Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  von  den 
Linien  AB  und  AG  gebildet  wird. 
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Bezeichnet  man  die  beiden  gegebenen  Kräfte  durch  X  und  Y, 
den  von  ihnen  gebildeten  Winkel  BAC  durch  fp  und  eine  Kraft, 
welche  allein  in  der  -Richtung  AD  wirkend  den  Punkt  in  demselben 
Zeiträume  von  A  bis  D  gebracht  hätte,  in  welchem  er  von  X  al- 
lein nach  B,  von  Y  allein  nach  G  gebracht  wäre,  durch  R,  so  ist 
R  die  Resultante  der  Kräfte  X  und  Y,  und  es  ist  wegen  des  zwei- 
ten Gesetzes  der  Mechanik: 

X:AB  =  Y:AC  =  R:AD. 

Es  ist  aber: 

AD»  =  AB*  +  BD*  +  2AB ,  BD  •  cos  y, 
folglich:  R*  =  X*  +  Y«  +  !iXY  cos  y. 

Wenn  der  Winkel  9)  gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Kräfte  in 
gleichem  Sinne  wirken,  so  wird  R  =  X  +  Y.  Weiui  y  =  180*, 
d.  h.  wenn  die  Kräfte  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken,  so  wird 
R  =  X  —  Y.  Wenn  y  =  90*  ist  (Fig.  2),  und  folglich  die  beiden 
Kräfte  X  und  Y  rechtwinklig  auf  einander  wirken,  so  wird: 

R  =  yx>  +  Y% 

und,  wenn  man  die  Winkel  BAD  und  CAD  durch  a  und  ß  bezeichnet: 

X  =  R .  cos  er,    Y  =  R .  cos  ß. 

Die  Kräfte  X  und  Y  werden  im  Allgemeinen  die  Compo- 
nenten  der  Kraft  längs  der  Linien  AB  und  AG  genannt.  Wenn 
X  und  Y  rechtwinklig  auf  einander  stehen,  werden  sie  auch  die  Pro- 
jectionen  von  R  genannt. 

§.8. 

Wenn  mehrere  Kräfte  sollen  zusammengesetzt  werden,  kann 
man  erst  zwei  derselben  mit  einander  zusammensetzen,  sodann  ihre 
Resultanten  mit  einer  dritten  u.  s.  w.  Durch  Gonstruction  kann  die- 
ses auf  folgende  Weise  ausgeftihrt  werden.  Es  bezeichnen  die  Linien 
(Fig.  3)  AB,  AG,  AD,  AE,  AF  die  Richtung  und  Grösse  mehrerer 
Kräfte.  Aus  dem  Endpunkte  B  der  einen  ziehe  man  die  Linie  BG 
parallel  und  gleich  AG,  ferner  von  G  die  Linie  GH  parallel  und 
gleich  AD,  HF  parallel  und  gleich  AE,  IK  parallel  und  gleich  AF. 
Die  Linie  AK  stellt  dann  die  Resultante  aller  fünf  Kräfte  dar.    Es 
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ist  nämlich  ABGG  ein  Parallelogramm,  folglich  AG  die  Resultante 
von  AB  und  AG,  AGHD  ein  Parallelogramm,  folglich  AH  die  Re- 
sultante von  AG  und  AD  u.  s.  w. 

Wenn  drei  Kräfte  (Fig.  4),  welche  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen,  auf  einem  Punkte  A  wirken,  so  wird  dieser  Construction 
zufolge  die  Resultante  die  Diagonale  AE  des  Parallelepipedums,  des- 
sen Seiten  die  Kräfte  darstellen.  Stehen  die  drei  Kräfte  AB,  AG, 
AD  (Fig.  5)  alle  rechtwinklig  auf  einander  und  man  bezeichnet  die 
längs^  ihrer  wirkenden  Kräfte  durch  X,  Y,  Z  und  die  Winkel,  welche 
die  Diagonale  AE  mit  ihnen  bildet,  durch  a^  ß^  y^  so  wird 

R  =  yx«+Y«+z% 

X  =  R  cos  a,    Y  SS  R  cos  /},    Z  =  R  cos  y. 
Durch  die  drei  letzten  Gleichungen  werden  die  Componenteu 
einer  Kraft  R  längs  drei  rechtwinkligen  Axen  bestimmt. 

§.9. 
Soll  die  Richtung  und  Grösse  der  Resultante  mehrerer  Kräfte 
P,  P',  P"  ...,  welche  auf  einen  Punkt  A  wirken,  durch  Rechnung 
gefunden  werden,  so  zerlegt  man  am  bequemsten  erst  auf  die  eben 
angegebene  Weise  jede  Kraft  längs  drei  rechtwinkliger  Axen  x,  y,  z. 
Es  seien  a,  a',  a" . . . ,  b,  b',  b" . . . ,  c,  c',  c" . . .  Winkel ,  welche 
die  gegebenen  Kräfte  mit  diesen  drei  Axen  bilden,  so  sind  die  Gom- 
ponenten  der  gegebenen  Kräfte  längs  der  xAxe: 

P  cos  a,    P'  cos  a',    P"  cos  a"  . . . 

Alle  diese  Kräfte  werden  eine  besondere  Resultante  gleich  ih- 
rer Summe  geben.    Bezeichnet  man  diese  durch  X,  so  ist: 
X  =  Pcosa  +  P'co8a'+P"co8a"-f-...  =  i^Pcosa. 

Ebenso  findet  man  die  besondere  Resultante  der  Gomponenten 
längs  der  yAxe: 

Y  =  Pcos  b  +  P'  cos  b'  +  P"  cos  b"  +  . . .  =  JSP  cos  b, 

und  die  besondere  Resultante  der  Gomponenten  nach  der  zAxe: 

Z  »=  P  cos  c  -I-  P'  cos  c'  +  P"  cos  c"  -h  . .    ==  ^  cos  c. 

Statt  der  gegebenen  Kräfte  P,  F,  P". ..  hat  man  folglich  jetzt  nur 
drei  auf  einander  rechtwinklige  Kräfte  X,  Y,  Z,  deren  Resultante  ist : 
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Bezeichnet  man  ferner  durch  a,  /f,  r  die  Winkel,  welche  diese  Re* 
sultante  mit  den  drei  Axen  bildet,  so  ist: 

X  Y  Z 

coB  a  =  -g-,    coB  jj  =  —,    cos  y  =:  ~ 

Substituirt  man  die  Werthe  von  X,  Y,  Z,  so  erhält  man: 
R»  =  [-SP  C08  a]»  +  12P  cos  b]*  +  [2P  cos  c]» 

=  P*  cos«  a  +  P''  cos*  a'  +  P"'  cos»  a"  + 

+  2PP'  cos  a  cos  a'  +  2PP" cos  a  cos  a"  +  2P'P"  cos  a' cos  a"  +.•.. 

+  P»  cos»  b  +  P''  cos»  b'  +  P"'  cos»  b'  +  . . . . 

+  2PP'  cos  b  cos  b'  +  2PP"  cos  b  cos  b"  +  2P'P"  cos  b'  cos  b"  + . . . . 

+  P»  cos»  c  +  P''  cos»  c'  +  P"'  cos»  c"  + 

+  2PP'  cos  c  cos  c'  +  2PP"  cos  c  cos  c"  +  2P'P"  cos  c'  cos  c"  + . . . . 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  POP',  POP",  P'OP"...  die  Winkel, 

welche  die  Kräfte  P  und  P',  P  und  P",  P'  und  P"  . . .  mit  einander 

bilden,  so  ist,  wie  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist: 

cos  POP'   =  cos  a  cos  a'  4*  cos  b  cos  b'  +  ^^  c  cos  c', 

cos  POP'^  =  cos  a  cos  a^'-f-  cos  b  cos  b'^  -f*  cos  c  cos  c'^ 

cos  P'OP"=s  cos  a'cos  a"  +  cos  b'cos  b"  +  cos  c'cos  c", 

Ferner  ist  auch: 

cos»  a    +  cos»  b   +  cos»  c   »  1, 

cos»  a'  +  cos»  b'  +  cos»  c'  =  1, 

cos»  a"  +  cos»  b"+  cos»  c"  =  1, 


Diese  Werthe  substituirt  geben: 
R»  =  P'  +  P'"  +  P"'  +  . . . . 

+  2PP'  cos  POP'  +  2PP"  cos  PO?"  +  2P'  P"  cos  P'OP"  +  . . .  . 

Wird  eine  Kraft  R  längs  einer  Linie  AF  zerlegt  (Fig.  6) ,  so 
ist  diese  Gomponente,  weim  durch  <^  der  Winkel,  welche  AE  mit 
AF  bildet,  bezeichnet  wird: 

Q  SS  R  cos  d. 
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Bezeichnet  man  aber  durch  a»  b»  c  die  Winkel ,  welche  die 
Linie  AF  mit  drei  auf  einander  senkrechten  Axen  AB,  AC»  AD, 
bildet,  durch  a,  ß,  jr  die  Winkel,  welche  die  Kraft  R  mit  densd- 
ben  Axen  bildet,  so  ist: 

coB  d  =  cos  a  coB  a  +  cos  b  cos  ß  -\-  cos  c  cos  y, 

folglich: 

Q  SS  R(coB  a  COB  a  +  cos  b  cos  ß  -|-  cos  c  cob  y). 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  X,  Y,  Z  die  drei  Componenten  Yon 
R  längs  der  drei  Axen,  so  ist: 

X  »  R  eoB  09    Y  s=  R  COB  /},    Z  »  R  cos  y. 

Diese  Werthe  substituirt  geben  dann: 

Q  s  X  cos  a  4-  Y  cos  b  +  Z  cos  c, 

d.  h.,  die  Componente  der  Resultante  R  längs  einer  Linie  AF  ist  der 
Summe  der  Componenten  von  X,  Y,  Z  längs  derselben  Linie  gleich* 


Cap.  IIL 

Statik.    BediBgm^en  des  Gleichgewichts  eines  Systems  mit  einan- 
der YCibnndener  Punkte,  deren  Terbindnng  dnrch  Yon  der  Zeit  nn- 
abhflngige  Gleichungen  xwischen  ihren  Coordinaten  ansgedrtckt 

werden  können. 

§•  11. 

Bei  Körpern  unveränderlicher  Form,  oder  deren  Form  sich 
nach  gewissen  Gesetzen  verändert,  finden  Verbindungen  zwischen 
den  verschiedenen  Theilen  statt,  welche  als  geometrische  Relationen 
zwischen  beweglichen  Punkten  zu  betrachten  sind,  die  ungeändert 
während  der  Bewegung  verbleiben.  Diese  Verbindungen  können  folg- 
lich ausgedrückt  werden  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordi- 
naten der  gegebenen  Punkte,  welche  unabhängig  von  der  Zeit  sind. 

Wenn  auf  einen  solchen  Körper  mehrere  Kräfte  wirken,  die 
ihn  im  Gleichgewicht  halten  oder  in  irgend  eine  Bewegung  setzen, 
so  werden  in  den  verschiedenen  Theilen  dieses  Körpers,  wegen  der 
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zwischen  den  Angriffspunkten  der  Kräfte  stattfindenden  Verbindun- 
gen,  gewisse  Spannungen  oder  Drucke  stattfinden.  Die  Kräfte,  welche 
an  jedem  Punkte  angebracht,  wo  eine  solche  Spannung  oder  Druck 
stattfindet,  dieselbe  Spannung  oder  Druck  hervorbringen  würden, 
werden  die  Kräfte  der  Verbindung  genannt.  Denkt  man  sich 
dann  die  Verbindungen  der  verschiedenen  Punkte  ganz  aufgehoben 
und  statt  deren  die  Kräfte  der  Verbindungen  wirkend,  so  wird  hier- 
durch die  Bewegung  oder  das  Gleichgewicht  des  Körpers  in  nichts 
geändert.  Die  Kräfte,  welche  die  Bewegungen  des  oben  beschrie- 
benen Systems  von  Punkten  bestimmen,  werden  gegebene  Kräfte 
genannt.  V^eil  man  jetzt  die  Verbindungen  der  Punkte  aufheben 
kann,  und  statt  deren  in  jedem  Punkte  die  Kräfte  der  Verbindungen 
anbringen,  werden  folglich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  die  ge- 
gebenen Kräfte  in  jedem  Punkte  die  Kräfte  der  Verbindungen  auf- 
heben müssen. 

Die  gegebenen  Kräfte  werden  bewegende  Kräfte  genannt,  wenn 
sie  mit  der  Richtung  der  Bewegung  einen  spitzen  Winkel  bilden, 
widerstehende,  wenn  sie  mit  derselben  einen  stumpfen  Winkel  bilden. 

§.12. 
Wir  werden  jetzt  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines 

Systems  von  Punkten  betrachten,  deren  Verbindung  durch  eine  ein- 
zige Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  dieser  Punkte: 

^  =  ^Ui9  yi9  *i»  X.9  Jif »»» •••  ^n»  y»' »«)  =  ^9 

ausgedrückt  ist. 

Wenn  ein  solches  System  im  Gleichgewicht  ist,  so  kann  die- 
ses nicht  dadurch  verändert  werden,  dass  alle  Punkte  ausser  einem, 
z.B.  der  Punkt  (x^y^zj,  befestigt  werden.  Dieser  kann  dann, 
zufolge  der  gegebenen  Verbindung,  sich  nur  auf  einer  Fläche  be- 
wegen ,  deren  Gleichung  u  =  o  ist ,  wenn  in  dieser  Gleichung  nur 
^19  yi>  ^1  ^^  Variabein  angesehen  werden.  Damit  nun  auch  dieser 
Punkt  in  Buhe  verbleiben  soll,  ist  es  nöthig,  dass  die  auf  ihn  wir- 
kende Kraft  in  der  Richtung  der  Normale  dieser  Fläche  wirke;  denn 
sonst  könnte  man  sie  in  eine  normale  und  eine  der  Berührungs- 
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ebene  parallele  Seitenkraft  zerlegen,  und  dieser  letzteren  würde  die 
Flache  keinen  Widerstand  entgegensetzen.  Bezeichnet  man  durch 
er,  ßf  r  die  Winkel»  welche  diese  Normale  mit  den  drei  rechtwink- 
ligen Coordinataxen  bildet,  so  id  aus  der  analytischen  Geometrie 
bekannt,  dass: 


dx  ö 


cos  a  = 


V(dx^u)*  +  (dy^u)«+(d,u)«' 

dy  u 

COB  ß    =  * , 

rCd^^u)«  +  (dy  u)«  +  (d,  u)« 

•  dz  u 

COB  y  =  *  

V(d,U)«+(dyU)»+(d,U)« 

Bezeichnet  man  durch  ^i  die  normale  Kraft,  deren  Grösse  auf 
das  Gleichgewicht  keinen  Einfluss  haben  kann,  und  welcher  die  aus 
den  Verbindungen  hervorgerufene  Spannung  oder  Zusanunendrückung 
gleich  ist,  so  werden  die  Componenten  von  X^  längs  der  drei  Axen: 

jlj  COB  a,    Ai  COB  /9,    i,  COB  Y^ 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

Ä.  -  a.V(d^uV+(dyn)«+(d,u)« 
setzt,  wo  a,  ebenso  wie  A,  eine  unbestinunte  Grösse  ist: 

a.dx  u,    a.dy  u,    a  d^  n. 

Ebenso  findet  man,  dass  die  Kraft,  welche  auf  den  Punkt  x,, 
y,,  z,  normal  wirkt,  gleich 

K  =  a.V(d,^D)«+(dy^n)«+(d,^u)« 

ist,  und  seine  Componenten: 

a,d,  u,    a,dy  u,    a,d,  u; 
dass  die  auf  den  Punkt  (x„  y„  z,)  normal  wirkende  Kraft  gleich 

K  =  a.V(d,^u)«+(dy^u)«+(d,^u)' 

und  seine  Componenten: 

«Au,    a.dy  u,    a,d,  u 

sqkL 
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Denkt  man  sich  jetzt  alle  Punkte ,  die  beiden  (x^,  y.»  2  J  und 
(x,,  Yaf  zj  ausgenommen,  auf  eine  unveränderliche  Weise  befestigt» 
und  dass  diese  zwei  Punkte  sich  nur  längs  der  xAxe  1>ewegen  kön« 
nen,  so  werden  sie  noch  immer  im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Ihre 
mögliche  Bewegung  wird  dann  durch  die  Gleichung  u  =  o  bestimmt, 
]^o  nur  X,  und  x,  als  veränderliche  Grössen  anzusehen  sind.  Es 
ist  alsdann  nothwendig,  dass  die  Componenten  längs  der  xAxe  die 
beiden  Kräfte,  welche  auf  diese  beiden  Punkte  wirken,  einander 
im  Gleichgewicht  halten,  folglich  dass  sie  gleich  und  entgegengesetzt 
sind.    Man  hat  folglich  die  Bedingungsgleichung: 

«idx^u  +  a,dx^u  =0.  • 

Es  ist  aber  wegen  der  Gleichung  u  =  o,  wo  nur  x,  und  x,  als 
Variabein  anzusehen  sind: 

dy  U  +  d(  U.as    o. 

Folglich  wird: 

a,  =  a.. 

Ebenso  erhält  man :  *    .  *  • 

Hierdurch  sind  nun  die  auf  jeden  Punkt  wirkenden  Kräfte  so 
viel  wie  möglich  bestimmt,  weil  der  gemeinschaftliche  Factor  a,  . 

unbestimmt  sein  muss.   Die  Gleichung  u  ==  o,  und  folglich  auch  die  ^ 

Gleichgewichtsbedingungen  werden  nämlich  nicht  dadurch  geändert, 
dass  man  u  und  folglich  auch  alle  seine  Differentialen,  mit  einer 
willkürlichen  Constanten  multiplicirt. 

Wenn  Gleichgewicht  in  einem  System  von  Punkten,  deren  Ver- 
bindung durch  die  Gleichung  u  =  o  ausgedrückt  ist,  stattGnden  soll, 
ist  es  folglich  nöthig,  dass  die  Componenten  der  gegebenen  Kräfte 
längs  den  drei  Coordinataxen  sind: 

im  Punkte  (x„y^,  zj:    a^dj^u,    a.dyU,   a^d^u, 

im  Punkte  (x„  y,,  »J:    a^d^u,    a.dy^u,   a.djj^u,  -^^ 

im  Punkte  (x.,  y„,  z„):    a,d,u,    a.dyU,    a^d.u. 
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Aus  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  der  ge- 
gebenen Kräfte  und  der  Kräfte  des  Gleichgewichts  ging  hervor,  dass 
diese  in  jedem  Punkte  einander  aufheben  müssen.  Die  Verbindungs- 
kräfte werden  folglich,  längs  der  drei  Coordinataxen  zerlegt,  die 
obige  Form  der  Gomponenten  der  gegebenen  Kräfte  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  haben,  und  das  Gleichgewicht  wird  folglich  nicht 
aufgehoben  werden,  wenn  man  diese  Verbindungskräfte  auf  den  ver- 
schiedenen Punkten  anbringt  und  dann  die  zwischen  den  Punkten 
stattfindende  Verbindung,  u  =  o,  aufhebt. 

§.  13. 

Wird  die  Verbindung  der  Punkte  durch  zwei  Gleichungen: 

u^  =  o,   u,  =  o 

ausgedrückt,  so  wird  zufolge  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebe- 
nen Regel  das  Gleichgewicht  nicht  aufgehoben,  wenn  man  die  erste 
dieser  Verbindungsgleichungen  aufhebt  und  statt  deren  Kräfte  an- 
bringt, deren  Gomponenten  nach  den  drei  Coordinataxen  sind: 

im  Punkte  (x,,  y,,  » J:  — a^d^  u^,  — a^dy  u,,  —  a^d^^u^ 
im  Punkte  (x„  y„  i,):  — -a^d^^u.,  — a.dy^u^,  — a,d,^u,, 

im  Punkte  (x„,  y„,  ij:  — a.d,  u,,  — a^dy  u^,  — a,d^  u,. 

Diese  Kräfte  werden  dann  von  den  gegebenen  Kräften  einen  glei- 
chen, aber  entgegengesetzten  Theil  aufheben.  Man  hat  dann  nur 
die  Verbindungsgleichung  u,  =  o  übrig,  und  der  übrige  Theil  der 
gegebenen  Kräfte  muss  dann  wegen  der  durch  diese  Gleichung  aus- 
gedrückten Verbindung  im  Gleichgewichte  sein.  Die  Gomponenten 
dieses  Theils  nach  den  drei  Coordinataxen  werden  dann: 

im  Punkte  (x.,y,,i,):    a,d,u,,    a,dyU,,    a,djU„ 
im  Punkte  (x,,y„.,):    a^d^^u,,    a,dy^u„    a.d^^u,, 

im  Punkte  (x„,  y„,  »J:    a^d^^^u,,    a,dy^n,,    a.d^^u,. 

Die  Gomponenten  der  gegebenen  Kräfte  werden  folglich: 


L 
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im  PoDkte  (x,,  y„  «,): 
a.dx,«. +a.dx,«,9    a»dy,'i| +a,dy  «,,    a.d,  u,  4>a,d^  u,, 

im  Punkte  (x,,  y,,  » J: 
a,d,^u^ +a,dx^u,,    a^dy^u,  +  a.dy^u,,    a.  d^^u,  +  a.d^^u,, 

im  Punkte  (x„,  y„,  ij: 

Die  normal  auf  die  Flächen  u^  =  o  und  u,  =  o  wirkenden 
Kräfte»  werden  im  Punkte  (x^,  y^,  z^)  respective: 

4  =  a.y(d,u,)«+(d    u,)«+(d,u)% 

p  p  p 

p  p  p  . 

Sind  im  Allgemeinen  die  Verbindungen  zwischen  n  Punkteif 
durch  die  p  Gleichungen: 

u,  =  o,    u,  =  o,    a, Up  =  o, 

.zwischen  ihren  Goordinaten  ausgedrückt,  so  werden  die  Componen- 
ten  der  gegebenen  Kräfte,  wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll, 

im  Punkte  (x,,  y,,  %J: 
X,  =  a^dx  u,  +  a,dx  u,  +  a.d^^  u,  + a^d^  u^, 

Y,  =  a.dy^u,  +  a,dy  u,  +  a.dy  u,  + apdy  u^, 

Z,  =  a.dj  u.  +  a,d^  u,  +  a.d^  u,  + »^d,  u^, 

im  Punkte  (x,,  y,,  »J: 
X,  =  a^dx^u,  +  a.dx^u,  +  a.dj^u,  + a^d^^Up, 

Y,  «  a.dy^'u,  +  a,dy^u,  +  a.dy^u,  + «p^y^^P^ 

Z,   =  a.djj  u,  +  a.d^  u,  +  a.d^  u,  + a  d^  Up, 

S  1  s  s 

und  im  Punkte  (x.,  y„,  z^): 
X.  =  ^r^x  "i  +  »»dx  «,  +  a.d,  u,  + »pdx  Hp^ 

n  n  ■  *        ■    * 

Y,  =  a.dy^^u.  +  a,dj.__u,  +  a,dy_u,  + a^dy^n,, 

Z.  =  a.dz^u,  +a,d^__n,  +  a,d,__u,  + "p^z,«r 
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Eliminirt  man  zwischen  diesen  3n  Gleichungen  die  p  willkür- 
lichen Gonstanten  a^,  a,,  a, ,  ....  ap,  so  erhält  man  3n  —  p  Be- 
dingungsgleichungen des  Gleichgewichts  zwischen  den  Componenten 
der  Kräfte. 

Die  im  Punkte  (x,,  y,,  zj  normal  auf  die  Fläche  u^  =  o  wir- 
kende Kraft  ist 

X  =  a,y(d,uj«  +  (dyu.)«  +  (d  uJS 

t  r  JP 

die  normal  auf  die  Fläche  u,  =  o  wirkende  Kraft 

X'  =  B,Y(d^n,y  +  (dy^uj«  +  (d,^uJS 


die  normal  auf  die  Fläche  u.  =  o  wirkende  Kraft 

p 

und  die  Resultante  dieser  Kräfte  ^  welcher  die  Resultante  von  X,^ 
Y,,  Z,  gleich  ist,  wird  dann  die  auf  den  Punkt  (x,,  y,,  z,)  wir- 
kende gegebene  Kraft  sein. 

§.  15. 

Wird  den  mit  einander  durch  die  Gleichungen 
a^  =  o,   Uj  =  o,   u,  =  o,  . . . .  Up  =  o 

verbundenen  n  Punkten  irgend  eine  mit  dieser  Verbindung  iiberein- 
stimmende  Bewegung  gegeben,  so  müssen  die  längs  der  drei  Goor- 
dinataxen  zerlegten  Geschwindigkeiten  d^x^  dj^,  d^z^,  d^x,,  dj,, 
djZ^,  ....  djX,,  dj,,  d^z^  nothwendig  folgenden  Gleichungen  ent- 
sprechen : 

d,  n,  .djX,  +dy  u,  .d^y,  +  d^  u.  .d^i,  +  d^^^u, .  d^x,  +  .... 

+  dz  ^i  -d^»n  =  o, 

D 

d,  u, .  djX,  +  dy  tt,  .  d^y,  +  d^  u, .  d^»,  +  d^^u, .  d^x,  +  . . . . 
d,  Up  .  d^x,  +  dy  Up  .  d^y,  +  d^  Up  .d^%,+  d,^Up  .  d^x,  +  . . . . 

oder,  was  gleichbedeutend  ist,  so  muss  die  Gleichung 

lehrbiieh  der  Hacbanik.  2 
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(a.d,  u,  +  a.dx  u,  +  ....+  a^d,  Up)d^x, 
+  (a.  dy^u,  +  a,dy  u,  +  ....+  a^dy  Up)djy, 
+  (a.dz  »,  +  a,dj  u,  +  . . . .  +  a  d^  u  )d^i, 
+  (a^d,  u,  +  a.dj,  u,  +  ....+  a  d^  Up)d^x, 

+ 

+  (»idz^u,  +  a.d^^u,  +....+  apd,^Up)d^«„  =  o, 

für  alle  Werthe  von  a^,  a,,  ...  a„  stattfinden. 

Soll  jetzt  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  so  müssen  die  Com- 
ponenten  der  gegebenen  Kräfte  den  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Bedingungsgleichungen  entsprechen.  Diese  Werthe  hier 
substituirt  geben  dann  die  Gleichung 

X,d,x,  +  Y,d,y,  +  Z.d^i.  +  X,d,x,  +  . . . .  +  Z„d^*.  =  o, 

welche  für  alle  möglichen  Bewegungen  stattfinden  muss. 

§.  16. 
Wenn  die  Grösse  und  Richtung  jeder  der  auf  die  gegebenen 
Punkte  wirkenden  Eoifte  nur  eine  Function  der  Coordinaten  dieser 
Punkte  und  von  der  Lage  der  anderen  Punkte  unabhängig  ist,  d.  h. 
wenn  Xp ,  Y^ ,  Z^  nur  Functionen  von  Xp ,  jp ,  Zp  sind ,  so  kann 
der  Ausdruck: 

X,d,x,  +  Y,  d,y.  +  Z.  d,».  +  X,d,x.  +  ....+  Z„d,.„ 

unter  eine  einfachere  Form  gebracht  werden.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich durch  Rp  die  Resultante  der  Kräfte  Xp ,  Yp ,  Zp ,  so  ist  Rp  die 
auf  den  Punkt  (Xp,  yp,  Zp)  wirkende  gegebene  Kraft,  und  die 
Grösse  und  Richtung  von  Rp  ist  nur  von  (Xp,  yp,  Zp)  abhängig. 
Ziehen  wir  jetzt  zu  jedem  Punkte  die  diesem  zugehörige  Linie  Rp , 
construiren  eine  auf  allen  diesen  Linien  orthogonale  Fläche,  und  be- 
zeichnen wir  durch  M  einen  Punkt  (x,  y,  z),  durch  M'  den  Punkt 
(x  +  //x,  y  +  -^y>  z  +  ^^)f  durch  m  und  m'  die  zugehörigen  Punkte 
der  orthogonalen  Fläche,  durcb  r  die  Linie  Mm,  durch  r  -f-  //r  die 
Linie  M'm';  legen  vsir  femer  durch  M'  eine  Ebene  parallel  mit  der 
Linie  mm^  und  bezeichnen  wir  durch  N  den  Durchschmtt  dieser 
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Ebene  mit  der  durch  M  gehenden  Linie  B,  so  wird  der  Winkel 
M'NH  eb  rechter  Winkel  sein,  und  folglich: 

coB  M'MN  =  SS  =  ~ 

UM'         Js 

Es  sind  aber  die  Cosinus,  welche  die  Linie  MN  mit  den  drei 
Coordinataxen  bildet, 

r'  "r'   r' 
und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  MM'  mit  den  drei  Coordinat- 
axen bildet, 

z/x     Jy     Jz 

•  Js      J%      Js 

also  wird 
und  folglich 

z/s  ■"  ""  V  R  '  z/s  "*■  R  '  z/s  "^   R  '  J^f 

oder,  wenn  man  zu  den  Grenzwerthen  übergeht, 

Xdx  +  Ydy  +  Zd«  =  ±  Rdr. 

Construirt  man  auf  diese  Weise  für  jede  Kraft  Rp  die  zuge- 
hörige orthogonale  Fläche,  so  wird 
X,  d,x.  +  Y.d^y.  +  Z,d,i,  +  X,d,x,  +  ....+  Z.d,i. 

=  d:R.d,r.  ±R,d,r.  ±  . . . .  ±R,d,r., 

und  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichts  wird  demnach 

dt  R.d^p,  ±  R,d,r,  ±  . . . .  ±  R.d^r„  =  o. 

Weil  hier  R,  und  also  auch  rp  nur  Function  von  Xp,  yp,  Zp 
ist,  so  wird  diese  Differentialgleichung  nur  integrabel  sein,  wenn 
die  einer  jeden  Kraft  Rp  zugehörige  orthogonale  Fläche  so  gewählt 
werden  kann,  dass  Rp  eine  Function  von  rp  ist 

Dies  ist  z.B.  der  Fall,  wenn  auf  das  gegebene  System  Kräfte 
wirken,  welche  durch  feste  Punkte  gehen  und  Functionen  des  Ab- 
standes  ?on  diesen  Punkten  sind.  Alsdann  können  nämlich  diese 
festen  Punkte  selbst  als  jene  orthogonalen  Flächen  gewählt  werden. 
Es  kann  auch  leicht  besonders  gezeigt  werden,  dass  alsdann  die  Dif- 


20  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

ferentialgleichung  X^d^x,  +  Y.dj,  +  Z^d^z^  -|-  X,d^x,  +  . . . . 
-{-  Z.d^z„  integrabei  ist.  Es  sei  nämlich  R  eine  solche  Kraft,  weiche 
vom  Punkte  (a,  b,  c)  ausgehend  auf  den  Punkt  (x,  y,  z)  wirkt,  r  der 
Abstand  der  beiden  Punkte  und  R  eine  Function  von  r,  so  ist 

r»  =  (x-a)'  +  (y-b)«+(.-c)^ 

daher 

rdr  =  (x  —  a)dx  +  (y  —  b)dy  +  (»  —  c)di. 

Es  ist  aber 

X  =  R.llli,    Y  =  R    5LzJl     Z  =  R    i:=-5, 

r  r    '  r    ' 

daher 

Xdx  +  Ydy  +  Zd«  =  -2.[(x-  a)dx  +  (y—b)dy  +  («-c)d»]  =  Rdr. 

Folglich  wh*d  auch 

X.  d,x,  +  Y,d,y.  +  Z.  d,.,  +  X,d^x,  +  ....+  Z.d^.. 

=  R.  d,r,  +  R,d^r,  +  ....+  R.d.r., 

wie  vorher,  und  dieser  Ausdruck  ist  dann  ein  vollständiges  Diffe- 
rential, weil  Rp  eine  Function  von  r^  ist. 

§.17. 

Der  Ausdruck  X^d^x^  +  Y^dj, +  ZjdjZ^  4-X,d^x,  + 

4-  Z^d^z^  ist  auch  noch  integrabei,  wenn  die  Kräfte  in  gegenseitigen 
Anziehungen  oder  Abstossungen  zwischen  den  beweglichen  Punkten 
des  Systems  bestehen  und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Entfer- 
nungen sind.  Es  seien  nämlich  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes, x',  y',  z'  die  Coordinaten  eines  anderen  Punktes,  r  ihre  Entfer- 
nung und  y>{r)  die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  ihnen,  so  sind 
die  Componenten  der  Kraft  9)(r)  im  erstem  Punkte 

X  =  y(r)  .  5^,    Y  =  9(r)  .  1=1^,     Z  =  y(r)  •  ^^. 

und  die  Componenten  der  im  letztern  Punkte  wirkenden  &aft,  welche 
der  vorigen  gleich  und  entgegengerichtet  ist, 

X'  =  9(r)  .  i^v    Y'  =  y(r)  .  5^,     Z'  =  <p(r)  .  5l=i. 

Es  wird  also 
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Xdx  +  Ydy  +  Zd»  +  X'dx'  +  Y'dy'  +  Z'di' 

=  2f-^-  [(x-xO(dx--dxO  +  (y--yO(dy--dyO  +  (*--iO(di--diO] 
=  SL2  .  rdr  =  9)(r)dr, 

und  daher 

X.d^x.  +  Y,d,y.  +  Z,d,.,  +  X,d,x.  +  ....+  Z.d,..  =  ^y(r)dr, 

folglich  integrabel. 

§.  18. 

Im  AHgemeinen,  wenn  der  Ausdruck  X^  äx^  -f  Y^ dy,  +  Z,  dz, 

+  X,  dx,  +  •  •  •  +  Za  dz„  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  man 

durch  U  dessen  Integral  bezeichnet,  so  wird  U  eine  Function  von  x^ 

y^  z,,  X,, . . .  z.  sein,  deren  partielle  Differ^Uale  sind: 

d^U  =  X,,    dyU  =  Y,,    d,U  =  Z,, 

d,U=X,,    d/u  =  Y,,    d/u  =  Z., 


d,U  =  X„,    dyU=:Y.,    d,  U  =  Z., 

und  die  im  §.  15  entwickelte  Differentialgleichung  des  Gleichgewichts 

wird  die  Form  annehmen: 

d^U  =  o. 

Die  Function  U  wird  alsdann  die  Kräftefunction  genannt, 

und  muss  demnach,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll,  ein 

Maximum  oder  Minimum  sein. 

§.  19. 

Wenn  man  durch  P^  die  Resultante  von  X^,  Y^,  Z,,  durch  P, 
die  Resultante  von  X,,  Y,,  Z,  u.  s.  w.  bezeichnet,  wo  folglich  P^ 
P,,  ...  die  gegebenen  Kräfte  sind,  durch  s,,  s,,  ...  die  von  den 
Punkten  (x^tyttZ,)»  (x,,  y,,  zj  ...  beschriebenen  Bahnen,  wenn 
das  System  auf  irgend  eine  mit  den  Verbihdungsgleichungen  iiber- 
einstimmende  Weise  bewegt  wird,  und  durch  «t,  er,, . . .  die  Win- 
kel, welche  die  Tangenten  dieser  Bahnen  mit  den  entsprechenden 
Kräften  P^»  P,«  ••'  bilden,  so  ist 

C08  a,  =  p^d,  X,  +  p^  .  A^j,  +  pi .  d^^i,, 
folglich 
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X.d^x, +Y,d,y, +Z,d,x, 

=  PidtB,(^dg  X,  +  p^dg  y,  +  p^dg  E.  j  =  P.d^s,  .  cob  a,. 

Die  im  §.15  gegebene  Bediogungsgleichung  des  Gleichgewichts  wird 
sonach  die  Form 

Pjd^ßj .  cosa,  +  Pjd^s, .  coa«,  + +PBd^8^co8a„  =  o, 

annehmen y  und  diese  Gleichung  muss  dann  für  jede  Bewegung, 
welche  die  Punkte  machen  können,  stattfinden. 

Die  Geschwindigkeiten  d^s^,  d^s,,  ...  d^s.,  welche  die  durch 
die  Verbindungsgleichungen 

"i  =  <>9     w,  =  o, Up  =s  o 

mit  einander  yerbundenen  Punkte  zugleich  annehmen  können,  wer- 
den die  virtuellen  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte  genannt; 
die  Componente  P  cos  a  einer  Kraft  P  nach  der  Tangente  der  vom 
Punkte  beschriebenen  Bahn  wird  die  Tension  der  Kraft  genannt, 
und  das  Produkt  P  cos  a .  d^s  der  Tension  einer  Kraft  mit  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeit  seines  Angriffspunktes  wird  die  virtuelle 
Arbeit  genannt.    Der  durch  die  Gleichung 

V^  cos  «id^s,  +  Pj  cos  a,d^8,  + +  P«  cos  a^d^B^  =  o 

ausgedrückte  Satz  kann  hiemach  folgendermaassen  ausgesprochen 
werden:  Wenn  Kräfte  auf  ein  System  mehrerer  auf  irgend  eine 
Weise  mit  einander  verbundener  Punkte  wirken  und  Glekhge- 
wicht  hervorbringen,  so  muss  die  Summe  ^er  virtuellen  Arbei- 
ten für  jede  Bewegung,  welche  das  System  annehmen  kann,  gleich 
Null  sein. 

Bezeichnet  man  durch  T  die  Tension  einer  bewegenden,  und 
durch  T'  die  Tension  einer  widerstehenden  Kraft,  durch  s  und  s' 
die  von  ihren  Angriffspunkten  beschriebenen  Linien,  wenn  das  Sy- 
stem in  eine  von  den  Verbindungen  erlaubte  Bewegung  gesetzt  wird, 
so  kann  die  obige  Gleichung  geschrieben  werden 

:^Td^8  — -2T'd^b'  =  o, 

oder : 

^Td^8  =  2'T'd,B', 
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d.  h.  die  virtuelle  Arbeii  der  bewegenden  Kräfte  ist  derjenigen  der 
mderetehenden  Kräfte  gleich. 

Dieser  Satz  wird  der  Satz  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten genannt 

§.  20. 

Man  kann  aus  der  Gleichung 

PjdjSj  C08  a,  +  P,  dj8,  cosa,  + +  Pad^a,  cos  a,  =  0 

oder,  was  dasselbe  ist,  aus  der  Gleichung 

X.d^x,  +Y^d^y,  +Z,dji,  +X,d^x,  +....  +Z„d^»,  =  o, 

wieder  die  im  §.  14  dargestellten  Gleichungen,  und  daraus  durch 
Efimination  der  willkürlichen  Constanten  die  Bedingungsgleichungen 
des  Gleichgewichts  finden.    Die  Gleichung 

(1)  X,d,x.  +  Y.  d,y,  +  Z.d^i,  +  X,d,x.  +  ....  +  Z.d^i.  =  o 

soll  nämlich  für  alle  Werthe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  statt- 
finden, welche  den  Verbindungsgleichungen 

11^=0,      Uj  =  O,      U,   s=   O,    .  .  .  .    U„   s=  O 

und  folglich  deren  Difierentiale 

d,  u,  .  d,x,  +  dy  u,  .  d,y,  +  d,  u,  .  d^«,  +  d^^u,  .  d^x,  +  . . . . 

djs  n,  .d,x,  +  dy  u, .  d^y,  +  d,  u, .  d^i,  +  d^^u, .  d^x,  +  . . . . 

(2)  +  d,.u, .  d,..  =  o, 

^x  «p  •  ^t^t,  +  dy  Up  .  d^y ,  +  d^  Up  .  d^z,  +  d,^Up  .  d^x,  +  . . . . 

entsprechen.  Mittelst  dieser  letzten  p  Gleichungen  können  dann  p 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  aus  der  Gleichung  (1)  eliminirt  wer- 
den, was  dadurch  geschehen  kann,  dass  man  die  p  Gleichungen  (2) 
der  Reihe  nach  mit  den  unbestimmten  Coelficienten :  — a.,  — a^, 
....  —  ap  multiplicirt,  diese  Gleichungen  zur  Gleichung  (1)  addirt  und 
m  der  Summe  die  unbestimmten  Grössen  a,,  a,,  ....  a,  so  be- 
stimmt, dass  die  Coelficienten  der  p  virtuellen  Geschvtrindigkeiten, 
welche  man  eliminiren  v^ill,  gleich  Null  werden.    Die  dann  übrig« 
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bleibende  Gleichung  muss  (ur  alle  beliebige  Weiihe  der  übrigen 
3n  — -  p  virtuellen  Geschwindigkeiten  stattfinden ,  und  die  CoeflScien- 
ten  dieser  übrigen  3n — p  virtuellen  Geschwindigkeiten  müssen'dann 
ebenfalls  gleich  Null  sein.  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (2)  der 
Reihe  nach  mit  den  Coefficicnten :  —  a^  —  a,,  — a„  ....  — ap? 
und  addirt  dann  diese  Gleichungen  zur  Gleichung  (1),  so  erhält  man: 

(X,  —  a^dx  u,  — a,dx  u,  — ....  — apd,  Up)d^x, 

+  (Y,  —  a.dy^u,  —  a, dy  u,  -....  —  flpdy  Up)d,y, 

+  (Z,  —  a.d^  u,  —  a,d2  u,^....  — Bpd^  Up)dji, 

+  (X,  —  a,dj  u,— a,dx  u,  — . . . .  —  apd^,  Up)d^x, 

+  (Z„  — a.dj  u^  — a,dj  u, —....  — ad^  u  )d  i„  =  o. 

o  n  '       n     * 

In  dieser  Gleichung  sollen  dann  erst  p  Coefficienten  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  gleich  Null  gesetzt  werden,  wodurch  a^, 
a,,  ....  dp  bestimmt  werden,  dann  die  übrigen  Coefficienten  auch 
gleich  Null  sein,  was  die  3n  —  p  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts geben  würde.  Man  braucht  folglich  nur  in  jenen  Gleichun- 
gen alle  Coefficienten  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  gleich  Null 
zu  setzen,  und  unter  diesen  Gleichungen  dann  a^,  a,,  ....  ap  zu 
eliminiren,  wodurch  man  gerade  die  im  §.  14  dargestellten  Glei- 
chungen erhält. 

§.21. 

Wir  haben  bisher  nur  bewiesen,  dass  weim  Gleichgewicht  statt- 
finden soll,  die  Gleichungen  des  §.  14  oder  diejenigen  der  §.  15  oder 
§.  19  nothwendig  sind;  wir  werden  jetzt  auch  beweisen,  dass  sie 
hinlänglich  sind  das  Gleichgewicht  zu  bestinunen.  Nehmen  wir  also 
an,  die  Gleichung  des  §.  19: 

-5Td^8  — :^T'd,8'  =  o 

fände  statt,  das  System  wäre  aber  nicht  im  Gleichgewicht,  sondern 
einige  der  gegebenen  Punkte  bewegten  sich,  so  müsste  diese  Bewe- 
gung aufgehoben  und  Gleichgewicht  hervorgebracht  werden  können, 
wenn  in  diesen  Punkten,  deren  virtuelle  Geschwindigkeiten  wir  durch 
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d^r^  d^r,  ....  bezeichnen  wollen,  neue  Kräfte  R^,  R,, ange- 
bracht werden,  die  von  passender  Grösse  gerade  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  der  Bewegung  wirken.    In  Folge  des  im  §.  19  bewie- 
senen Satzes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wäre  dann 
:?Tdj8  — :^T'd^8'-.R,d,r,— R.d^r,— ....  r=  o, 

und  folglich  auch 

—  R^d^Tj  —  Rjd^r^  — as  o, 

oder,  da  jedes  Glied  in  dieser  Reibe  nothwendig  negativ  sein  muss, 
entweder 

R^  =  o,    oder  d^r,  =  o, 

R^  s=3  o,    oder  d^r,  =  o,  u.  ß.  w. 

und  in  beiden  Fällen  würde  kerne  Bewegung  vorbanden  sein.  Wenn 

die  Gleichung 

^Td^8  — -2T'd,B'  =  o 

stattfindet,  müssen  folglich  nothwendig  die  gegebenen  Punkte  im 
Gieicbgewicbt  sein.  Da  man,  wie  im  §•  15  und  §.  19  erwiesen,  aus 
den  Gleichungen  des  §.  14  die  Gleichung  ^d^s  —  ^^d^s'  =  o  ab- 
leiten kann,  so  werden  auch  jene  Gleichungen  des  §.  14  nothwen-^ 
dig  das  Gleichgewicht  bedingen. 

Die  GleichgewichtAedingungen  irgend  eines  Systems  von  Punk- 
ten, deren  Verbindung  durch  von  der  Zeit  unabhängige  Gleichun- 
gen zwischen  ihren  Coordinaten  ausgedrückt  werden  können ,  ist 
folglich  vollkommen  durch  den  Satz  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten abgedruckt. 

Cap.  IV. 

Anwendnngen. 

a)  Gleichgewicht  eines  Punktes. 

§.  22. 
Wir  werden  jetzt  die  eben  entvnckelten  allgemeinen  Formeln 
des  Gleichgewichts  eines  Systems  von  Punkten  auf  mehrere  beson- 
dere Fälle  anwenden  und  zuerst  die  Gesetze  des  Gleichgewichts 
eines  einzigen  Punktes  betrachten. 
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Ist  der  Punkt  ganz  frei,  so  finden  keine  Verbindungsgleichun- 
gen statt,  und  man  hat  folglich: 

XssO,      YssO,      Z=sO. 

Ist  der  Punkt  genöthigt,  sich  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung 
u=:o  ist,  zu  bewegen,  so  wird  diese  Gleichung  die  Verbindungs- 
gleichung sein,  und  es  wird  alsdann: 

X  3=  ad^u,    Y  =:  adyU,    Z  =  ad,u, 

folglich : 

X  Y  Z 


ö^u        du        d,u 

die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts.  Weil  jetzt  die  Nor- 
male mit  den  Coordinataxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus 

d^u  d^u 

y(d,u)»+(d^u)>  +  (d.u)»'    V(d,u)*+(d^u)>  +  (d.u)»' 

dgU 

y(d,u)»  +  (d^u)»  +  (d.o)»' 

sind,  so  besagen  jene  Gleichungen,  dass  die  Richtung  der  Resultante 
der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  normal  auf  der  Oberfläche  ist, 
was  auch  schon  vorher  (§.  12)  bewiesen  wurde. 

Wenn  der  Punkt  genöthigt  ist,  sich  auf  einer  krummen  Linie 
zu  bewegen,  welche  durch  die  zwei  Gleichungen  u^=:o,  u,  =  o 
bestimmt  ist,  so  werden  diese  zwei  Gleichungen  die  Verbindungs- 
gleichung des  Punktes  sein.  Es  ist  hier  folglich  p  =  3n  —  1,  und  die 
Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichts  wird  nur  die  eine 

Xd^x  +  Yd,y  +  Zd,.  =  o, 

woraus  wieder,  wenn  mit  d^t  multiplicirt  wird, 

Xd,x  +  Yd,y  +  Zd.i  ==  o. 
Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Richtung  der  Kraft 
im  Normalplan  der  krummen  Linie  fallen  muss. 

b)  Gleichgewicht  eines  festen  Körpers. 

§.23. 
Wenn  alle  Punkte  des  gegebenen  Systems  auf  eine  unverän* 
derliche  Weise  mit  einander  verbunden  sind,  d.  h.  wenn  das  Sy* 
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stem  ein  fester  Körper  ist,  so  ■werdea  die  Vert)indiuigsgjeichiiDgeD 
diejenigen  sein,  welche  ausdrücken,  dass  alle  übrigen  Punkte  immer 
denselben  Abstand  von  drei  unter  ihnen,  und  diese  wieder  densel- 
ben  Abstand  unter  einander  behalten.    Es  atäea  diese  drei  Punkte 

(Xi»y.'«.).  (*.»ys»0»  (^ity,.0»  ^  bestdien  folgende  3n  — 6 
Verbindungsgleichungo) : 

Hj  =  (X.  -  X,)»  +  (y.  -  y.)« +(..-..)'- c:  =  o, 
u.  =  (x.-x.)»  +  (y.-y.)«+(..-..r-cJ  =  o, 
u,  =  (X,  -  X.)»  +  (y,  -  y,)»  +  (1,  -  ■.)»  -  cj  «  o, 
n,  =  (X.  -  X  J»  +  (y.  -  yj»  +  (..  —  J'  -  cj  =  o, 
u.  =  (X,  -  xj«  +  (y.  -  y.)*  +  (.,  - 1.)»  -  cI  =  o, 

"3.-8  =  (^.  -  ^)'  +  (y.  -  y-)* + (».  -  •.)'  -  cj,_g  =  o, 

»3._7  =  (^'.  -  ».)*  +  (y.  -  y.)* + (»» -  »->'  -  «3.-7  = "» 
»3.-6  =  (''.  -  ^.)' + (y.  -  y.)'  +  (».  -  ».)*  -  «^-6  =  »• 

Blan  hat  alsdann 

X.  =  2a.(x.— x,)  +  2a,(x.-x,)+2a.(x.— xj 

+  2a,(x.  _  xj  +  . . .  4-  2a„_,(x,  — x.), 
Y.  =  2a.(y.-yJ  +  2a,(y.-y.)  +  2a,(y.-yJ 

+  2a,  (y.  —  y.)  +  •  • .  +  2aj._,  (y, — y.), 

Z.   =  2a.(..-iJ  +  2a,(..-..)  +  2a.(t.-iJ 

+  2a,  (i.  — •.)  +  ...  +2a,,_g(. ,  —  !.), 

X,  =  —  2a.(x.— x,)  +  2a,(x,  — x.)  +  2a.(x.-xj 

+  2a, (x,  — X,)  +  . . .  +  2a,,_, (x,  —  x,), 

X,  =  —  2a,  (x,  —  x.)  —  2a,  (x,  —X,)  +  2a,  (x,  —  x.) 

+  2a,  (x,  —  X.)  +  . . .  +  2a,,  _g  (x,  —  xj, 

X,  =  —  2a,(x,  —  xj  — 2a.(x,— xj— 2a.(x,— xj, 

X,  =  —  2a3,_g(x,  —  X,)  — 2a3,_,(x, —x,)  — 2a3,_8(x,— X,), 
^.  =  —  2a3._8(y.— y,)-2a3,_,(y,  —  y.)  — 2a3._j(y,  — y.), 
Z,  =  —  2a3._j(».—i.)~  2a3,_,(i, -.».)  — 2aj._j(».  —  »«). 
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EKminirt  man  zwischen  diesen  3n  Gleichungen  die  3n  —  6  will- 
kärlichen  constanten  Coefficienten  a.,  a, ,  a,,  ...  a3,_g,  so  erhalt 
man  die  folgenden  6  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  ei- 
nes  freien  festen  Körpers: 

X,  +  X,  +  X,  +  . . . .  +  X,  =  o, 

Y.  +  Y.  +  Y.  +  ....+  Y,  =  o, 

Z.  +  Z,  +  Z, +  ....  + Z.  =o, 

(Y.».-Z.y.)  +  (Y..,-Z,y.)  +  ....  +  (Y... -Z.y.)  =  o, 

(Z.x.-X...)-f-(Z.x.— X.1,) +  ....  + (Z.X.-X...)  =  o, 

(X.y.-Y,x,)  +  (X,y,-Y.x,)  +  ....+(X.y. -Y.x.)  =  o. 

Hat  das  System  einen  festen  Punkt,  und  wählt  man  diesen 
Punkt  zum  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems ,  so  hat  man  die 
3n  —  3  Verbindungsgleichungen : 
u,  =  X,  =  o, 

a.  =  y.  =  «» 
«.  =  »,  =  o, 

«4  =  »!  +  y!  +  »J  — «!  =  o» 

«.  =  »J  +  yl  +  »J  —  cj  =  o, 

a.  =  (X.  -  X,)»  +  (y,  -  yj»  +  (.,  -  ..)» -  cj  =  o, 

»,  =  »:  +  y!  +  »!-cj  =  o, 

n.  =  (X,  -  X  J»  +  (y,  -  y  J»  +  (..  -  ..)» -  cj  =  o, 

«.  =  (».  -  » J'  +  (y.  -  y.)*  +  (».  -  Kr  -  c:  =  o, 
03.-3  =  (X.  -  X.)'  +  (y. — y.)*  +  (».  -  »J' — ca._3  =  o- 

Man  erhält  nun 

Y.  =a„ 

X,  =  2a^x,  +  2a,(x,— X,)  +  2a,(x,  — xj  +  ..  +  2a3,_^(x,  — x,), 
Y,  =  2a.y,  +  2a.(y,— y.)-|-  2a,(y.-yJ  +  ...  +  üa,._;(y,-y.), 
Z,  =2a.«,  +2a,(i,  — »,)  + 2a,  (»,—  »,) +  ...  +  2a3„_^(»,  —  iJ, 
X,  =  2a,x,  —  2a,(x,— x.)  +  2a,(x,— xj  +  ...  +  2ai3,_3(x,— x.), 
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X,  =2a,x,  — 2a,(x,  —  xj  — 2a,(x,— xj, 

Eliminirt  man  -zwischen  diesen  3n  Gleichungen  die  3n  —  3  will- 
kürlichen CoefBcienten  a,,  a^,  ...  83^39  so  erhält  man  die  folgen- 
den 3  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  : 
(Y.i,  -  Z,yJ  +  (Y,..  -  Z,yJ  +....  +  (Y.i. -Z.yJ  =  o, 
(Z,x,  -X.i,)  +  (Z,x.  -X...)  +....  +  (Z.X.-X.1J  =  o, 
(X.y.  -  Y,x.)  +  (X.y,  -  Y,xJ  +  ....  4-  (X.y.-- Y.x.)  =  o. 

^  Der  Druck  auf  den  festen  Punkt  (x,,  y^»  zj  ist  nach  §.  14 
im  Punkte  (x^,  y,,  2,)  senkrecht  auf  die  Fläche  u^  =  o,  d.  h.  längs 
der  Linie  c^»  nach  den  drei  Axen  zerlegt 

a  d«  u    =  2a  X.  4    a  d.  u    =  2a  v  .    a  d^  n    =s  2a  z  . 

•■4X4  "■•'4  ^»7        **4      y        4  *     4J»9        "42        4  *'"4      » ' 

ebenso  im  Punkte  (x,,  y, ,  z,)  längs  der  Linie  c, 

a*dx^«s  =  2a.x,,    a.dy^u.  =  2a,y,,    a.d^^u,  =  2a,»,, 

im  Punkte  (x^,  y^,  zJ  längs  der  Linie  c, 

«i^x  n,  =  2a, x^,     a,dy  u,  =  2a,  y^,     «7^2^07  =  ^»,1,, 

und  im  Punkte  (x,,  y,,  z.)  längs  der  Linie  C3^_j 

Unmittelbar  auf  den  festen  Punkt  wirken  ferner  die  Componenten 

*i»  ®*»  *f 
Der  ganze  Druck  auf  den  festen  Punkt  ist  nach  den  drei  Coordi- 

nataxen  zerlegt 

\  +  2a^x,  -I-  2a,x,  +  2a,x,  +  2a,, x,  -}-...+  2a3,_5X. 

=  X.  +  X.  +  X,  +  X,  +  X.  +  . . .  -H  X., 

«.  +  2a,y,  +  2a,y,  +  2a, y,  +  2ä,,y,  -f- . . .  +  2a3„__5y. 

=  Y. +Y, +Y. +Y, +Y. +...+Y., 

a, +  2a^*,  +2a,i,  +2a,»,  +  2a, ^1,  +...  +2a3„_5»„ 

=  Z.  .^  Z,  +  Z,  +  Z,  +  Z.  +  . . .  +  z.. 
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§.25. 
Hat  das  System  zwei  feste  Punkte  (x,,  y^  zj  und  (x,,  y,,  zj, 
und  nehmen  wir  die  durch  diese  beiden  Punkte  gehende  Linie  als 
z  Axe  an,  so  wird  man  die  3n  —  1  Verbindungsgleichungen  erhalten: 


a 
u 
u 
u 
n 
n 
u 


=  X.  =  o. 


«.  =  y.  =  o, 


u. 


C.   s=  O, 


X,  =0,     u,  =  y,  =:  o, 


u,  «  t,  —  c. 


SS  O, 


(X,  -  X  J«  +  (y.  -  y  J»  +  (..  -  .  J> 


Cii=0, 


"3.-3  ^K  +  yl  +  (*i- ».)' — C3—3  =  ^» 

^n-2  =  »."  +  y^  +  (■»  —  »»)"  —  <--2  =  ®» 

03,^1  =  (X,  —  Xj*  +  (y,  —  yj>  +  (1,  —  «J>  _  C5,_i  =  O. 

Man  hat  alsdann 

Xj=  a,,    Y^  =  a,,    X,  =  a^,    Y,  =  a^, 

^.  =  «•  +  2a,  (»,  —  «,)  +  2a,  (.,  —  i  J  +  . . .  +  2a3,_3(i.  —  ».), 
^,  =  «6  +  2a.(»,  —  1.)  +  2a^.(»,—  «J  +  . . .  +  2a3^_a(».  —  *«)' 
X,=  2a, X,  +  2a, X,  +  2a,,(x,  —  xj  +  .. .  +  2a3,_i(x,— x.), 
Y,  =  2a,y,  +  2a,y,  +  2a,,(y,  _  yj  +  . ..  +  2a3„_i(y,— yj, 
Z,  =— 2a,(..-i,)-2a,(.,-i,)  +  2a.^(i,-iJ  +  ... 

+  2a3._i(«,— «J» 
X,  =  2a,x,  +  2a,, X,  —  2a,  ,(x,  —  xj, 

Xn  =  2a3^_3Xa  +  2a3^_jX„  —  2a3|j_j(x,  —  x^)? 
Y„  =  2a3„_3y.  +  2a3,_jy,  —  2a3„_j(y,  —  yj, 
Z.  ^  2a3,_3(.,  —  i.)  —  2a3„_j^ (»,  —  !.)  — 2a3._i(»,  —  iJ. 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  3n  Gleichungen  die  3n  —  1  will- 
kürlichen Constanten  Coefficienten  a,,  a,,  a,,  ...  ^zn—v  ^  erhält 
man  die  folgende  Bedingungsgleichung  des  GIdchgewichts : 
(X.y,  -  Y.x.)  +  (X.y.  -~  Y.x.)  +  . . .  +  (X.y„- Y„xJ  =  o. 
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Der  Druck  auf  den  festen  Punkt  (x^,  y,,  z  J  ist»  nach  den  x 
und  y  Axen  zerlegt,  unmittelbar  im  Punkte: 

im  Punkte  (x,»  y,,  zj  längs  der  Linie  c,: 

a,dx  u,  =2a,x,,    a,dy  u,  =  2a,y,, 

im  Punkte  (x^,  y«,  zj  längs  der  Linie  c,: 

a.4^»»  =  2a, x^,    «i^y^^t  =  2a, y^,  u.  b.  w. 
Der  ganze  Druck  auf  den  Punkt  (x.,  y,,  zJ  wird  nun,  nach 

den  X  und  y  Axen  zerlegt: 

a,  +2a,x,  +  2a,x,  +  ...  +  Äag^^gX»  =  X,, 
•t+2a,y,  +  2a,y,  +  ...  +  2a3,_3y.  «=  3)^, 

Ebenso  findet  man  den  Druck  auf  den  Punkt  (x,,  y,,  z  J,  nach  den 

X  und  y  Axen  zerlegt: 

»4  'T  ^a^x,  -}-  äHj^x^  '1'  • '  •  't  ^a3^__jX,  s=  x^, 
a*  +  2a,y,  +  2a,, y,  +  •  •  •  +  ^ag^^^y.  =  g),. 

Hieraus  findet  man 

Xj  +  X,  +  X,  +  . . .  Xn  =  ^X  =  3f ,  +  3^1 9 

Y. +Y.  +Y.  +...Y.  =:nr  =®.  +  8)„ 

(Y.».-Z.y.)  +  (Y...-Z.y.)  +  ...(Y...-Z.y.) 

=  5(Y._Zy)  =  g),.. +8),.., 
(«.X,— X.i.)  +  (Z,x.-X,  *,)  +  ...  (Z.X.-X.1.) 

•=  -S(Zx  -  Xi)  =  -  (X, ..  +  X. .  J, 
wo  der  Symmetrie  wegen  x,^  y^  x,,  y,  mitgenommen,  obgleich  sie 
gleich  Null  sind.    Aus  diesen  Gleichungen  findet  man 

^    ^  2(Zx  —  Xz)  +  z,  SJi 


z, -z, 


_  S(Zx-^Xz)+z,S}i 


*  z.  — z 


s 


g)    ^^(Yz-Zy)-z.^Y 

2,  — z,  ' 

*  z,— 2, 


Der  fiir  beide  Punkte  (x,,  y,,  z,)  und  (x^,  y„  zJ  gemeinschaft- 
liche Druck  längs  ihrer  VeriModungsUnie,  der  z  Axe,  ist: 
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a.dz  u,  +  a.dj  u.  +  a,d,  u,  +  a^d^^u,  +  a.d^^u,  +  a.d^^u,  +  . . . 

=  Z.+Z,+Z.+...+Z„. 
§.  26. 
Ist  der  feste  Korper  gegen  mehrere  Ebenen  oder  krumme  Flä- 
chen gelehnt,  so  übt  er  in  jedem  Berührungspunkte  eben  auf  der 
Ebene  oder  der  krummen  Fläche  normalen  Druck  aus.  -Bezeichnet 
man  durch  a^y  ß^,  y^  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Berüh- 
rungspunkte (Xp,  Yp,  Zp)  mit  den  drei  Goordinataxen  bildet,  durch 

^i9  /^i9  Yk  die  Winkel,  welche  die  Normale  im  Berührungspunkte 

(x   ,  y   ,  z   )  mit  den  Axen  bildet  u.  s.  w.,  so  werden  die  drei  Com- 
I       i       i 

ponenten  des  Drucks  im  Punkte  (Xp,  jp,  Zp) 

<ip  cos  a^  5    X^  cos  /J^ ,    Xp  cos  y^  ? 

im  Punkte  (Xp  ,  yp  ,  Zp  ) 

il«  cosa.,    Ap   cos/?,,    A,«    cosy,    u.  s.  w., 
*^i  "^i  "^i 

WO  Xj.  y  Xp   ...  willkürliche  Grössen  sind,  nur  dass  ihr  Zeichen  im- 
mer so  angenommen  wird,  dass  der  von  ihnen  dargestellte  Druck 
gegen  die  berührenden  Flächen  stattfindet.    Statt  der  beriihrenden 
Flächen  kann  man  nach  §.11  diese  Kräfte  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  den  gegebenen  Kräft;en  zufügen  und  dann  das  System  als 
frei  betrachten.    Die  Gleichungen  des  §.  23  werden  dann: 
2'X  —  «^Xp  cos  a  =  o, 
^Y  —  -2Xp  cos  /»  =  o, 
2X  —  ^Ap  cos  y  =  o, 

^(Yi  —  Zy)  —  -^Xp(»p  cos  i»  —  yp  cos  y)  =  o, 
^(Zx^-  X«)  —  J^Xp(Xp  cos  ;'  —  ip  cos  a)  ==  o, 
5(Xy  —  Yx)  —  -^^pCyp  cos  a  —  Xp  cos  /J)  ='o. 

Wenn  nur  eine  Ebene  gegeben  ist,  welche  wir  als  diejenige 
der  xy  Ebene  annehmen  können,  so  sind 

cos  y^  =  cos  ^'j  ^  .  . .  ;=  1, 

cos  a,  ■=  cos  a,  =  . . .  =  cos  ß^  es  cos  ß^  =  , . .  =  o, 

und  die  vorstehenden  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden  nun: 
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-SX  =  o,    ^Y  =  o,    -^Z  ==  2X^, 
-^(Y.-Zy)  =  -JS2pyp,    -S(Zx-X.)  =  -S^,x,, 
:?(Xy-Yx)  =  o, 
WO  alle  die  Grössen  ^p,  welche  den  Druck  in  jedem  Berührungs- 
punkte darstellen,  dasselbe  Zeichen  haben  müssen,  nämlich  das  po- 
sitive, wenn  der  Körper  auf  der  negativen  Seite  der  xy  Ebene  liegt, 
das  negative,  wenn  er  auf  der  positiven  Seite  dieser  Ebene  liegt. 
Wir  werden  hier  den  erstem  Fall  annehmen. 

Die  Bediugungsgleichungen  des  Gleichgewichts  sind  erstens 

^X  =  o,    ^Y  =  o,    -^(Xy  -  Yx)  =  o, 

und  zweitens,  dass  die  durch  die  Gleichungen 

2l:^2X,,    -5(Y.-.Zy)  =  --^;ipyp,    S(Zx~X%)  ^  2X^x^ 
bestimmten  Werthe  von  ^»9  ^p  ,  ^  >  . .  •  alle  positiv  seien. 

Sind  mehr  als  drei  Berührungspunkte  oder  drei  in  einer  gera- 
den Linie  liegende  Berührungspunkte  gegeben,  so  werden  im  erstem 
Falle  nur  drei ,  im  letztem  nur  zwei  der  Grössen  ^p ,  ^p  ,  ^p  ,  . . . 

bestimmt  werden  können,  wenn  die  übrigen  willkürlich  gewählt  sind. 

c)  GHeichgewichi  biegsamer  Systeme. 

§•  27. 
Es  seien  (Fig.  7)  M.M,,  M^M,,  M,M^,  . . .  gerade  Linien  von 
unveränderlicher  Länge,  welche  sich  um  ihre  Endpunkte  ohne  Hin- 
demisse drehen  können,  so  dass  sie  ein  biegsames  Stück  eines  Viel- 
ecks bilden.  An  den  Punkten  H^,  M^,  M,,  ...  seien  die  Kräfte 
P^,  P,,  P,,  ...  angebracht,  und  halten  einander  gegenseitig  im 
Gleichgewicht.  Man  hat  alsdann  die  folgenden  n  —  1  Verbindungs- 
gleichungen 

tt,  =  (X,  -xj«  +  (y,  -yj«  +  («.  -  .,r  -r!  =  o, 
u,  =  (X,  -  x.)>  +  (y,  ^  y,)»  +  (..  -,,)>-  r:  =  o, 

Die  Componenten  der  Kräfte  P,,  P,f  •••  nach  den  drei  Coor- 
dinataxen  werden  alsdann 

Lckrb«eli  der  Bl««b«aik.  3 
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X,  =      2a,(x,— X,), 

X,  =  —  2a.(x,  —  X,)  +  2a,  (x,  —  x,), 

X,  =  —  2a,  (x,  —  X,)  +  2a,  (x,  —  xj, 

X._,  =  — 2ao_a(».-a  —  ^.-i)  +  2a._,(x,_i  —  x,), 
X,  =  — 2a,_i(x,_j  —  X.), 

Y.  =       2a.(y,-y,), 
Y,  =-2a.(y.-y,)  +  2a,(y,-y,), 
.     Y,  =  -2a,(y,  -  y.)  +  2a.(y,  -yj, 

Y,_i  =  — 2«._j(y._a  —  y._i)  +  2«._i(y._,— y.), 

Y,  =  — 2a,_j(y._,  — y.), 

Z.  =      2a.(i.  — >.), 

Z.  =— 2a,(..  — ..)  +  2a,(.,  — ■,), 

Z,  =— 2a.(i.  — •.)  +  2a,(«,  — »J, 

*._i  =—2a._a(«._j  — «._,)  + 2a,_,(i,_,—  i.), 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  Za  Gleichungen  die  n  —  1  will- 
kürlichen constanten  GoeifiGienten  a,,  a,, ...  a,_j,  so  eriiält  man 
die  folgenden  2n  -\-  i  Bedingungsgleichnngen  des  Gleichgewichts 

X,  +  X,  +  . . .  X,  =  o, 
Y.  -hY, +  ...Y.  =  o, 
Z.  +Z.  +...Z.  =  o, 
X.        ^        Y.        ^  _?.._, 

X.— X,        y,  — y,        z,  — 2, 

X.+X.  ^  Y.  +  Y.  ^    Z.  +  2.^ 

»  ^1    ^«        y«     y»        ^a     *« 

X.+X,  +  X.  ^  Y.  +  Y.  +  Y.  ^  Z.+Z.  +  Z. 
X,  — x^  y,      y^  2g      z^ 

X.  +  X.+...  +  X._t  _  Y.+Y. +  ...+Y._^  _  Z.  +  Z. +...  +  Z._, 

j^—i— ^.        "       y«-i— y.       ~       «.-1—«. 

Die  normal  auf  den  Flächen  u,  =  o,  u,  =  o,  ...  u,_j  =  o, 
d.h.  längs  der  Linien  i*,,  r,, ...  r,_j  wirkenden  Tensionen  sind  (§«i4): 
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im  Punkte  (x,,y,,zj  längs  r, 

i;  =  a.V(d,u.)>+(dyU.)«  +  (d,u,)«  =  2a,  r, 

im  Punkte  {x,,y,,zj  längs  r, 

X\  =  a,y(d^^n,)«  +  (dy^n,)'  +  (d,^n,)^  =  -2a,r, 

in  demselben  Punkte  längs  r, 

K  =  «»V  (d,^n.)>  +  (dy^u,)»  +  (A^n,y  =  2a.  r. 

=  V(X.  +  X.)«  +  (Y.  +  YJ«  +  (Z.  +  Z,r  =  t., 
im  Punkte  (x, ,  y, ,  z,)  längs  r, 

K  =  «.V(dx,uJ'+(dy^u.)*+(d,^uJ«  =  -  2a.r, 

=  -  V(X.  +  X.)'  +  (Y,  +  YJ»  +  (Z,  +  Z,)>   =  ~t,, 
in  demselben  Punkte  längs  r, 

C=  «.V(d^^ü,)«+(dy^u.)>  +  (d,^u,)«  =  2a.  r. 

=  V(X.+X.+X.)»  +  (Y,+Y.+Y,)»+(Z.+Z.+Z.)«  =  t., 

im  Punkte  (x,,  y.,  z.)  längs  r.^i 

ii'""''  =  «.-iV  (d,.u„^,)«  +  (dy.n._,)-  +  (d,^u_,)«  =  -2a._,p.., 

=  -V(X,+X,+...X,_,)'+(Y.+Y,+...Y.)'  +  (Z,+Z,+...^.)' 

=:-Kx:+Y:+z:=3«.t.. 

Die  Tension  t,_i  in  einem  der  Veii)indungspunkte  (x.,  y.»  z,) 

längs  der  verbindenden  Linie  r._i  wird  folglich  der  Resultante  aller 

Krade  P,,  P,,  ...  P._|  gleich  aber  entgegengesetzt  sein,   wenn 

diese  parallel  mit  ihren  respectiven  Richtungen  auf  den  Punkt  (x,, 

y. ,  z.)  wirkten ;  längs  der  verbindenden  Linie  r.  wird  die  Tension  t. 

der  Resultante  der  Kräfte  P^,  P, ,  ...  P.  gleich  seb,  wenn  diese 

parallel  mit  ihren  respectiven  Richtungen  auf  d^  Punkt  (x.,  y«*  z.) 

wirkten.    Die  Tensionen  t,  und  t,_i  im  Punkte  (x,,y,,  z.)  werden 

folglich  immer  die  Kraft  P.  zur  Resultante  haben,  oder  P.  vt^ird  mit 

—  t,  und  — 1,_,  im  Gleichgewichte  stehen. 

3* 


i 
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§.  28. 

Bezeichnet  man  durch  er,,  /¥.,  y^  die  Winkel,  wekhe  die  Linie 

r    mit  den  drei  Coordinataxen  bildet,  durch  er,,  /?,,  y^  die  Winkel, 

welche  die  Linie  r,  mit  den  drei  Coordinataxen  bildet,  so  wird 

X,— X,  =r,coßa,,    y,  —  y,  =  r,  cos/J,,    »,—»,  =  r^  cos  y,, 

X,  —  X,  =r,C08a,,    7,  —  7 ,  =  r,  cob /?, ,    *.  —  «,=  r,  cos  ^^^ 

^n-i-^n  =  r„_,coBa„_p    y«_x  — y.  =  r„^iCos/J„_.p 

»n-i  — »«^rn-i^^oö^n-i- 
Diese  Werthe,  in  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  sub- 
stituirt,  geben 

Xj  =  ^»iCXj  —  X,)  =  2a^r,  cosa^  =  t^  cosa^) 
X,  =  —  2a,  (x,  —  X,)  +  2a, (x,  —  x,)  =  —  t,  cos  a,  +  t,  cos  a„ 
X,  =  —  2a,  (x,  —  x.)  +  2a,  (x,  —  x  J  =  —  t,  cos  a,  +  t,  cos  a„ 

X„  =  —  2a„_i(x„_j,— X.)  =— t„_iC0ßa„_i, 

Y|  =^a,(y,— y,)  =  2a.r,cos/J,  =  t,  cos /?,, 

Y,  =  -2a,(y,  -  y,)  +  2a,  (y,  -y,)  =  - 1,  cos  ß^  +  t,  cos  /!?„ 

Ys  =  —  2a,  (y ,  -  y.)  +  2a,  (y,  -  y  J  =  - 1,  cos  ß^  +  t,  cos  /9„ 

Yn    =— 2ao~i(y»-i— Yd)  =  —  t„_iCOS/J„_i, 

^i  ==2a,(»,  — »,)  »  2a,r.co8;^,  =  t,  cos  ;^,, 

Z,  =— 2a,(».  —  »J+2a,(i,  —  »,)  =  _t,  cos  ;^,  +  t,  cos  ;^„ 

Z,  =  — 2a,(i,  —  *,)  +  2a,(»,  —  i J  =  — t,  cos  y,  +  t,  cos  y^, 

Z,  =— 2a„(»^__i  — z„)  =  —  t„_jiC08;'„_i. 

Femer  bestehen  noch  zwischen  den  Winkeln  a^,  ß^^  y,j  «,,  .... 

die  Gleichungen 

cos»  a, +cos' j9j  +  cos';',  =  I, 
cos'  a,  +  cos'  /J,  +  cos'  y^  =  1, 


i  •  •  •  • 


cos*  a,_i  +  cos'  ß,_i  +  cos'  y,_i  =  1. 

Man  findet  dann  wie  vorher 

t.  =  v[x!+y:+z:], 

t.  =  r[(X.  +  X.)'  +  (Y.  +  Y,)'  +  (Z.  +  Z.)'], 


cos  flf  j   = 
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t.  =  r[(X.  +X.  +X.)'  +  (Y.  +Y,  +¥.)'  +  (Z.  +Z.  +Z.)'], 

t._i  =  V[(X.+X,+..X._,)'  +  (Y.+Y.+...Y,_,)'  +  (Z.+Z.+...Z._,)'] 

^  v[x:+y:+z:]. 

und  hieraus  wieder 

cos  «=—!■=  ^^r    « ^ ö  =  f.    » 

.    _  Y, ITj Y, 

''°"^'  -  t,  -  vtx:  +  y:  +  z\]  -  t; 

_  z, z^ z, 

''"'' ^' ~  r  -  r[x! + y: + z:]  -  p;' 

A,  "T"  A^  ___  ^ 3L,  "T  X  j 

t,        ~r[(X.+X,)"+(Y.+Y,)*  +  (Z,+Z,)']' 

*^'  t,  V[(X.  +  X,)'  +  (Y.+Y,)*  +  (Z.+Z,)'] 

X,  =  —  (X,  +  X,  +  . . .  -f-  X„), 
Y,  =«(¥.  + ¥,  +  ...+¥.), 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Richtungen  der  Verbindungs- 
linien Tp  r,,  r,, . . .  r„_i,  so  wie  die  Kräfte  X^,  Y^,  Z,,  welche  den 
Widerstand  des  Anfangspunktes  des  Polygonenstücks  ausdrücken, 
bestimmt  9  wenn  die  übrigen  Kräfte  gegeben  sbd.  Sind  ferner  die 
Längen  der  Verbindungslinien  und  die  Coordinaten  x,»  y^»  z,  des 
ersten  Anfangspunktes  bekannt,  so  findet  man  die  Coordinaten  der 
übrigen  Punkte  durch  die  Gleichungen 

X,  =  X.— r.coß«,,    y,  =  y.— r,C08/J,,    »,  =  »,— r,  cos  ;^,, 
X,  =  X,— r,  coßa,  —  r,  co8a,,    y,  =  y,  —  r,  cob  jj,  — r,  cos/J,, 

»,  =  *»— r,  coß;^,— r,  cos;',, 

x„  =  X,  — r^  cos«,  —  Fj  coaa,  — — Fb^i  coßan_i, 

y«  —  y.— r.C08/»,—r,  cos /J, —  ....— r„_iCOB /?,_,, 

»D  =  »1  — TjCOb;^,  —  r,  cos;',  — —  r„_iC08;'„_i. 

Skid  beide  Endpunkte  befestigt,  und  folglich  ihre  Coordinaten 
(^1»  Yi»  ^i)»  (^■»  Yai  ^■)  gegeben,  so  müssen  die  an  den  beiden  End- 
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punkten  angebrachten  Kräfte  P.  und  P„  oder  deren  Componenten 
X^,  Yp  Z^,  X„,  Y„,  Z,,  welche  die  Widerstände  der  beiden  festen 
Endpunkte  ausdrücken,  den  unbekannten  Grössen  zugezählt  werden. 
Man  hat  nun  die  drei  bisher  unbekannte  Grössen  x.,  y.»  z^  weni- 
ger,  aber  statt  dessen  drei  neue  unbekannte  Grössen  X. ,  Y. ,  Z.. 
Man  hat  jetzt 

X,— X,  =  r,  cos«,  +r,  coß«,  +  ...  +  r^_j  cos  a„_p 
y.  —  yn^'-.COB/J,  +r,  C08/J,  +  ...  +r._iC08/J^_^, 

*i  —  «11  =  ^i  c<>8  ^i  +  r,  cos  ^'j  +  . . .  +  p^_j  COS  r^_^. 
Substituirt  man  hier  die  Werthe  von  cos  «i,  cos  cc^^ ...  cos  /Sn  . . . 
so  erhält  man,  um  X^  Y^,  Z.  zu  bestimmen,  die  Gleichungen 

r,X,  r,(X,+X,) 

r[x!  +Yl+  Z!]  ■*■  V[(X,  +  X,)'  +  (Y,  +  Y,)«  +  (Z,  +  zS] 

, '*B  — l(Xt  +  X,  +  .  .  .  A^__|)  

\^[(X,+  X,  +  ...X._i)*  +  (Y,+Y,  +  ...Y„_,)*  +  (Z,  +  Z.  +  ...Z._,)*] 
r.Y. ■    r.(Y. +Y.) ' 


V[X!  +  Y?  +  Zj]  ^  ^[(X.  +  X,)»  +  (Y.  +  Y,)'  +  (Z.  +  Z,)'] 

.   '•,-i(Y.  +  Y.  +  --Y,_^) 

V[(X,  +  X,+...X._,)'  +  (Y.+Y,  +  ...Y„_j)*  +  (Z,  +  Z,  +  ...Z._,)*] 

^Z■  , r.(Z. +Z.) 

Vtx:  +  Y:  +  Z?J  ^  V[(X.  +  X,)»  +  (Y,  +  Y.)»  +  (Z.  +  Z.)']  "^  •  •  • 

^  r._i(Z. +z,+  -.z._,) 


r[(X.+X.+...X„_,)'+(Y.+Y,  +  ...Y._,)'  +  (Z.  +  Z,+  ...Z._i)»] 

Um  X.,  Y,,  Z.zu  bestimmen,  bat  man  dann  die  Gleichungen 
X.  =  -(X.  +  X.  +  . . .  X„_,),    Y.  =  -(Y.  +  Y.  +  . . .  Y._,), 

Z.  =_(Z, +Z,  +  ...Z._,), 
und  die  Winkel  «.,  /?„  y,,  a,,  ...  werden  durch  die  Kräfte  X,, 
X,, .  • .  Y,,  Y,, . . ,  Z,,  Z,,  . . .  wie  vorher  bestimmt  werden. 

Ist  das  Polygon  geschiossen,  so  braucht  mao  in  diesen  Glei- 
chongen  nur  x,  —  x.  =  o,  y,  —  y,  =s=  o,  s.  —  z.  ==  o  zu  setzen, 
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um  danu  die  Kräfte  X,»  Y^  Z,  und  die  Winkel  a,,  ß^,  y^^  <^s9  • .  • 
Yn—i  bestimmen  zu  können.  Die  Componenten  der  im  Verbindungs- 
punkte der  Linien  r,  und  r.  wirkenden  Kraft  sind 

Xj  +X,  s=  — (X,  +  X,  +  •  •  •  X^_j), 
Y,+Y.  =  ~(Y,  + ¥.  +  ...¥_,), 
Z,  +Z,  =  -(Z.  +  Z. +  ...  Z„^,). 

§.29. 
Sind  die  Richtungen  aller  Kräfte,  ausser  der  auf  den  beiden 
Endpunkten  wirkenden,  parallel  und  wählt  man  das  Coordinaten- 
system  so,  dass  diese  Richtung  der  z  Äxe  parallel  wird,  so  ist 
X,  =  X,  ==  . . .  =  X^_j  =  Y,  =  Yjj  =  . . .  =  Y^_j  =  o. 

Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  §.  27  eingesetzt,  giebt  die  Be- 
dingungsgleichungen des  Gleichgewichts 


X,  —X,   _  X,  — X,   _             _   ^n  — 1        *o    ___   X, 

X 

y.— y«     y.  —  yi             y»-i    y.      v. 

X.     _     z. 

~Y. 

Xi— X,          2,— Z, 

X,— X,         z,  — z, 

X.     _  z.+z.  +  z.^ 

^M—^i,              z«— z* 

X.          z.+z,  +  ...  +  z„_, 

».-1— ^.           2.-1  — ^ 

X. +  X.«o,    Y.+Y.==o,    Z,  +  Z,  +  ...  +  Z„=o. 
Aus  den  ersten  dieser  Gleichungen  geht  hervor,  dass  alle  Punkte 
in  einer  verticalen  Ebene  liegen  müssen.    Nimmt  man  diese  Ebene 
als  diejenige  der  x  und  z  Axe  an,  so  wird 

y.  =  y,  =  . . .  =  y„  =  o,    Y,  =  Y„  «  o. 

Bezeichnet  man  ferner  durch  /,,  y,, /a_i  die  Winkel, 

welche  die  Linien  r^,  r,,  ...  r„_i  mit  der  z  Axe  bilden,  so  wird 
X,— X,  =r,  8in;^„  x,— x,  =  r,  sio  i^,,  x„_j— x,  =  r^_i8in/,_i, 
».  —  »,  =  '. cos;',,  »,  — »,  =  r3C08/,,  »„_i  — «n  =  r.-iC^^/.-i- 
Die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  werden  dann 


L 
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X.    ^    Z, 

siu  y^       cos  y, 

sin  y,         cos  y, 

X,     ^Z,  +  Z,  +  Z, 
sin  y,  cos  /, 

sin  /,_i  cos  /'.„.i 

X. +X.  =  o,    Z,+Z, +  ...  +  Z.  =  0, 
und  hieraus,  indem  man  bemerkt,  dass,  wenn  zwei  Brüche  gleich 
sbd,  jeder  einem  neuen  Bruche  gleich  ist,  dessen  Zähler  die  Diffe- 
renz der  Zähler  und  dessen  Nenner  die  Differenz  der  Nenner  ist, 

?i z^ Zj 

*        cotang  y^       cotaog  y,  —  cotaog  y^       c^otang  y,  —  cotang  y, 

Zb  — 1  Z, 


cotang  r„  _i  --  cotang  y„  _,  coUng  y^  _i 

Multiplicirt  man  in  diesen  Brüchen  die  Zähler  und  Nenner  respective 
mit  sin  y^ ,  sin  /, .  sin  /, ,  sin  /'^ .  sin  y, ,  ....  sin  r^^if  so  können 
diese  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  auch  auf  die  Form 
gebracht  werden 

X    =       Z,  sin;^,       __  ^    sin  y,  sin  y,  _  ^   sin  y^  sin  y,  _ 

""^--»sinCy      ^-y      ,)  ""     "   •    Z'  ^\  *^  "" 

Die  Tension  an  jedem  Ende  einer  Verbindungslinie  r.  wird  dem 
§.  27  zufolge  die  Resultante  einer  horizontalen  Kraft  =b  X,  und  der 
verticalen  Kräfte  Z^  Z,, . . .  Z.  sein,  wenn  diese  im  Endpunkte  der 
Linie  angebracht  werden.    Man  hat  alsdann 

sin  r. 
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Die  horizontale  Componente  der  Tension  wird  folglich  überall 
dieselbe  gleich  db  X^  =  =)=  X.  sein. 

Ist  das  eine  Ende  des  Polygons  befestigt,  d.  h.  sind  x^  und  z^  be- 
kannte Grössen,  sind  femer  die  Länge  der  Verbindungslinien  r ,,  r,, . . .  r^, 
so  wie  die  Kräfte  Z,^  Z^,  • .  •  Z.,  X.  bekannt,  so  werden  die  Win* 
kel  r^^  y^f  •"  ^a-i»  ^^  ^'^  ^®  Kräfte  X^  und  Z^,  welche  den 
Widerstand  des  festen  Punktes  ausdrücken,  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen bestimmt 

X,  «-X„,    Z.  =:-(Z,  +  Z,  +  ...Z„), 

cotangy.^j  =  x;^ 
cotang;^^_j  =  ^ 9 


^.  Z.  +  Za^i+     »Z.  Z.         Z, 

und  die  Lage  der  Verbindungspunkte  durch  die  Gleichungen 

X,  =:x,— r,  sini',,  »,  =  i,— r,  cosy,, 

X,  =  x,— r.  Bin^,  —  X,  Bin;^,,     i,  =  »^  _r,  cos^,  —  r,  cos;^,, 

a.  B.  w. 

Sind  beide  Endpunkte  des  Polygons  befestigt,  folg^ch  x,,  z,, 

X.,  Za  bekannte  Grössen,  dagegen  X,  und  Z,,  X.  und  Z,,  welche 

den  ^derstand  der  beiden  {ßsten  Punkte  ausdrücken,  unbekannte 

Grössen,  so  findet  man  diese  durch  die  folgenden  vier  Gleichungen 

X.+X.  =  o,    Z. +Z,  +  Z.  +  ...+Z.  =  o, 

Vlx!  +  z\]  ■*"  Y[x\  +V,  +  z.)«]  ■•"  Y[x\  +  (z.*  +  z,  +  z.)*]  +  '• 

r.Z.  r.(Z. +  Z.)  r.(Z,  +  Z.  +  Z.) 

v[x: + zn  ^  v[x: + (z. + z.)*]  "^  v[x: + (z.+z. + z.)'j  ■^••• 

^  rtx:+(z.+z.+...z._,)*]    •'    •"■ 
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Aisdana  werdai  die  Winkel  r, ,  y, »  ...  /,_,  und  die  Coor- 
dinaten  der  Verbindungspunkte  wie  vorher  gefunden. 

§.  30. 

Wenn  das  g^ebene  System  Ton  Punkten  eine  Schnur  yon  yoU- 
kommener  Biegsamkeit»  von  gleichförmigem  Gewicht  und  von  unver- 
änderlicher Länge  ist,  so  wird  die  Linie,  welche  die  Schnur  im  Zu- 
stande des  Gleichgewichts  bildet,  wenn  sie  an  ihren  beiden  Endpunkten 
befestigt  wird,  eine  Kettenlinie  genannt  Um  die  Gleichung  dieser 
Linie  zu  finden,  braucht  man  nur  in  den  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines  von 
parallelen  Kräften  angegriffenen  Polygons  die  Seiten  unendlich  klein 
und  die  Kräfte  dieser  Seiten  proportional  anzunehmen. 

Bezeichnet  man  folglich  (Fig.  8)  durch  s  die  Länge  eines  Bo- 
gens  der  Kettenlinie,  durch  k  das  Gewicht  einer  Längeneinheit,  durch 
&  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  (x,  z)  mit  der  z- 
Axe  bildet,  so  ist 

r,  =  d8,    Z.  =  kd8,    /,  =  0,   r.-i=0  — dö. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mitgetheilten  Bedingungsgleichun- 
gen des  Gleichgewichts 

Z.  sin  y      .  siif  y 

3CS      »— ~-     =    j\ 

werden  dann 

^i -^»    =* d& ' 

woraus 

"^^  ==  ~TsTH^^' 

A  '     r^A  X,      d® 

dx  =s  sm  0d8  = r-'-r—^t 

k    sio  ® 

j-  -      .r^J  X,    COS0d0 

dl  =  cos  ©da  = ~ ^rrr-  • 

k       sin'  & 

Nimmt  man  den  untersten  Punkt  der  Kettenlinie  A  als  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  an,  so  ist  hier  @  ==  -^  •    Integrirt  man  dann  ^ 
die  vorhergehenden  Gleichungen  in  Bezug  auf  &  von  o-  bis  @,  so 
erhält  man 
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6  =  ^  cotang  0,   X  =  |i  log  cotang  \@,    •  =  ^  (üJ©-  *)• 
Hieraus  6ndet  man  dann  wieder 


"•"^^'fn^'    ^"^^         X.  +  kz        * 

,-       1  +  CO8  0       X.  +  kz  +V2kX.2  +  k'z» 
cotang  J©  =      sin©     =  -" X^ 

J. X. 

X,+kz— V2kX,i  +  k»z» 

folglich  

V2kX,z  +  k»z» 
•= ^ , 


X  =  ^ log  nat  (X.+kz+V2kX.z+j^>| 

=,  _  i log  „at  (^X.  +  kz-V^ZkX.z  +  k^Y 

Hieraus  erhalt  man  dann,  wenn  wie  gewöhnlich  e  die  Grundzahl 
des  natürlichen  Logarithm^systems  bezeichnet» 

X.e^»  =  X. +ki  + V2kX,«  +  k*.% 

kx 

X.e    *'  =  X. +ks— V2kX.i  +  k>i% 

ks  =  V2kX,i  +  k*»% 
und  hieraus 

unter  welcher  Form  gewöhnlich  die  Gleichung  der  Kettenlinie  dar- 
gestellt wird. 

Es  seien  jetzt  r  und ),  r^  und  ),  die  Coordinaten  der  beiden  Auf- 
hangepunkte,  wo  x^  negativ  genommen  werden  muss,  wenn  der  tiefste 
Punkt  der  Kettenlinie  zwischen  beiden  Aufhangepunkten  sich  befiq-^ 
det  Es  sei  ferner  L  die  ganze  Lange  des  Fadens,  AM,  =s^  AM. 
=  L  —  Xj  so  hat  man  zwischen  den  unbekannten  Grössen  r,  )?  <,> 
).,  Jl,  X.  folgende  6  Gleichungen 


I 

i 
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l 


.  -  —  T  +  'T\«     +  "        /' 


i=i^ 


i  — r,  =  a, 

i  — J.  =  •>, 
wo  a  und  b  die  horizontale  und  verticale  Projection  des  Abstandes 
beider  Aufliängepunkte  sind.    Eliminirf  man  },  X,  t^  und  j,,  so  er- 
hält man  zwischen  X,  und  x  die  zwei  Gleichungen 

b  =  *^(^e*'  +  e    ^'-e  ^'    -e      *'     ), 
/  Jkr        __b         >(r-»)         _fcO;-«)\ 

und  hieraus  wieder 

(jr         ii(t-«)\ 

Um  aus  dieser  Gleichung  durch  Annäherung  X,  bequem  fiu> 
den  zu  können,  setze  man 

kVf.»lb«°     ^^'    X,  = 2 tang,», 
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so  wird  die  obige  Gleichnng 

,/ r-  /   ;>  t«ng  fi.        —  ,>  lang  /t\ 


oder 


cotang  /t        —  cotang  /u. 


e  —  e  s=  2  cotang  /t*. 

Es  ist  aber 

cotang  fi. 


(■        *    ■■    cotang a        — ,     *      ■:  cotang ij. \     /     ^   * 


1»» 


— ,.  cotang 

—  e 


Daher 


')=-. 


* 


cotang  fi cotang  /l 


e  +  e  »  2Vl  + cotang V  =  ^g^, 

WO  das  positive  Wurzelzeichen  gewählt  werden  muss,  weil  der  Ans- 
druck  links  nur  positive  Werthe  haben  kann.  Werden  diese  beiden 
Gleichungen  addirt,  so  erhält  man 


cotang  /a 


fl'— b*  1  1 4- COS  i» 

e  =  cotang gA  +  -: —  s      \ ^^^  ^  =  cotang  ai*, 

folglich 

y  ^^      cotang  fjk  «  log  nat  cotang  ^fi 

oder 

a 


tang  |i*  log  nat  cotang  ^/i*  =         °        i 


a 
wo 


^     _ .  ^  immer  kleiner  als  1  ist    Aus  dieser  Gleichung  wird 
dann  f*  durch  Hülfe  der  folgenden  Tafel  gefunden: 
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tang/iiX 
log  nat  cotang  ift 


0« 
1* 
2*» 
3« 
4*» 
5*» 

6« 

70 

9» 
10*» 

11*» 
12*» 
13*» 

15*» 

16* 
17*» 
18*» 
19*» 
20*» 

21*» 
22*» 
23*» 
24*» 
25*» 

26*» 
27*» 
28*» 
29*» 
30*» 


0,000 
0,082 
0,141 
0,190 
0,234 
0,273 

0,309 
0,343 
0,373 
0,402 
0,424 

0,454 
0,478 
0,501 
0,522 
0,543 

0,562 
0,581 
0,598 
0,615 
0,631 


0000 
7605 
3637 
8971 
5816 
9534 

9209 
0870 
8817 
6276 
5760 

9278 
8481 
4738 
9216 
2910 

6683 
1289 
7393 
5587 
6396 


0,647  0293 
0,661  7701 
0,675  9013 
0,689  4576 
b,702  4710 

0,714  9713 
0,726  9850 
0,738  5717 
0,749  6504 
0,760  3460 


f* 


lang  fi  X 
log  nat  cotang  if* 


31*» 
32*» 
33*» 
34*» 
35*» 

36*» 
37*» 
38*» 
39*» 
40*» 

41*» 
42*» 
43*» 
44*» 
45*» 

46*» 

470 

48*» 
49*» 
50*» 

51*» 
52*» 
53*» 
54*» 
55*» 

56*» 
57*» 
58*» 
59*» 
60*» 


0,770 
0,780 
0,790 
0,799 

0,808 

0,816 
0,825 
0,832 
0,840 
0,848 


0,855 
0,862 
0,868 
0,875 
0,881 


0,887 
0,893 
0,898 
0,904 
0,909 


6440 
5621 
1180 
3269 
1834 

7626 
0162 
9766 
6560 
0640 

2110 
1070 
7606 
1800 
3736 

3486 
1120 
6714 
0318 
2008 


0,914  1824 
0,918  9828 
0,923  6072 
0,928  0606 
0,932  3472 

0,936  4720 
0,940  4379 
0,944  2500 
0,947  9120 
0,951  4259 


A* 


lang  fi  X 
log  nat  colang  if» 


61*» 
62*» 
63*» 
64*» 
65*» 

66*» 
67*» 
68*» 
69*» 
70"» 

71*» 
^72*» 
73* 
74*» 
75*» 

76*» 

77*» 
78*» 
79*» 
80*» 

81*» 
82*» 
83*» 
84*» 
85*» 

86*» 
87*» 
88*» 
89*» 
90*» 


0,954 
0,958 
0,961 
0,964 
0,966 

0,969 
0,972 
0,974 
0,976 
0,979 

0,981 
0,983 
0,985 
0,986 
0,988 

0,989 
0,991 
0,992 
0,993 
0,994 

0,995 
0,996 
0,997 
0,998 
0,998 


7970 
0277 
1207 
0789 
9054 

6020 
1722 
6174 
9402 
1419 

2250 
1919 
0420 
7800 
4044 

9190 
3230 

6192 
8070 

8897 

8632 
7367 
5047 
1689 
7277 


0,999  1860 
0,999  5426 
0,999  7957 
0,999  9552 
1,000  0000 


Wenn  aus  dieser  Tafel  f*  durch  Interpolation  mit  hinlänglicher 
Genauigkeit  gefunden  ist,  so  findet  man 

X,  =  ik  tang  haV L«  —  b% 
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wodurch  die  Lage  des  tiefsten  Punktes  der  Kettenlinie  bestimmt  ist. 

Bezeichnet  man  die  Spannung  im  Punkte  (x,  z)  durch  t,  so  ist, 

weil  die  horizontale  Gomp<mente  dieser  Spannung  überall  gleich  X^  ist, 

t  sin®  =  Xj, 
folglich 

*  =  ilF^  =  X.yi  +  cotaDg«©, 
und  weil 

X 

8  =3  -|-i  cotang@. 


t  =3  yx]+ku\ 

Die  verticale  G)mponente  der  Spannung  ist  alsdann,  was  auch  aus 
dem  §.  29  hervorgeht,  gleich  ks,  d.  h.  gleich  dem  Gewicht  der  Schnur 
vom  Punkte  (x,  z)  bis  zum  niedrigsten  Punkte.    Es  ist  femer 

daher 

ki  +  X.  =  ir 

und 

t«ki  +  X,, 

wodurch  die  Spannung  in  jedem  Punkte  am  einfachsten  ausgedrückt  ist 
Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Kettenlinie  im 
Punkte  (x,  z)  durch  B,  so  ist,  wie  bekannt 

-[l  +  (d.x)«]*  (d.s/ 

K   =   -5- = -5 — . 

d.x  d.x 

Es  ist  aber  bei  der  Kettenlinie 


daher 


B  =  ^cotang0==5jij, 


-1  ^. 
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und  durch  Differentiation 

d,s .  d^x  +  Bd,x  =  o, 

oder,  wenn  der  Werth  von  s  substituirt  wird, 

d.s.(d,x)»  +  ^.d:x  =  o. 
Es  ist  aber 

d^  X  =  d,  B  .  sin  @, 

daher 

td^x  SS  d^s.t.sin®  s  X^d^s, 
d.x  =  Yd.8. 

Dieser  Werth  von  d,x  substituirt,  giebt 

^(d,s)*  +  ^d^x  =  o, 
oder 

(d.s)'  ^  ^ 

und  folglich  der  Krümmungshalbmesser  der  Kettenlinie 

kX,        ksin»0" 


TT 


Im  tiefsten  Punkte  der  Kettenlinie  ist  0  =  -^>  daher 

k 
Die  horizontale  Spannung  der  Kettenlinie  ist  nun  das  Gewicht  eines 
Theils  der  Kette,  deren  Länge  gleich  dem  Krümmungshalbmesser 
des  tiefsten  Punktes  ist. 

Wir  haben  vorher  gefunden 


(e^'+e    ^'). 


k     ^*  k 


Entwickelt  man  hier  die  Exponentialgrössen  in  Reihen,  so  er- 
halt man 


-       X.    I   X,/.   ,  k»x»         k^x^  \ 


=  gl  ^k«x» 


/^k«x»    ,      k*x*  \ 

Ux:  "^  2.3.4.x:  "*"'T 
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Für  sehr  kleine  Werthe  von  z,  d.  h.  in  der  Nähe  des  Scheitels, 
wird  alsdann 

oder  in  der  Nähe  des  Scheitels  nähert  sich  die  Kettenlinie  einer  Pa- 
rabel, deren  halber  Parameter  gleich  -^  ist. 

§.31. 

Wir  werden  jetzt  die  Theorie  des  Gleichgewichts  einer  Kette 
untersuchen,  wenn  sie  durch  dicht  an  einander  gereihete  Hängestan- 
gen mit  einer  horizontalen  Brücke  verbunden  ist  Eine  solche  Brücke 
wird  eine  Kettenbrücke  genannt  Gewöhnlich  kann  man  das 
Gewicht  der  Kette  und  der  Hängestangen  ganz  ausser  Acht  lassen 
und  hat  nur  das  Gewicht  der  Brücke  in  Betracht  zu  ziehen. 

Bezeichnet  man  durch  k  das  Gewicht  einer  Längeneinheit  der 
Brücke,  so  wird  im  §•  29 

r,=:dB,    Z.  =  kdx,    y.  =  0,    r,^i=^&  —  ^0i 
folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichgewichtsgleichung 
des  §.  29 

Ä,      SS     — T ;- —    SS     *•— Ä 


substituirt. 


und  hieraus 


j^ ^    _  k_sfn*  0 .  dx 


j  ,         .       ^  X,    d0.colaog0 

dz  =  dx.cotans0  =  —^.—^^^ — 

Nimmt  man  den  untersten  Punkt  A  (Fig.  9)  der  Kette,  wo 
0==:  2,  als  Anfangspunkt  des  Coordinatensjstems  an,  und  mtegrirt 

£ese  Gleichungen  in  Bezug  auf  0  von  ^  bis  0,  so  wird 

X  X 

X  =  -^•cotang0,     s  =  2kCotang'0, 

und  wenn  0  eliminirt  wird. 


\ 
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was  die  Gleichung  einer  Parabel  ist.    Die  Kette  einer  Kettenbrücke 
wird  folglich,  wenn  das  Gewicht  der  Ketten  und  Hängestangen 

vernachlässigt  wird,  eine  Parabel  werden,  deren  halber  Parameter 

X 

gleich  -^  wird. 

Es  seien  jc,  j,  —  r,,  Ji  die  Goordinaten  der  beiden  Aufliänge- 
punkte,  wo  —  r  immer  negativ  genommen  wird,  so  sind  ]»  }.  und 
1 4*  ^1  &ls  bekannte  Grössen  anzunehmen,  und  man  hat  dann,  um 
die  unbekannten  Grössen  t,  r,,  X,  zu  bestimmen,  die  di*ei  Gleicbuiigeo 

I         2X, 

x  +  r,  =  L, 
wo  L  die  Länge  der  Brücke  unter  den  beiden  AufhSngepunkten 
bezeichnet.    Hieraus  findet  man 


»i  "    5, 


LVi      ,  ^    lvt; 


Vi  +  Yü      '      VT+Vi: 


X'     a=     

(VI 


2(vT+vrr 

+  YTy    '         L       1-       J 

durch  welche  Gleichungen  die  Längen  der  Hängestangen,  die  Lage 
des  tiefsten  Punktes  der  Rette  und  die  horizontale  Componente  der 
Spannung  der  Kette  bestimmt  sind. 

Die  Spannung  im  Punkte  (x,  z)  wird  durch  die  Gleichung 

t  =  -~^  =  X,  V 1  +  colang»  &  =   Vx:+k»x* 

bestimmt.  Die  verticale  Componente  der  Spannung  wird  nun,  wie 
auch  voraus  bekannt  war,  dem  Gewicht  der  zwischen  dem  Punkte 
(x,  z)  und  dem  tiefsten  Punkte  der  Kette  hangende  Theil  der  Brücke 
gleich  sein. 
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§.  32. 

Wir  werdea  jetzt  zu  den  allgememen  Formeln  der  §§.  27  und 
28,  welche  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  von  beliebi- 
gen Kräften  angegriffenen  Seilpolygons  bezeichnen,  zurückkehren  und 
diese  auf  den  Fall  anwenden,  dass  alle  Kräfte  P, ,  P, ,  ...  P^^^^ 
die  entsprechenden  Poiygonwinkel  halbiren. 

Weil  in  jedem  Punkte  (x^,  y,,  z,)  die  Kraft  P^  die  Resultante 
der  beiden  Spannungen  t^_^  und  t^  ist,  so  wird,  wenn  die  Kraft 
P^  mit  beiden  gleiche  Winkel  bildet 

Die  Spannung  wird  nun  überall  im  Polygon  gleich  sein,  und  gleich 
der  auf  den  beiden  Endpunkten  wirkenden  gleich  grossen  Kräfte 
P.  und  P  . 

Bezeichnet  man  durch  u^  den  Polygonwinkel  im  Punkte  (x, ,  y  , 
zj,  so  wird  ferner,  weil  P^  die  Resultante  von  t^  und  t^_j  ist, 

P. :  sin  u  =  t  •  sin  4u. 
daher 

l. .  sin  u 

P.  =    '.    ,       =  2t  cos  iu. 
■  sin  i  u  • 

Sind  die  Seiten  r^  und  r^_j  einander  gleich,  und  bezeichnet 
man  durch  R,  den  Halbmesser  des  Kreises,  welcher  durch  den  Punkt 
(x^,  y^,  z^)  und  die  auf  jeder  Seite  nächsten  Punkte  des  Polygons 
sich  beschreiben  lässt,  so  ist 

r^  =  2R^  coB  In, 
folglich 

»  "~      R      ■"     R,  ' 

§.  33. 
Sind  die  Verbindungspunkte  des  in  den  §§.  27,  28  und  29  be- 
handelten Polygons  noch  dazu  genöthigt,  sich  auf  einer  gegebenen 
Fläche,  deren  Gleichung  U  =  o  ist,  zu  befinden,  so  hat  man  folg- 
lich noch  die  Verbindungsgleichung  U  =  o.  In  den  vorigen  Glei- 
chungen des  Gleichgewichts  wird  man  nun  zu  den  Werthen  von 

4* 


i 
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X^,  Y^,  Z^  noch  respective  die  Grössen  a^d^  ü,  a^d^  ü,  a^d^  ü 

hinzufügen 9  oder,  was  dasselbe  ist,  statt  X^,  Y^,  Z^  respective  X^ 
—  a^dj.  ü,  Y^  —  a,d  U,  Z^  —  a„d^  U  setzen  müssen.    Ausser  den 

Spannungen  in  den  Seiten  des  Polygons,  welche  dieselben  Werthe  wie 
vorher  erhalten,  wird  noch  in  jedem  Punkte  x^,  y^,  z^  ein  auf  der 
Fläche  U=±o  normaler  Druck  stattGnden.  Bezeichnet  man  diesen 
Druck  durch  N^,  so  ist 

N.  =  «of  [(^x  ü)'  +  (dy  U)"  +  (d,  U)'J. 

Wenn  man  durch  A,,  fi^j  v,  die  Winkel  bezeichnet,  welche  die  Nor- 
male mit  den  Goofdinataxen  bildet,  folglich 


cos  A.  = 


•    V'I(dxü/+(<»yü/+(d,U)'j' 


y. 


•  *  ■  8 


d.U 


cos  V       3=8  ^ r • —TT» 

•    KKd,  U)'  +  (dy  U)"  +  (d,  U)*J 

so  wird 

a^d^  U  «  N^  cos  X^,  a^dy  ü  =  N^  cob  ^^,  a^^d^  ü  =  N^  cos  v^. 

Li  die  Gleichungen  der  §§.  27,  28,  29  muss  man  nun  statt  X^,  Y^,  Z^ 
die  Grössen  X^  —  N^  cos  i,,  Y^  —  N^  cos  f*^ ,  Z^  —  N^  cos  i;  setzen. 

Dasselbe  gilt  von  8en  Gleichungen  einer  schweren  Schnur,  weldie 
in  den  §§.  30,  31,  32  entwickelt  worden  sind,  vvenn  diese  Schnur 
auf  der  Oberfläche  D  =  o  zu  bleiben  genöthigt  ist. 

Werden  diese  Substitutionen  ausgeführt,  so  erhält  man  aus  den 
Gleichungen  des  §.  28  die  folgenden 

Xj— N^COBJl^=  t,  COSttj, 

X^  Nj  COB  A,    =   t,  COB  «j  +  t,  COB  a, , 

X,  N,  COB  i,    =   t,  COB  «j  +  tj  COB  a, , 
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X,  — N,  cosAj,  =  —  *„-iC08a,_j, 

Y,  N,  COBf^,    =  t^C08/?j, 

Y,  —  N,  cos  fi^   =  —  t,  cos  ß^  +  t,  cos  ß^ , 
Y,  —  N,  cos  fi^  =  ~t^  cos  /S,  +  t,  cos  ß^ , 

Y„— N„C08/lA^  ==  —  t„_iC0S/?^_j, 

Z,— NjCosf/,  =   t^cos;',, 

Z,  —  N,  cos  V,  =s  —  t,  cos  y^  +  t,  cos  y^ , 

Z,  — N,  cosj;,  =  —  t,  cos  ;',  +  t,  cos  ;^3  , 

Z,  —  N„  cos  «„  =  — 1„  _i  cos  /'^j. 

Hieraus  erhält  man  wieder 
t^cos  a,  =  (X,  +  X,  +  . . .  +  XJ 

—  (Nj  cos  ij  +  N,  cos  Ä,,  +  . . .  +  N^  cos  AJ, 
t.cosiJ,  =  (Y,  +  Y.  +  ...+Y,) 

—  (N.  cos  /[^^  +  N,  cos^,  +  . . .  +  N^  cos|iaJ, 
l.cos;^,  =  (Z|  +Z, +  ...  +ZJ 

—  (N,  cos  V,  +  N,  cos  V,  +  . . .  +  N^  cos  p^). 

§.34. 

Um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  einer  auf  einer  gege- 
benen Fläche  ruhenden  Kettenlinie  zu  finden,  muss  man  in  diesen 
Gleichungen,  wenn  man  durch  k  das  Gewicht  einer  Längeneinheit 
der  Linie  bezeichnet,  setzen 

X^  =  o,    Y^  =  o,    Z^  =  kds, 

cos  a^  =s  d^x,     cos  ß^  ==  d^y,     cos  y^  =  d^i, 

N    =  Nds, 

wo  N  der  auf  eine  Längeneinheit  der  Linie  stattfindende  Druck  ist, 
wenn  dieser  ilberall  dem  im  Punkte  (x,  y,  z)  stattfindenden  gleich 
wäre.   Die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  geben  dann 

td^x  =  X,  —/Neos  Ads^ 

td^y  =  Y^  — /Ncosftds, 

td^s  =s  Z,  H-kJds— /Neos  vds, 


i 
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X.  =  t.dg  X., 
Y,  -  t.d,  y., 

Z.  =  t.ds,«., 
X,  +  X^  — /N  cos  jlds  =  o, 
Y.  +  Y^— /Ncoß/itdß  =  o, 
Z,  +  Z^  — /Ncob  j/ds  =  o. 

Aas  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man 
in  Bezug  auf  s  differentiirt, 

d^t .  d^x  +  td*x  =      —  N  cos  A, 

d^t .  d^y  +  td'  y  =      —  N  cob  ^, 

d  t.d  »  +  td'»  =  k  — Ncob  y. 

9  9  o 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  A^x,  d^y,  d^z, 
addirt  sie  dann  und  bemerkt,  dass,  weil 

(d.x)»  +  (d.y)»+(d.«)«  =  1, 
d^x  .  d^'x  +  d,y  .  d.'y  +  «1.»  •  dS  =  o, 

80  erhält  man 

d^t  =  kd^»  —  N(coB  Jld^x  +  coßji*d^y  +  COB  vd^»). 

Es  ist  aber,  weil  A,  ft,  r  die  Richtung  der  Normale  angeben, 

COB  Jld^x  +  COB  fid^y  +  cob  vd^%  =  o, 

daher 

d^t  =  k,d». 
Wählt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einem  Punkte 
der  Kettenlinie,  wo  diese  Tangente  horizontal  ist,  und  bezeichnet  die 
Tension  in  diesem  Punkte  durch  t^,  so  erhält  man  durch  Integration 

t  =  k»+t,. 

§.  35. 

Ist  die  Schnur  ohne  Schwere  und  über  eine  khimme  Fläche 

gespamit,  und  diese  so  geformt,  dass  die  Schnur  überall  der  Fläche 

folgen  kann,  so  wird  in  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen 

k=:o.   Man  erhält  alsdann 

t  =  t,, 

d.  h.  die  Spannung  ist  überall  constant.    Femer  erhält  man,  weil 
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(d.»)'+(d.y)»  +  (d,i)'=  I, 

t  =  vx:+y:+z:, 

und,  weil  d^  t  =  o» 

IdJ  X  +  N  cos  Jl  =s  o, 

td^  1  +  N  coB  >/  5=s  o. 
Hieraus  erhält  imn  dann  wieder 

cos  iL         COS/A         cosy^ 

d  h.  der  KrünunuiigshalbinesM*  der  Kurve  Tallt  mit  der  Normale 
der  Fläche  zusammeD.  Man  erhält  ferner,  weil  cos'  i  +  cos'  m 
+  cos'  V  «Ä  1, 

t'[(d;x)'  +  (d:y)"  +  (d>)']«N'. 
Bezeichnet  man  durch  R  den  Krümmungshalbmesser  der  Korve,  so  ist 

R,  ^  1 

(d:x)'+(d:y)*+(d:z)'' 

daher 

oder  der  normale  Druck  ist  der  Krümmung  ^  proportional,  welches 
mit  dem  §.  32  übereinstimmt. 


Cap,  V. 
ftadaetion  dar  Killte. 

§.  36. 
Wenn  mehrere  Kräfte  auf  verschiedene  Punkte  eines  Systems 
wirken  und  nicht  im  Gleichgewicht  sind,  kann  man,  um  sie  in  je- 
dem Augenblick  zu  den  wenigst  möglichen  Kräften  zu  reduciren, 
das  System  in  diesem  Augenblick  als  fest  betrachten. 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  festen  Körpers  wa- 
ren nach  §.  23 

5X  =  o,   -:?¥=»  o,   2Z  =  o, 

:?(¥»- Zy)«o,   -5(Zx-X.)-o,    -S(Xy  -  Yx) -p  o. 
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Nehmen  wir  jetzt  an,  diese  Gleichungen  finden  nicht  statt,  folg- 
lich auch  nicht  das  Gleichgewicht,  so  kann  dieses  augenscheinlich 
immer  hergestellt  werden,  wenn  man  drei  neue  Kräfte  von  unbe- 
stimmter Grösse  und  Richtung  hinzufiigt.  Man  hat  alsdann  6  Glei- 
chungen und  12  willkiiriiche  Grössen,  nämlich  die  sechs  Compo- 
nenten  der  beiden  Kräfte  und  die  sechs  G)ordinaten  ihrer  Angriffs- 
punkte, wovon  sechs  immer  so  bestinunt  werden  können,  dass  sie  dm 
sechs  obigen  Gleichungen  genügen.  Es  wird  alsdann  Gleichgewicht 
stattfinden,  und  die  gegebenen  Kräfte  können  nun  zu  zwei  jenen 
Kräften  gleiche,  aber  entgegengesetzten  Kräften  reducirt  werden. 
Von  den  sechs  Goordinaten  der  Angrifispunkte  beider  Kräfte  mnss 
bei  jedem  Punkte  die  eine  unbestimmt  verbleiben,  weil  der  Angriffi* 
punkt  einer  Kraft  willkürlich  in  der  Richtung  der  Kraft  gewählt 
werden  kann. 

Unter  gewissen  Umständen  kann  auch  eine  neue  Kraft  zurei- 
chen, um  Gleichgewicht  hervorzubringen,  und  alle  die  gegebenen 
Kräfte  haben  dann  eine  dieser  Kraft  gleiche,  aber  entgegengesetzte 
Resultantkraft. 

Wir  werden  diesen  letzten  Fall  zuerst  untersuchen.  Es  sei  die 
Resultante  aller  Kräfte  R,  ihre  Componenten  JT,  F,  Z  und  die  Goor- 
dinaten eines  Punktes  in  ihrer  Richtung,  welcher  als  der  Angriffs- 
punkt angesehen  werden  kann,  x^  y,  «,  so  wird  eine  in  diesem  Punkte 
wirkende  Kraft  —  R ,  deren  Componenten  —  X,  —  F,  —  Z  sind, 
die  gegebenen  Kräfte  in  Gleichgewicht  halten,  und  man  hat  alsdann 
die  Gleichungen 

SX~X  ==  o, 

ryr  -  F  =  o, 

-S'Z  —  Z   :=    O, 

2(Y%  -  Zy)  ^  ir%—Zyy  =  o, 
S(Zx  —  X«)  —  iZx  —  Xz)  =»=  o, 
^(Xy  -  Yx)  -  (Xy  -  Yx)  =  o. 
Eliminirt  man  zwischen  den  drei  letzten  Gleichungen  die  Coor* 
dinaten  x^  y,  2,  so  erhält  man 
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XS(Y%  —  Zy )  +  r2(Zx  —  Xi)  +  ZS(Xj  —  Yx)  «  o, 
oder,  wenn  man  die  Werthe  von  X^  F,  Z  aus  den  drei  ersten  Glei- 
chnngen  substituirt, 

2X.2(Y%---Zj)  +  SY,S(Zx^Km)  +  SZ.S(Xj^Yx)  =  o. 

Dieses  ist  dann  die  Bedlngungsgleichung,  welche  zwischen  den 

gegebenen  Grossen  stattfinden  muss,  wenn  die  Kräfte  Gleichgewicht 

haben  soOen.    Die  Grösse  und  Neigung  dieser  Resultante  ist  dann 

durch  die  Gleichung 

X  =  2X,   F  =  -^,  z  =  :?z 

bestimmt;  um  ihre  Richtung  zu  finden ,  kann  man  die  Lage  der 

Punkte  suchen,  in  welchen  sie  die  drei  Coordinatenebenen  schneidet. 

Im  Durchschnittspunkte  mit  der  xy  Ebene  ist  js  =  o,  und  daher 

^  ^(Zx-^Xz) :^(Y2-Zy) 

2Z  ^ SZ 

im  Durchschnittspunkte  mit  der  xz  Ebene  ist  y  ==  o,  und 

^  _        ^(Xy-^Yx)      ^        2{Yz  ~  Zy) 
a?  « 2y '     *  =  SY ' 

im  Durchsdinittspunkte  mit  der  yz  Ebene  ist  x  =  o^  und 

In  der  Richtung  dieser  Linie  kann  alsdann  der  Angriiftpunkt  der 
Resultante  R  beliebig  gewählt  werden. 

Im  Allgemeinen  haben  die  Kräfte  eine  Resultante,  wenn  die 
eben  entwickelte  Bedingungsgleichung 

SX . S(Y% -^Zj)  +  2Y . 2(Zx^X%)  +  SZ . S(Xj  —  Yx)  «  o 
stattfindet,  und  wir  haben  gezeigt,  wie  man  alsdann  die  Grösse  und 
Richtung  dieser  Resultante  finden  kann.  Diese  Regel  hat  indessen 
eine  Ausnahme,  wenn  nämSeh  SX  =  o,  SY  =  o,  2Z^=:  o.  Alsdann 
wird  der  obigen  Bedingungsgleichung  Genüge  geleistet»  die  Kräfte  ha- 
ben aber  doch  keine  Resultante.  Es  würde  nämlich  alsdann  im  Durch- 
schnittspunkte dieser  Resultante  mit  der  xy  Ebene,  weil  ^Z  =  o, 
X  =z  oOf  y  =  <x>  werden,  d.  h.  die  Resultante  würde  parallel  mit 
der  xy  Eb^ne  sein.  Ebenso  würde  sie  auch,  weil  ^Y  =  o,  ^Z  =  o. 
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parallel  mit  d^  xz  Ebene  und  yz  Ebene  sein,  was  voraussetzt,  dass 
sie  unendlich  weit  von  allen  Ebenen  entfernt  ist»  d.h.  gar  nicht  existirt 
Die  Bedingungsgleichungy  dass  die  Kräfte  eine  Resultante  haben« 
SX .  SiYz  -  Zy)  +  .SY(JZx  —  Xi)  +  Sl(SXj  —  Yx)  «=  o, 
wird  immer  erluUt,  wenn  die  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen.  Denn 
es  sei  diese  die  xy  Ebene»  so  werden  alle  Z  und  z  gleich  Null,  und 
daher  die  obige  Gleichung  identisch  Null.  Kräfte  in  einer  Ebene  ha- 
ben folglich  immer  eine  Resultante ,  wenn  nicht  zu^eich  SX  3=  0, 

:SY=:0,   2Z  =  0. 

§.37. 

Wenn  die  Kräfte  parallel  sind  und  a^  ß^  r  die  Winkel  bezeich- 
nen, welche  sie  mit  den  Axen  bilden,  so  wird 

X  =  P  cos  a,         Y  =  P  coß  ^,  Z  =.  P  cos  y, 

2X  =  cos  aSP,    2Y  =  cos  ß2P,    SZ  =  cos  ySP, 
also  wird  die  Bedingungsgleichung,  dass  die  Ex'iHe  eine  Resultante 
haben,  wenn  man  mit  SJf  dividirt, 
cos  cfc2[P(i  cos  /9  —  y  cos  y)]  +  cos  /S2'[P(x  cos  ^^  —  x  cos  «)] 

+  cos  y2[P(j  cos  «  —  X  cos  ^)]  «  o, 
welche  Gleichung  identisch  ist.  Parallele  Kräfte  werden  daher  immer 
eine  Resultante  haben,  mit  der  einzigen  Ausnahme,  wenn  ^X==:o, 
5Y  =  o,  J?Z  =  o,  oder,  was  dasselbe  wird, 

-SP  «  o. 

In  diesem  letzten  Falle  werden  die  Kräfte  keine  Resultantenkraft 
haben  können,  und  sie  werden  auch  nicht  im  Gleichgewicht  sein, 
wenn  nicht  zugleich 

2P(sco6/}  —  jeo»/)  =  o,    ^(x  cos  ;^  —  i  cos  a)  ==  o, 

^P(y  cos  a  —  X  cos  ß)  »  o. 
Ist  dagegen  nicht  ^P  =  o,  so  werden  die  Kräfi;e  immer  eine 
Resultantenkraft  haben.  Um  die  Grösse  und  Neigung  dieser  Resul* 
tante  zu  bestimmen,  hat  man  die  Gleichungen 

X  =  cosa-SP, 

Y  =    €08  ßSP, 

Z  »  cos  ySP. 
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Die  Resultante  R  wiid  daher  gleich  2P  und  parallel  mit  den  pa- 
rallelen Kräften  sein.  Die  Lage  der  Resultante  wird  durch  die  drei 
(9eichiiDgen 

cos  ß2P%  —  eoB  y-5Py  s=:  (cos  ß  »  —  cos  ;^  y)-^» 
cos  ySPx  —  cos  a2P%  =s  (cos  y  x  —  cos  y  z)2P^ 
cos  aSPy  —  cos  ßSPx  s=  (cos  ay  —  cos  /?  x)SP, 
bestimmt,  unter  weldien  Gleichungen  die  eine  von  den  beiden  an- 
dern abhangig  ist   Man  kann  hier  x  einen  beliebigen  Werth  geben 
und  dann  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  z  finden.   Setzt  man 

X  -  -^? 

so  wird 

2'Py 

und  die  Lage  dieses  Punktes  der  Resultante  ist  dann  von  der  Rich- 
tung der  Kräfte  unabhängig. 

§.  38. 
Sind  der  parallelen  Kräfte  nur  zwei,  P,  und  P,,  so  wird 

^  ""      P,+P,     ' 

_  P,z,  +  P,z, 

^  -  -PT+TT" 

Nmmt  man  den  einen  Wu'kepunkt  A  (Fig.  10)  zum  Anfangspunkt 
des  Coordinatensystems  und  die  Linie  AB  zwischen  beid^  Wirke- 
punkten  eis  x  Axe  an,  so  wird 

Xt  «  y.  =  ».  «=  y.  «  »1  «  ö>    X,  =:  AB,    0?  «  AC, 

daher 

y  =  »  =  o, 


oder 


.^        P,  .AB        P,  .AB 
P,  :AC  3=  P^:BC  =  R:AB, 
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d.h.  die Resuüamie  zweier  paraüelen  Kräfte  AeiU die  gerade  Linie 
zwischen  beiden  Wirkepunkten  so,  dass  jede  der  drei  Kräfte,  die 
beiden  gegebenen  und  die  Residlante,  proportional  mit  dem  zwi- 
sehen  den  beiden  andern  Kräften  liegenden  Theil  der  geraden 
Linie  ist. 

Sind  die  Kräfte  gleich,  P^  =  P^,  so  wird  AC  =  CB,  oder  die 
Resultante  fällt  in  die  Mitte  zwischen  beiden  Kräften. 

.  Ist  eine  der  Kräfte,  z.B.  P,  negati?  (Fig.  11),  so  wird  jene 
Proportion  noch  bestehen.  Der  Wirkepunkt  der  Resultante  wird 
nun  in  die  Verlängerung  der  Linie  AB  zur  Seite  der  grossem  Kraft, 
in  der  Figur  P,,  fallen,  und  die  Resultante  gleich  dem  Unterschied 
beider. Kräfte  sein,  und  in  demselben  Sinne  wie  die  grössere  Kraft 
P,  wirken. 

Sind  beide  Kräfte  P,  und  P,  gleich,  wirken  aber  im  entge- 
gengesetzten Sinne  und  in  verschiedenen  Punkten ,  so  ist  ^P  =  o, 
und  sie  haben  dann  keine  Resultante  und  sind  auch  nicht  im  Gleich- 
gewicht.   Sie  können  folglich  alsdann  nicht  weiter  reducirt  werden. 

Dass  beide  Kräfte  in  diesem  Falle  keine  Resultante  haben  kön- 
nen, daher  auch  nicht  durch  eine  einzige  Kraft  im  Gleichgewicht  zu 
halten  sind,  kann  auch  auf  die  folgende  iudirecte  Weise  bewiesen  wer- 
den. Es  seien  P  und  —  P  (Fig.  12)  zwei  gleiche,  parallele,  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  wirkende  Kräfte.  Nähme  man  an,  sie  würden 
durch  irgend  eine  Kraft  S  im  Gleichgewicht  gehalten,  so  kann  man  im- 
mer auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AB  eine  Kraft  T  annehmen, 
so  dass  T  ==  S,  T  4=  S  und  AD  =  BE.  Alsdann  wäre  die  Figur  (P, 
— P,  S)  vollkommen  congruent  mit  der  Figur  ( —  P,  P,  T),  und  folglich, 
wenn  die  Kräfte  P,  —  P,  S  im  Gleichgewicht  wären,  roüssten  auch 
die  Kräfte  —  P,  P  und  T  im  Gleichgewicht  sein.  Bringt  man  jetzt 
in  D  eine  der  T  entgegengesetzte  und  gleiche  Kraft  U  an,  so  werden 
T  und  U  im  Gleichgewicht  sein ;  es  sind  aber  S,  —  P,  P  im  Gleich- 
gewicht ,  daher  würden  auch  die  fiinf  Kräfte  S,  —  P,  P,  T,  ü  im 
Gleichgewicht  sein,  und  weil  —  P,  P,  T  im  Gleichgewicht  sind, 
müssten  auch  S  und  U  im  Gleichgewicht  unter  einander  sein.   Dies 
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ist  aber  unmögKeh,  weil  S  und  U  parallel  sind  und  in  demsdl)en 
Sinne  wirken ,  folglich  eine  Resultante  in  diesem  Sinne  haben.  Es 
ist  daher  auch  unmögiich,  dass  zwei  parallele  im  entgegengesetzten 
Sinne  und  auf  verschiedene  Punkte  wirkende  Kräfte  durch  irgend 
eine  Kraft  im  Gleichgewicht  gehalten  werden  können,  und  sie  kön- 
nen alsdann  auch  keine  Resultante  haben« 

Zwei  solche  Kräfte,  welche  nicht  durch  irgend  eine  Kraft  er- 
setzt werden  können,  wird  ein  Kräftepaar  oder  auch  schlecht- 
hin ein  Paar  genannt. 

§.  39. 

Ehe  wir  weiter  die  Reduction  beliebiger  Kräfte,  welche  auf 
einen  festen  Körper  wirken,  untersuchen,  werden  wir  erst  die  Theo- 
rie der  Kräftepaare  genauer  entwickeln. 

Es  sei  (Fig.  13)  (P,  — P)  ein  Kräftepaar,  so  wird  die  Linie  AB 
zwischen  den  Angriffspunkten  der  beiden  Kräfte  der  Arm  des  Paa- 
res, der  senkrechte  Abstand  beider  parallelen  Kräfte  AG  die  Breite 
des  Paares  genannt.  Da  «man  den  Angriffepunkt  der  Kraft  —  P  in 
ihrer  Richtung  beliebig  verlegen  kann,  so  kann  man  C  als  ihren 
AngriSSspuidct  annehmen  und  die  Breite  wird  alsdann  auch  der  Arm 
des  Paares.  Das  Paar  wird  alsdann  rechtwinklig  genannt.  Die 
durch  den  Arm  und  beide  Kräfte  gehende  Ebene  wird  die  Ebene 
des  Paares  genannt. 

Em  Kraftepaar  kann  in  seiner  Ebene  oder  in  einer  mü  die- 
ser parallelen  Ebene  beliebig  versetzt  werden^  wenn  es  nur  immer 
den  Arm  nach  derselben  Seile  zu  drehen  strebt  und  die  neuen  An- 
griffspunkte mit  den  vorigen  fest  verbunden  einA 

Um  diesen  Satz,  welcher  in  Bezug  auf  die  Kräftepaare  das  näm- 
fich  ist,  was  für  eine  einzebie  Kraft  die  willkürliche  Verlegung  des 
Angriffspunktes  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  ist,  zu  beweisen,  kann 
man  ihn  erst  für  den  Fall  beweisen,  dass  der  neue  Arm  mit  dem 
vorigen  parallel  ist,  und  dann,  dass  das  me  Kräflepaar  in  seiner 
Ebene  um  den  Mittelpunkt  des  Armes  beliebig  gedreht  werden  kann. 

Um  den  ersten  Satz  zu  beweisen,  sei  (Fig.  14)  (P»  —  P)  am 


k 
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Arme  AB  das  gegebene  Kräftepaar,  (Q,  —  Q)  am  Arme  CD  das 
neue  Kräftepaar,  AB  =  und  4=  CD,  P  =  und  4=  Q,  und  AB  und  CD 
fest  verbunden.  Man  ziehe  die  Linien  BC  und  AD,  so  werden  die 
Dreiecke  ABE  und  DGE  congruent  sein,  und  folglich  wird  der  Punkt 
E  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  beider  Linien  AD  und  BG.  In 
den  Punkten  G  und  D  fiige  man  noch  die  Kräfte  S,  -— S  hinra, 
welche  den  Kräften  —  Q9  Q  respective  gleich,  aber  entgegengesetzt 
sind.  Die  Kräfte  Q,  —  Q,  S,  —  S  werden  dann  einander  im  Glmch- 
gewicht  halten.  Statt  des  Paares  (P,  —  P)  kann  man  nun  die  sechs 
Kräfte  P,  —  P,  Q,  —  Q,  S,  —  S  setzen.  Die  Kräfte  P  und  S  sind 
jetzt  gleich  und  wirken  in  derselben  Richtung  auf  die  Enden  der 
geraden  Linie  AD ,  sie  werden  daher  eine  Resultante  R  =  2P  in 
der  Mitte  E  der  Linie  AD  wirkend  haben.  Ebenso  werden  die  Kräflie 
—  P  und  —  S  eine  im  Punkte  E  wirkende  Resultante  —  R  haben. 
Diese  beiden  Kräfte  R  und  —  R  heben  einander  aber  auf,  und  die 
vier  Kräfte  P,  —  P,  S,  —  S  halten  folglich  einander  im  Gleichge* 
wicht.  Statt  der  sechs  Kräfte  P,  —  P,  Q,  —  Q,  S,  —  S  können 
also  die  zwei  Q ,  —  Q  gesetzt  werden ,  und  es  kann  daher  auch 
statt  des  Kräftepaares  (P,  —  P)  das  neue  Kräftepaar  (Q,  —  Q)  ge- 
setzt werden,  w.  z.  b.  w. 

Um  den  zweiten  Satz,  dass  ein  Kräftepaar  in  seiner  Ebene  um 
den  Mittelpunkt  des  Armes  beliebig  gedreht  werden  kann,  zu  be- 
weisen, sei  (Fig.  15)  (P,  —  P)  am  Arme  AB  das  gegebene  Kräfte- 
paar, (Q,  — Q)  am  Arme  CD  das  neue,  und  Pars  Q,  AB  =5 CD, 
6  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  beiden  Arme.  In  den  Punk* 
ten  C  und  D  füge  man  noch  die  Kräfte  S,  ^  S  hinzu,  welche  den 
Kräften  — Q  und  Q  respective  gleich,  aber  entgegengesetzt  sind. 
Statt  des  Paares  (P,  —  P)  kann  man  dann  die  sechs  Kräfte  P,  —  P, 
Q,  —  Q,  S,  —  S  setzen.  Die  Verlängerungen  der  Kräfte  —  S  und 
P  werden  einander  in  einem  Punkt  E  schneiden,  welcher  folglich 
als  ihr  gemeinschaftlicher  Angriffspunkt  angesehen  werden  kann;  die 
Verlängerungen  der  Kräfte  S  und  — P  werden  einander  ebenfalb 
in  einem  Punkte  F  schneiden,  weicher  gleichfalls  als  üur  gemein- 
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schaftiicher  Aiq^riflsponkt  angesehen  Werden  kann«  Wal  die  Drei- 
ecke DEG  nnd  AEG  congruent  sind,  wird  die  Linie  EG  den  Wiidiel 
DEA  halbiren»  und  da  die  Kräfte  —  S  und  P  gleich  sind,  wird  ihre 
Resultante  längs  der  Linie  FG  lallen;  ebenso  findet  man,  dass  die 
Resultante  von  P  nnd  —  S  längs  der  Linie  FG  fallen  wird.  Diese 
beiden  Resultanten  werden  ferner  auch  gleich  sein,  und  die  Linien 
EG  und  GF,  welche  ihre  Richtungen  angeben,  eine  gerade  Linie 
bflden,  weil  sie  die  Scheitelwinkel  DGA  und  RGC  respective  hal- 
biren.  Jene  Resultanten  und  di^  vier  Kräfte  P,  —  P,  S,  —  S  wer- 
den einander  im  Gleichgewicht  halten.    Statt  der  sechs  Kräfte  P, 

—  P,  Q,  — Q,  S,  — S  kann  man  die  zwei  Q,  — Q  setzen,  und 
es  kann  daher  auch  statt  des  gegebenen  Kräftepaars  (P,  •—  P)  das 
neue  (Q,  — Q)  gesetzt  werden. 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt  dann  unmittelbar  der  Hauptsatz 
dieses  Paragraphen,  dass  ein  Kräfiepaar  in  seiner  Ebene  oder  in  pa- 
rallelen Ebenen  beliebig  verschoben  werden  kann. 

§.40. 

Das  Prodttct  aus  der  Breite  eines  Kräftepaares  in  die  Intensi- 
tät einer  der  Seitenkräfte  wird  das  Moment  des  Paares  genannt 

Zwei  Paare  van  gleichen  Momenten,  welche  m  dereelben  oder 
in  paraUelen  Ebenen  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  halten 
einander  im  Gleichgewicht. 

Es  sei  (Fig.  16)  (P,  —  P)  das  eine  Paar,  AB  seine  Breite,  (Q, 

—  Q)  das  zweite  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkende  Paar,  wel- 
ches so  versetzt  weiden  kann,  dass  seine  Breite  BG  die  Verlänge- 
rung derjenigen  des  erstem  Paares  bfldet  Nach  der  Annahme  ist 
P.AB  =  Q.BC.  Es  werden  alsdann  die  Kräfte  —  P  nnd— Q  xu 
einer  Kraft  — R=a— (P-f-Q)  in  B  wirkend  zusammengesetzt 
werden  können,  und  die  zwei  Kräfte  P  und  Q  zu  einer  Kraft  R 
=  (P  +  Q)f  welche  auch  in*  B  wirken  wird,  weil  wegen  P .  AB 
=  Q.BC,  P:BC=£Q:AB  ist  Die  Kräfte  R  und— R  heben 
aber  einander  auf,  und  die  Kräftepaare  (P,  —  P)  und  (Q,  ^  0)  sind 
folglieh  im  Gleichgewicht 
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Zwei  Kräftepaare  von  gleichen  MamefUen,  welche  in  der  sei- 
hen oder  in  panülelen  Ebenen  und  im  gleichen  Sinne  wirken,  kön- 
nen  statt  einander  gesetzt  werden  und  sind  folgli^  gleiehgeltend. 

Denn  es  seien  (Fig.  17)  (P,  —  P)  und  (S,  —  S)  die  beiden 
Kraftepaare,  und  man  bringe  in  G  und  D  die  Kräfte  —  Q  und  Q 
an»  welche  S  imd  —  S  gleich  und  respecttve  entgegengesetzt  sind» 
so  werden  (Q,  —  Q)  und  (S,  —  S)  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Es  halten  abet  wegen  des  vorhergehenden  Satzes  auch  (P»  ^  P)  imd 
{Qf  — Q)  einander  im  Gleichgewicht;  die  Kräftepaare  (P,  •— P)  und 
(S,  —  S)  sind  deshalb  gleichgdtend. 

§.  41. 

Wenn  die  Breiten  beider  Kräftepaare  gleich  sind,  so  sind  ihre 
Wirkungen  den  Seitenkräften  proportional. 

Es  sei»  (Flg.  18)  (P,  —  P)  am  rechtwinkligen  Arme  AB  und 
(Qf  -—  Q)  ^^  rechtwinkligen  Arme  CD,  wo  Gü  =  AB,  die  beiden 
gegebenen  Paare;  es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass 

(P,-P):(Q,-Q)  =  P:Q. 

Wir  werden  diesen  Satz  erst  ftir  den  Fall  beweisen,  dass  die 
Kräfte  P  und  Q  commensurabel  sind.  Es  sei  alsdann  p  ihr  gemein- 
schaftliches Maass,  und       P  =  mxp, 

Q  «  r  xp, 
so  wird  P:Q  as=  m:r. 

Die  Kraft  P  kann  jetzt  in  m  Kräfte,  jede  gleich  p  und  in  A 
angebracht,  zerlegt  werden;  ebenso  kann  —  P  in  m  Kräfte,  jede 
gleich  —  p  und  in  B  angebracht,  zerlegt  werden,  und  das  Paar  (P, 

—  P)  ist  dadurch  in  m  Kräftepaare,  jedes  gleich  (p,  — p),  zerlegt 
Es  ist  daher 

(P,  -P)  :=  mx(p, -p). 

Ebenso  wird  das  Paar  (Q,  —  Q)  in  r  Kräftepaare,  jedes  gleich  (p, 

—  p)  zerlegt,  folglich 

Es  wird  alsdann     (P,  —  P) :  (Q,  —  Q)  =  m :  r, 

daher  auch  (P,  —P) :  (Q,  —  Q)  =  P  :  Q,   w.  z.  b.  w. 


Gesetz  des  Gletcbgewichts  und  der  Bewdgmig.  65 

seien  j^tzt  P  and  Q  incommensarab^l  Der  Beweis  wird  dann 

indireet  ganz  auf  die  Weise  wie  die  in  der  elementaren  Mathematik 

häufig  vorkommenden  analogen  Beweise  geliihrt  werden  können.    • 

A«8  diesem  und  dem  vorhergehenden  Satz  Mgl  damn  der  fol* 

gende:  Die  Krüflepaaire  sind  ihren  Momenten  praporiionaL 

Deask  es  seien  (Fig.  19)  (P^  —  P)  am  rechtwinkligen  Anne  AB 
and  (Q9  -^Q)  am  recbtwiiÄligen  Arme  CD  4ie  gegdbenen  KrilAe* 
{mare,  so  kann  man  ein  drittes  rechtwinkliges  Paar  (R,  —  B)  am 
Arme  EF  censtniiren,  so  dass  EPs=:  AB  und  R.BFaa^Q.CD,  da* 
her  (Q,  — Q)  =  (R,  ~R).    Es  ist  alsdann 

(P,  — P) : (R,  — R)  «  P:R  =  P.ABiR.AB, 
(R,^R)  =  (Q,— Q),    R.AB  =  R.EF  =  O.CD, 

lolglidi     (P,— P):(Q,— 0)  «  P:AB:Q.CD,   w.  z.  h.  w; 

§.42. 

Die  Kiriftepaare  lassen  sich  durch  Linien  ebenso  darstellen  wie 
einzefaie  Kräfte.  Edrrichtet  man  n&mlich  auf  der  Ebene  eines  Paares 
ein  seinem  Moment  proportionales  Loth,  welches  die  Axe  des 
Kräftepaares  heisse»  so  wird  diese  Axe  durch  ihre  Richtung  die 
Richtung  der  Ebene  und  durch  ihre  Grosse  das  Moment  des  Kräfte- 
paares bezeicbnan.  Wird  femer  angenommen ,  dass  die  Drehung, 
welche  ein  Paar  zu  bewirken  strebt,  einem  in  dem  Endpunkte  der 
Axe  befindlichen,  nach  einem  der  Angriffspunkte  hinblickenden  Auge 
immer  in  demselben  Sinne,  etwa  von  der  Xinken  zur  Rediten,  fort- 
gdiend  erscheinen  soll,  so  ist  durch  die  Axe  auch  der  Sinn  des 
Kräftepaares  gehörig  dargestellt.  Ein  Kräftepaar  wird  dann  wie  eine 
einzehie  Kraft  durch  einen  im  Endpunkte  der  Axe  geschriebenen 
Buchstaben  bezeichQet. 

Sind  mehrere  Kräftepaare  gegeben,  so  können  alle  ihre  Ebenen 
parallel  mit  ihren  ursprungliclien  Stellungen  durch  einen  gemein- 
sdiaftlichen  Punkt  gdegt  werden,  welcher  dann  zum  gemeinsohaft« 
Kdi^  Anfeng^unkt  aller  Axen  angenommen  werden  kann.  Die 
KräftqMare  w^den  alsdann  genau  nach  denselben  Regrin  vHe  die 
Kräfte  zusammengesetzt,  indem  man  beweisen  kann,  dass 

i«krbaek  der  MMbaaik.  5 
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di$  Am  des  RetulimUenpaares  swmer  gegebmm  Krßftßpaar,e  die 
Diajfom^  dee  vw  den  Aasen  beider  Paare  gebildeten  Paralfehr 
gramms  isU 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  verändere  nw)  ecst  aach  §•  40 
das  eine  Kräftepa«*,  so  dass  beide  gleiche  Breiten  beltoomiea,  mi4 
Hetsetae  dann  beide  in  ihre  respectiven  Ebeneo,  so,  dass  ihre  recht- 
winkligen Arme  in  deniDurdbacfanittsfimea  beider  £benen  ^and?!? 
decken.  Es  sei  «isdann  (Fiig.  20)  AB  der  gemetnsohaftliobe  Ara^ 
(Pt  -*P)  dafr  eim  Kraftepaar  und  AL  aeioe  Ax0,  (Q,  -<^Q)  4as 
zweite  Kräftepaar  und  AU  seine  Axe,  fqlglich 

AixAP,    ALXAB^ 

AJtIXAQ,   AMXAB, 

so  wird  R  die  Resultante  der  beiden  Kräfte  P  und  Q»  —  R  die 
Resultante  der  beiden  Kräfte  —  P  und  —  Q  werden,  R  gleich  und 
parallel  mit  —  R  und  jsepkrecht  iiuf  AB.  Daß  Kräftepaar  (R*  —  R) 
wird  alsdann  das  Resultantenpaar  von  (P,  ^  P)  mid  (Q,  —  Q)  sWi 
und  weil  diese  drei  Paare  einen  gemeinscbaftlichep  Arm  haben»  w^- 
den  sie  den  Kritten  proportional  sein.  Bildet  man  j^tzt  <|las  Paralieb- 
gramm  LM  und  zieht  die  Diagonal^  AG«  so  wird,  weil  AL  und  AM 
den  Momenten  der  Paare»  folgUcb  auch  den  Kräften  P  und  Q  pro- 
portional sind, 

AI.:LG  «=  AP:PR^ 

femer 

^ALG  =  -iAPR, 

weil  At  X  AP  und  AM  -L  AQ.    Es  ist  daher 

A  ALG  CSD  A  APR, 

^:LAG  =  ^PA1{, 

^:  LAG  +  ^  RAL  =  ^  PAR  +  -^  RAL, 
oAfüt 

^  GAR  «;  ^  PAL  «  R, 

und  folglich  AG  Ji.  AB;  es  ist  femer,  weil  AB  X  AL  und  ABX  AM, 

auoh  ABJuAG.   Die  Diagonale- AG  ist  die  Richtung  desr  Axe  de» 

Resultantenpaares;  üe  ist  diesen  auch   proportional  in  demselben 

Verhältnisse  wie  die  zwei  andereii  Axen  ihren  Paaren, 


Gesetze  des  Gieichgewiehts*  und  <d<ef  Bevregiing.  6V 

AL:AP  Bt>  AM::AQ  tt*  A6:AB,     '         I         n 
und  weil  die  Paare  ihren  Kräfteii  proporfioh^.  sind.'  Eg- ist  daher 
AG  die  Axe  des  Resultantenpaar^s,  w.  t.  b.  w.      '   ' 

Die  Zusammensetzung  tweier  ^rfiftepaate  kahri  auch-  auf  die 
Weise  geschehen,  dass  man  das  eine  Paar  erM  haeb  §.40  so 
yerandert,  dass  beide  gidcbe  Kräfte  erhalten,  und  die  Piaare  dank 
so  yersetzt,  dass  2wei  ihrer  KrSfte  rasammenfailen.  fisser  (Ffg.'2i) 
(P,  —  P)  am  Arme  AB  das  eine  Paar  und  (P,  —  P)  am  Arme  AC 
das  zweite,  so  wird  (P,  — P)  am  Arme  AD  das  Resultantenpaar 
werd^f  wo  AD  die  Diagonale  des  von  den  Armen  AB  üud  AC  ge- 
InkfetcA  Parallelogramms  ist  Fügt  man  nämUcb  zu  d^n -beiden  «gj^r 
g^enen  Ptanen  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraite  P«  --  P 
in  D  hinzu,  so  wird  bierdarch  nichts  geändert«  Dje  Kruft  P  in,|) 
und  die  Kraft  — P  in  G  werden  aber  akdann  ein'Kräftepaar.bildco» 
welches  man  parallel  mit  seiner  jetzigen  Lage  nach  dem  Arme  AB 
tpersetsm  kann»  .wo  es  das  gegebene  Pliar  (P,  .--P)  aip  Arme.A^ 
aufbeben  wird.  Man  behalt  dann  aber  nur  das  Paar  ( jP,  -^  P)  am 
Arme  AD  übrig,  weiches 'IbtgKcb.dasr  Besukanteiipaar  wird. 

f.  48.   '  '••  .  '  •  '  t' 

Weil  die  Theorie  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  zweier 
Kraftepaare,  wenn  ditae  dureh-  ihre  Axeu  ausgedrückt  werden,  rgi^ 
nau  dieselbe  ist  wie  die  Theorie  der  Zusammensetzung  und  Zerle- 
gung zweier  auf  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  wirkenden  Kräfte, 
so  gelten  auch  die  in  den  §§.  7j  S,  9  und  10  entwickelten  Formeln, 
weoB  man  statt  der  Kräfte  die  filomento  der  Kräftepaare,  und  statt 
der  Winkel,  welche  die  Kräfte  mit  den  Coordinataxen  bilden,  die- 
jenigen setzt,  wel^  die' Axen  der  Kräftepaare  mit  denselben  Coor- 
dmaftanen  liilden«  >' * '  .\m' 

Ueiwbäelt  maHi  durch  G,  G',  fr'*  die  Momente  ^lebiiorer  Kräfte- 
paare,  durch  A,  /*,  v,  X',  f$%  v',  , . .  die  Winkel^  wej<;he  ihre  Axen 
respective  mit  der  x  Axe,  y  Axe,  z  Axe  des  Coordinatensystems  bil- 
den, durch  H  das  Moment  des  Resultantenpaares  und  durch  I,  m,  n  die 
Winkel,  welche  ihre  Axe  mit  den  Coardinataxen  einachliessen,  so  wird 
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H  Gos  1   ^  Geo9X+&€A^9X'  +  G*'eoBX"  +  ....  ^  SGcobX, 

Hcosm»  6cot^  +  «'coBp'  +  6''coB^''+ s=  SGcosgi^ 

H  cos  n  «=r  6  coB  y  +  G'cos  p'  +  G"coi  v"  + «=  26coe  y, 

H  =  YiSG  coB  Xy  +  (^G  CO«  fiy  +  i2G  coB  vy. 

Das  Resultantenpaar  H  wird  dann  durch  diese  Formeln  in  die 

Seitenpaare  H  cos  1,  H  cos  m,  H  cos  n,  deren  Axen  respective  die 

X  Axe,  y  Axe,  z  Axe,  und  deren  Ebenen  die  ys  Ebene,  xz  Ebene 

und  xy  Ebene  des  Coordinatensystems  sind,  zerlegt  werden  können. 

§.44 
Es  sei  (P,  — P)  ein  Kraftepaar,  sein  Arm  r,  seine  Breite  p 
und  sein  Moment  Pp  »s  G.  Bezeichnet  man  durch  X,  Y,  Z  die  Pro- 
jectionen  der  Kraft  P,  durch  x,  y,  z  die  Projoctionen  des  Arms  q 
und  durch  l^  f»,  v  die  Winkel,  welche  die  Axe  des  Paares  mit  den 
drei  Coordinataxen  bilden,  so  ist 

eoB*  X  +  COB*  fjb  +  COB*  y  SB  1, 

femer,  weil  die  Axe  des  Paares  senkrecht  airf  der  fiichtmig  der 

Kraft  P  ist, 

XcofiJl  •+-  ^CQ^fk  +  Zcosy  Ä  o, 

und  weil  die  Axe  auch  senkrecht  auf  der  Richtung  des  Armes  q  ist, 

X  COB  jl  +  7  COB  I»  +  I  cos  y  sa  O. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  findet  man  dann 

,  Yi-Zy 

''''■      ^  V(Yi  -  Zjy  +  (Zx  ^  Xi)«  +  (Xy  -  Yx)« ' 

Zx-X» 

"^^  ^  -  V(Ys  -  Zy)>  +  (Zx  -  X%y  +  (Xy  -  Yx)' ' 

•Xy  — Yx  •    . 

COB  V   --—  ■  I         ■  I        .  ^ 

y  (Yi  -  lyy  +  (Zx  -  Xi)»  +  (Xy  -  Yx)« 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  g>  den  Winkel,  welchen  ifie  Kraft  P 
mit  dem  Arme  q  bildet,  so  wird  ^  —  9>  der  Winkel  sein,  welchen 
der  Arm  q  mit  der  Breite  p  macht,  und 

p  «  q  COB  r^  —  y  j  =»  q  Bin  y , 
p*  B«  q»  —  q*  COB*  g). 


Gesetse  des  Gleiobgewichis  und  der  Bewegung.  69 

Es  wkd  ferner 

_  X   X   ,  Y    y  ,  z  2    . 

^  P    q    '    P    q    '   P    q 

daher 

Pq  €08  g>  SS  Xx  +  Yy.  +  Zs, 

und 

P«q*  coß«  y  =  X'x»  +  Y*y»  +  Z»i»  +  2YZyi  +  2XZxi  +  2XYxy. 

Es  ist  jetzt 
(Yi  -  Zy)«  +  (Zx  _  Xi)«  +  (Xy  -  Yx)»  =  X«(y  *  +  i«) 

•  +  Y»(x»  +  1«)  +  Z»(x«  +  y*)  -  2YZyi  —  2]StZxi  —  2XYxy, 

und  folglich 

(Y.  -  Zy)»  +  (Zx  -  Xi)*  +  (Xy  -  Yx)« 

=  (X«  +  Y*  +  Z«)(x»  +  y'  +  1*)  -i.  P*q»  cos»  q> 

=  P«q»  — P«q»coB»y  =  P*p»  =  G», 

und  • 

G  =  Pp  t=  y  (Yi  —  Zy)'  +  (Zx  —  X»)*  +  (Xy  —  Yx)*. 

Dieser  Werth  in  die  vorberstehenden  Werthe  von  cos  A,  cos  f»,  cos  i^ 

substituirt  gid)t 

Gcpsil  tB  Ys  — Zy, 

G  008  f*  »    Zx  *-  X89 

6  008  V  =5  Xy  —  Yx, 

diorch  welche  Gteichuiigea  die  Seitekipaare  des  Kraitepaares  (Pf  —  P) 

ausgedrückt  werden. 

§.45. 
Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gieichttn(^  zu  zeigen, 
sei.  das  gegebene  Kraftepaar  paralld  mit  seiner  ursprünglichen  Rich- 
tung so  versetzt,  dass  das  eine  Ende  seines  Armes  im  Anfiings* 
poiikt  des  Coordinatensystems  Tällt  Es  sei  nun  (Fig.  22)  (P,  —  P) 
an  Arme  AB  das  gegebene  Kraftepaar;  man  zerlege  die  Kraft  P 
in  die  drei  Componenten  X,  Y»  Z  und  die  Kraft  ^  P  in  —  X,  —  ¥, 
—  Z.  Aus  den  drei  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  B  bilde  man 
ein  Parallek^ipedon.  Die  Kraft  X  kann  alsdann  statt  in  B  in  C  wir- 
kend angenommen  werden ,  und  wird  mit '  —  X  ein  Paar  bilden, 
dessen  Arm  AG  ist  IKeses  Paar  kann  nach  §.  42  in  die  zwei  Paare 
(X^  — X)  am  Anne  AD  iader  u  GoordinateMbeiie,  und  in  das  Paar 
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(X,  —  X)  am  Arme  AE  in  der  xy  Ebene  wirkend,  zeilegt  werden. 
Das  Moment  des  ersten  Paar^  wird  Xz,  und  es  wird  in  der  xz- 
Ebene,  wenn  das  Product  Xz  positiv  ist,  von  der  positiven  lAxt 
zw  positiven  x  Axe  drehen ;  wenn  Xz  negativ  Ist ,  in  entgegenge- 
setzter Richtung. .  Das  ,Mofnent  (Ij^szweiti^n.  Paaren  wird  Xy  sein, 
und  es  wird  in  der  xy  Coordinatenebene  von  der  positiven  y  Axe 
zur  positiven  x  Axe  drehen,  wenn  das  Product  positiv  ist;  wenn 
Xy  negativ  i$t,  in  entgegengesetzter  Richtung.  Diese  Richtungen 
sincT  in  der  Figur  bei  den  in  den  respectiven  Ebenen  zugeschriebe- 
nen Momenten  durch  Pfeile  angezeigt  \yor8en. 

Die  Kraft  V  kann  ähnlicher  Weise  als  in  F  wirkend  angenom- 
men werden,  und  wird  dann  piit  —  Y  in  A  ein  Paar  ( Y,  —  Y)  am 
Arme  AF  bilden.  Dieses  Paar  kann  wieder  in  zwei  Paare  (Y,  — Y) 
am  Arme  AB  und; (Y,  — Y)  am  Arme  AG  zerlegt  werden.  Das 
Moment  d^  ersten  Paare»  wird  Yz»  und  es  wird  ia  der  yz  £bepe 
von  der  positiven  z  Axe  zur  positiven  y  Axe  drehen,  wenn  das  Pror* 
duct  Yz  positiv  ist;  in  en^egengesetzter  Richtung,  wennYz  negativ 
ist.  Das  Moment  des  zweiten  Paaresi.wh*d'  Yx  sein,  und  es  wird 
in  der  xy  Ebene  von  der- positiven  x  Ate  zur  positiven  yAxe  dre- 
b<§n,  wenn  das  Product  Y&  positiv  ist;  in  entgegengesetzter  Riefa^ 
tung,  wenn  es  negativ  ist. 

Endlich  kann  die  Kraft  Z  als  in  H  wirkend  angenommen  wer- 
den, und  wird  alsdann  mit  ^^Z  in  A  an  Paar  (Z,  «^Z):aB  Arme 
AH'bildeb.  Dieses  Paar  kann  Widder  in  zwei  Piaare  (Z,  t^Z)  an 
Anne  AG  nnd  (Z,  •— iZ)  am  Arme  A£  wirkend  zerfegt  wenitiii 
Dlis  Motaiei^  des  ersten  Paares  wird  Zx  sein,  und  es  wird  in:  der 
iz  Coordinatenebene  von  der  positiven  x  Axe  zur  positiveR  z  Axe 
drehen,  wenn  das  Product. Zx  positiv  ist;  in  entgegengesetzter  Rick'4 
tung,  wenn  es  negativ  ist.  Das  Moment  des  zweiten  Paares  wird 
Zy  sein,  und  es  wird  in  der  yz  Coordinatenebene  von  dek*  positiven 
Y  Axe'  zur  positiven  z  Axe  drehen,  wenn  das  I^oduct  Zy  positiv  ist; 
in  e0tgegengesetsitär  Ricbtuag,  wenn  ^s  negativ  ist. 

NmiHvt  man  «is  positiv  die  Paare  an;  wefehe  von  der  positiven 
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z  zur  poeitiren  y  Axe,  ron  der  posittven  y  zur  positiven  x  und  von 
der  positiven  x  zur  positiven  z  Axe  in  den  Entsprechenden  Coordi- 
natebenen  wirken,  so  wird  das  Kräftepaar  (P,^  —  P)  in  die  drei  Sei- 
tenpaare zerlegt  werden 

M'  =  Zx  -  xi;     < 

'  ■  •  •  N  =.  Xy-Yt,  '  "  '  ' 
deren  Axen  respective  die  x,  y,  z  Axe  des  Coofdinatensystems  sind, 
und  welche  deshalb  dlie  Seitenpaare'öder  Componenten  ded 
Kräftepaares  in  Bezug  Auf  die  drei  GoOrdinatenebenen 
zy,  yx,  xzy  oder  audi  die  Momente  der  Krart  P  fn  Bezug  auf 
diese  Axen  genannt  werden. 

Die  obigen  Formeln  stimmen  mit  den  im  vorig'en  Paragraphen 
erhaltenen  Werthen  völlig  uberein. 

■§.  46.  •  .   ■   1.'  .      . 

•  Wir  liaben  vorher  (§.  36)  di6  Bedingungen  unteMucht",  unter 
welchen  mehrere  auf  einen  festen  Korper  wirkende  Kräfte  eine  Re- 
sultantkraft haben  können.  Wir  werden  jetzt  untersuchen,  welches 
die  Bedingungen  sind,  unter  welchen  sich  die  Kräfte  zu  einem  Kräfte- 
paar (P,  — P]  reduciren  lassen,  und  durch  ein  (fiesem,  deichen  aber 
entgegengesetztes  Kräftepaar  {—Q,,0)  im  Gleichgewicht  gehalten 
werden. 

Es  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft 
P^  folglich  auch  der  Kraft  —  Q,.  x^^  y,,  z^  diejenigen  de?  Angriffs- 
punktes der  Kraft  —  P,  also  *auch  der  Kraft  ft  so  werden,  [x  —  xX 
(y  —  y*)»  (^•~^/)  die  Projectionen  des  Ai^mes  des  t^räftepa^ares 
(P,  — P)  oder  des  entgegengesetzten  t^aares  ( —  0,  Q)  seiä  £s  seien 
femer  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P,  daher  auch  der  Kraft 
Q,  und  —  X,  —Y,  —  Z  die  Componenten  der  Kräfte  —  P  und 
—  Q,90  werden  die  im  §•  23  entwickelten  Bedingungsgleichungen 
des  Gleicligewkbts  iwisobta  den  gegebnen  Kiftften  u^-  den  neuen 
JknSam  -r-  Q  und  Qi  >     '  •: 


I «  I  •  y . 
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\jy_r +  y  «  2Y  *=  o, 

^Z  — Z +Z  =3=  2Z   =  o, 

^(Yi  _Zy)-(F»-Zy)  +  (F»,-Zy,)  =  o,'  / 
^(Zx  —  Xi)  —  (Zx  —  X»)  +  (Za?,  —  Xä,)  =  o, 
:^(Xy- Yx)  ^  (Xy  -  Yx)  +  {Xy,  -  Yx,)  =  o. 

Die  drei  letzten  dieser  Gleichungen  können  immer  erfiiUt  wer- 
den, und  es  werden  daher  die  Bedingungsgleichungen  der  Möglich- 
keit die  gegebenen  Kräfte  zu  einem  Kräftepaar  zusammenzusetzen 

2X  =  o,    :rY  =.  o,   ^Z  =.  o. 

Die  drei  letzten  der  vorhergehenden  Gleichungen  können  auch 
auf  die  Form  gebracht  werden 

SCi%  -Zy)  -  r(»-^)-Z(y-y,)» 
2(Zx  —  X«)  =  Z(a?  —  X,)  —X(%  —  Ä,), 
^(Xy-Yx)  =  X(ii-y,)-Yix-x,). 

Bezeichnet  man  durch  G  das  Moment  des  Kräftepaares  [P,  — Jf^, 
durch  Ly  My  N  seine  drei  Seitenpaare  in  Bezug  auf  die  zy,  zx,  yx 
Ebenen  des  Coordinatensystems,  so  ist  nach  §•  45 

h  «  r(»-*,)-Z(y-y,), 
M  =  Z(a?  —  a?,)  —  X(«  —  », ), 
N  :^  X(y-y)-Yix--x,). 

t)iese  Werthe  in  die  vorstehenden  Gleichungen  substituirt  ge- 
ben dann  L  =  S(\%  —  Zy), 

M  ==  ^(Zx  —  Xi), 
N  =  J(Xy-Yx). 

Es  ist  nun  die  Componente  des  Resultantenpaares  in  Bezug  auf 
jede  der  Coordinatenebenen  der  Summe  der  Momente  der  gegebenen 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  gegen  die  Ebene  senkrechte  Axe  gleich. 

Die  Grosse  des  Resultantenpaares  ist 

G  .=  y  L>  +  M'  +  N». 

§.  47.     . 
Eine  Kraft  und  ein  Kiftftepaar  werden  iiie  divch  ein  neues 
Kräftepaar  ersetzt  werden  können,  denn  es  werden  hier  nie  die  ioi 
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vorigen  Paragraphen  entwickefteo  Bedingungsgleicfanngen  stattfinden. 
Dagegen  können  sie  unter  gewissen  Umständen  durch  eine  neue 
Kraft  ersetft  w^den.  Es  sei  P  die  gegebene  Kraft,  (S,  *-S)  das 
gegebene  Kraßepaar ,  X ,  Y»  Z  die  Componenten  von  P,  X,^  Y,^  Z^ 
diejenigen  von  S,  -rX,,  —  Y,,  —  Z^  diejenigen  von  —  S,  x,  y,  t  die 
Goordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft  P»  x, ,  y, ,  i,  diejenigen  der 
Kraft  S,  x^M  j„f  t„  diejenigen  der  Kraft  —  S,  so  wird  nach  §.  31 
die  Bedingungs^ichung ,  dass  P,  S,  —  S  eine  Resuhantenkraft  ha- 
be&  kottnen, 

SX.S(Y%  —  Zj)  +  2Y.  J(Zx  — Xi)  +  2Z.^(Xy  — Yx)  «  o, 
mit  der  Bemerkung»  dass  nicht  zuhieb 

SX^o,   rV'ÄO,   2Z  »  o. 

Diese  letzte  Bemerkung  wird  bier  immer  erfüllt,  und  die  Bes 
dingungsgleicbung  kann  daher  auf  die  Form  gebracht  werden 

X[Y,(i,-.,,)-Z,(y,~y„)]  +  Y[Z,(x,-x„)-X,(., -..,,)] 

+  Z[X,(y,  -  y,,)  -  Y,(x,  -  X,,)]  =  o. 

Bezeichnet  man  durch  a,  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Kraft  P, 
und  durch  A,  f»,  v  die  Winkel,  welche  die  Axe  des  Paares  (S,  —  S) 
mit  den  Coordinataxen  bildet,  so  ist 

X  Y  Z 

cos  a  M  -p9     cos  ß  s=s  -pj     cos  y  a»  -p» 

TA.  1  -  Y>(gr  — Zri)-Z,(y,  — yj  _  Z,{x;^'x„)^X,(z,-z„) 

C08  V  =  3t>(y>-y>.)-Y>('>-^.>), 

G 

WO  6  das  Moment  des  Paares  (S,  —  S)  bezeichnet.    Die  obige  Be- 
dingungsgleichung wird  alsdann 

6P(cog  a  COB  X  +  008  ß  eos  gl  +  cos  y  cos  y)  =  o, 

d.  h.  die  Kraft  P  und  die  Axe  des  Paares  ( S,  —  S)  müj^fen  senkr 
recht  auf  einander  sein,  oder  mit  anderen  Worten:    .  . 

Damit  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar .  clurcft  eine  einzelne 
Kraft  ereetxt  werden  können ,  i$t  es  noAioendig  und  hinreichend, 
dois  sie  in  dereelben  oder  in  paraUeUn  Ebenen  liegen. 
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.Es  ist  ferner  leicht  so  sehen»  dass  diese  ersetiende  Kraft  Q 
mit  P  parallel  und  b  einer  mit  der  Ebene  des  Paares  (S,  —  S) 
parallelen  Ebene  liegend,  gleich  P^  in  demselben  Sime  wirkend  und 
ini  einem  senkrechten  Abstand  yon  P»  gleich  p  sem  moss,  wo 

.  .  Pp  SS  6  t=3  dem  Moment  des  Paare«  (S,  —  S). 
Es  wird  in  der  That  alsdann  eine  der  Q  entgegengesetzte  Kraft  ^-Q 
But  P  ein  Paar  bilden ,  wekhes  mit  dem  Paare  ( S,  -^  S )  parallel» 
gleiches  Momentes  und  in  entgegengesetzter  Richtung  drehend  wird. 
Es  wird  —  Q  mit  P  und  (S,  — S)  im  Gleichgewichte  sein,  ond  da- 
her Q  die  Resultante  Yon  P  und  (S,  —  S)  sein.. 

§.  48. 

Wir  haben  schon  vorher  (§.  37)  gezeigt»  dass  beliebige  auf  ei- 
nen festeq  Korper  wirkende  Kräfte  immer  auf  zwei  Kräfte  redu- 
cirt  werden  können*  Diese  Reduction»  welche  auf  unendüch  viele 
verschiedene  Weisen  geschehen  kann»  bietet  indessen  nichts  bemer- 
kenswerthes  dar.  Wir  werden  deswegen  statt  dieser  Reduction  die- 
jenige zu  einer  Kraft  und  einem  Kräftepaare  betrachten»  und  erst 
zeigen»  dass  diese  Reduction  immer  ausgeführt  werden  kann. 

Es  sei  R  die  Kraft,  X^  Y,  Z  ihre  Componenten»  o?»  y,  Js  die 
Goordinaten  ihres  Angriffspunktes,  welcher  willkürlich  in  der  Rich- 
tung der  Kraft  angenommen  werden  kann;  ferner  (5»  — 5)  das 
Kräftepaar»  Xi^Y,,  Z,  die  Componenten  von  5»  x,^y^^  z,  die  Goor- 
dinaten seiiies  Angriffspunktes»  a;,,»  y,,»  z,f  diejenigen  des  Angriffs- 
punktes der  Kraft—  5»  G  das  Moment  des  Paares  (S»  — S)»  L»  Jf»  N 
seine  drei  Gomponenten,  so  ist 

M  ^  Z,  (X,  —  x„)  —  X,  (»,  —  »,,), 
N  =  x,(y,  — y,,)  —  y;(«/  — a?„). 

Die  gegebenen  Kräfte  sind  mit  der  Kraft  —R  und  dem  Paare  (—5»  S) 
im  Gleichgewicht.  Die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  wer- 
den  nun  nach  §.  23:         5X  — X  *=  o, 
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5(Yi  —  3^)  —  (F»  ^  Zy)  —  I,  «  •, 
.   '  ;    3(^x— X«)-(Z<r— X»)— M=»  o, 
:S(Xy— Yx)--(Xy  — r«)  — N  »,a.     . 

Hieraus  fifldet  mao,  d^ss 

i  -  .J(Y»  —  Zy)  -  (»rV  —  y5Z), 
Ä  =  J(Zx  —  Xi)  —  (arJSZ  —  »:?X), 
JV  »=  :?(Xy  —  Yx)  —  (y  :SX — «^  ) , 

Der  Wirk^uokt  (j?,  y,  ;^}  der  Besoltantkraft  ist  wiUkürlicIi,  seine; 
Grösse  und  Neig^iqg  aber  bestimmt.  Die  Grösse  und  Neigung  4<m 
ftesul^ntenpaares  ist  verschieden^  je  nachdem  man  der  Sesqitanth 
k^aft  verschiedene  Stellungen  im  Räume  giebt.  Geht  di?  9es^ltau^ 
kraft  durch  den  Anfangspuoki  der  Goofdioaten,  so  ist     - 

F»  —  Zy  s  o,    Zx  —  X»  =  o,    Xy  —  ¥»^^0;^   ,;     . 
und  daher  L  =  J(Yi  —  ZyX 

M  =.  SiZn  —X*),.         .  : 
iV«  :?(Xy-Yx). 

Alle,  aul  einen  fest^Körpei:  wirkendeq  beliebjg^a.Krä^e  kqi^- 
nen  immer  zu  einer  Kraft  und  einem  Kraftepaare  reducirt  werden; 
die  Comp^neiite  der  Kraft  nach  jeder  der  €(>ordinata^en  ,ifl|t  der 
Summe  der  Componenten  der  gegebenen  Kräftf  ^ch  derselben  A^ 
gleich,  und  das  Kraftepaar  in  Besug  auf  jede  der  Coordin^t^iten .  i^ 
der  Summe  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte  in  Bezqg  $Luf  dies^ 
Coordinataxe  gleich»  wenn  der  Anfangspunkt  des  CoordiBaten3jste^ 
irgendwo  in  der  Richtung  der  Resultantkraft  angencAomen  wird»  qder, 
was  einerlei  ist^  wenn  die  B|esultautkra|b .  durch  den  willkürlicl^  g^ 
waMten  Anfangspunkt  der  Goordinaten  geltend  aqgjpnommen  wird» ; 

Die  in  dem  ymgm  Pairagraph^  ^  entwickelte  Rednctiön  d^ 
Krifte  au  einer  Resokantkraft  und  zu  eiaem^hegoitantenpaäre,  kank 
weh  folgen^tomuiiSMi  geometriseh  bewiesen  werdm.  *  Es  sei  (FigJ  2^ 
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P  eine  der  gegebenen  Kräfte,  so  kann  man  im  Anbngspunkte  des 
Coordinatensjstems  zwei  mit  P  parallele,  gleiche  mid  einander  ent- 
gegengesetzte Kräfte  P  und  — P  anbringen;  hierdurch  wird  dann 
nichts  gestört  Dies  ist  aber  dasselbe,  als  hatte  man  die  Kraft  P 
vom  Punkte  B  parallel  mit  sich  selbst  nach  A  versetzt,  und  durch 
diese  Versetzung  wird  ein  Kräftepaar  (P,  — P)  am  Arme  AB  ge- 
bildet, dessen  Moment  das  Product  der  in  B  angebrachten  Kraft  P 
in  seinem  Abstände  vom  Punkte  A  ist  Dieses  Moment  vnrd  das 
Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  genannt 
Die  Kraft  P  in  A  kann  jetzt  in  die  drei  Kräflie  X,  Y,  Z  nach  den 
drei  Goordinataxen,  und  das  Kräftepaar  (P,  — P)  nach  §.  45  in  die 
drei  Seitenpaare  Yz  —  Zy ,  Zx  —  Xz ,  Xy  —  Yx  in  Bezug  auf  die 
drei  Coordinataxen  zerlegt  werden.  Versetzt  man  auf  diese  Weise 
alle  Kräfte  nach  A,  zerlegt  sie  da,  zerlegt  auch  alle  durch  die  Ver- 
setzungen hervoi^ebrachten  Paare,  so  wird  man  längs  der  drei  Coor- 
dinataxen die  Kräfte 

x  =  jx,  r«jY,  z  =  ^z 

und  in  den  drei  Coordinatenebenen  die  Kräftepaare 

L  =  5(Yi  — Zy),    Jf  =  ^(Zx  — Xi),    N=S(Kj  —  Yx) 
erhalten,  was  mit  den  Resultaten  des  §.  49  iibereinstimmt. 

§.  50. 
Im  Allgemeinen  bleibt  man  bei  den  Kräften  X,  F,  Z  und  den 
Paaren  L,  M^  N  stehen  und  setzt  diese  nicht  wieder  mit  der  Kraft 
R  und  dem  Paare  G  zusammen.  Die  Gleichung  X=  SX  =  o  drückt 
dann  aus ,  dass  der  Körper  nicht  in  der  Richtung  der  x  Axe ,  die 
Gleichung  ¥==  SY  =  o,  dass  der  Körper  nicht  in  der  Richtung  der 
yAxe,  die  Gleichung  Z  =  5Z  =  o,  dass  der  Körper  nicht  in  der 
Richtung  der  z  Axe  bewegt  wird;  die  Gleichung  L  =  5(Yz — Zy)  =  o 
besagt,  dass  der  Körper  nicht  um  die  x  Axe,  die  Gleichung  Jf  =  ^(Zx 
—  Xz)  =  0,  dass  der  Körper  nicht  um  die  y  Axe,  die  Gleichung 
JV=  S(Xj — Yx)  ^sa  o,  dass  der  Körper  nioht  um  die  z  Axe  ge- 
dreht .wiid.  Finden  alle  diese  Gleichungen  statt,  so  muss  natOriich 
auch»  wie  vorher  bewieseni  Gleiehgewicht  »tattfioden,  sonrt  aber  nichL 
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§51. 
Wie  wir  §•  48  gesehen  haben ,  können  alle  aof  einai  festen 
Korper  wirkende  Kräfte  immer  zu  einer  durch  eiaen  beltebigen  Punkt 
(^»  tff  ^)  gehende  Resultantkraft  ü,  und  su  einem  Resultantenpaare 
G  redudrt  werden,  und  es  sind  diese  durch  die  Gleichungen  * 

R  =  V-X»  +  F«  +  Z% 
L  =  5(Y*  — Zy)—  (7»  -Zff), 
Jl  «  Silx  —  Xi)  —  (Zaj  —  X»), 
/V  «  5(Xy— Yx)—  (Xy  —  Yx), 

bestimmt 

Die  Grössen  Xf  y^  %  können  willkürlich  genommen  werden,  und 
das  Resultantenpaar  G  wird  eine  davon  abhängige  Grösse  und  Lage 
erhalten.  Es  wird  deswegen  das  Resultantenpaar  in  Bezug 
auf  den  Punkt  [x^y^z)  genannt.  In  Bezug  auf  die  an  yerschie- 
denen  Punkten  derselben  mit  der  Richtung  der  Resultantenkraft  R 
parallele  Linie  wird  aber  G  immer  denselben  Werth  behalten.  Man 
kann  deswegen  immer  den  willkürlichen  Punkt  {x^  y^  z)  in  einer  alle 
Stellungen  der  Resultantenkraft  R  schneidenden  Ebene  annehmen,  z.  B. 
in  einer  durch  den  Anfangspunkt  des  Goordinatensystems  in  der  auf 
der  Richtung  von  R  senkrechten  Ebene.    Es  ist  alsdann 

Xx  +  Yy  +  Z%^  o. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

2(Yi  — Zy)  =  L,    5(Zx  — Xi)==M,    J(Xy  — Yx)  =  N, 

L»  +  M>  +  N»  =  G% 
so  erhält  man 

m  «  M— (Za?  — X«), 
W  =  N  —  (Xy  —  Yx), 
e«  =  L»  +  Ä*  +  N*  =*  G*  +  R\x^  +  y  +  »") 

--  %HYz  —  Zy)  —  2M(Z«~X«)  —  2N(Xy  —  Kar). 

Unter  den  verschiedenen  Werthen  von  G  ist  derjenige  zu  mer- 

ken^  welcher  ein  Minimum  ist    Bezeichnet  man  die  eoteprecbendeD 
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Wertbe  von  x^  y^  z  durch  c,  i^,  ),  so  wird  man  die  Gleichungen, 
ivroduroii  diese  Grössen  bestimmt  werden»  erimlten,  indem  man  d^  G, 
d^Cf  d^O  gldch  ^11  setzt.    Man  erhalt  alsdann 

(1)  Ä*»  «  NX  — LZ, 

Ä»j  «  LY^VLX. 
Unter  diesen  drei  Gleichungen  ist  die  eine  ypn  den  beiden  an- 
dern abhängig,  und  diese  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

bestimmen  dann  die  Lage  des  Punktes  (r,)^,  g)  in  der  vom  Anfangspunkte 
des  Coordinatensystems  in  der  Sichtung  von  R  senkrechten  Ebene. 
Aus  den  Gleichungen  (1)  findet  man  jetzt 

Ti-Z9=L-^tLX  +  MF+NZ), 
Zr  — X§  =«  M~^(LX4-Mjr-f  NZ), 

•  '.  Xs?  —  Kx  =  N  —  A(LX  +  MF 4- NZ).  '. 

Bezeichnet  man  jetzt  die  d^m  Punkte  {x,  Vt ))  entstHrecheiifeD  Wertbf 
von  G,  L,M  N  durch  ®,  8,  3»,  31.  so  werde» 

«  =  L -(Fj - Zv),    2tt  =  M-(Zr-Xj),   %  «  N  -(:?i^ :^ y^cV. 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  Jj-**Zj?,  Zjf  —  JTi,  JGy 

^-Fr  substituirt 

AT    LX+MF+NZ 


8  = 


Ä R 


m  ^  L    t-X+MF+NZ 
j^  ^   Z_    LX+MF+NZ 


®   =: 


LJr+Ä|F+NZ 


8__a;     ^      F     ^  _  z_ 
®""Ä*     @^1F'    ®"~ä' 

Aus  den  letzten  drei  Gleichungen  gebt  hervor,  dass  das  kleinste 

Rfisultantenpaar  @  auf  der  durch  den  Punkt  (r,  ^, ))  gehenden  Be- 

sritantb-aft  R  senkrecht  ist 


1 
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Multiplidrt  man  die  Glaicl|uiigen  (1)  der  Reihe  nach  respeelive 

mit  L,  Mt  N  oflfd  adclirt,  so  erhält  man 

Lr  +  Mj^  +  Nj  *=  o, 

d.ht  der  Punkt  (r,  9»  j)»  welcher  in  der  durch  (ien  Aoraogspunkt 
der  Coordioaten  in  der  Richtung  von  jR  3e&krechten  Ebene  «wi^ 
nommen  ist,  lieg^  aoch  in  der  Ebene  des  Resultantenpaarea  G;  er 
liegt  folglich  in  der  Linie,  in  welcher  diese  beiden  Ebenen  einander 
schneiden.  Multiplicirt  mandie  Gleichungen  (i)  der  Reihe  weh  nat 
tf  Pf  i  und  addirt,  so  erhalt  ipan 

R'(t^  +  ^'  +  0  ^  o^-®\ 

und  es  wird  daher  der  Abstand 

t  =  Yx'  +  s*  +  r 
des  Punktes  (c»  Vt  t)/vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten 

wodurch  dann  die  L^ge  der  durch  {x^  \)^  i)  mit  R  parallelen  Linie 
Tolfig  bestimmt  ist.  Alle  Kräfte,  welche  auf  den  festen  Körper  wir- 
ken, können  dann  zu  einer  längs  dieser  Linie  wirkenden  Kraft  jR 
=  YX*  4"  I^'  +  2*  wnd  2u  einem  auf  dieser  Linie  senkrechten 

Kräftepaar  ®  c=  -^ —      g     —  zusammengesetzt  werden»  und  das 

KffSftepaar  hat  in  dieser  Stellung  seinen  kleinsten  Werth.  Diese  Lage 

der  Resultantenkraft  jR,  welche  dann  auch  diejenige  der  Axe  des 

Kräftepaares  @  ist,    wnrd  die  Centralaxe  der  gegebenen 

Kräfte  genannt 

§•  ^^* 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen 

respectiye  mit  x^  y^  z  und  addirt,  so  erhält  man 

«•(M?  +  W  +  i«)  ==  LCFä  — Zy)  +  M(Z(r  — X«)  +  N(Xy— Ta?>. 
Dieser  Werth  in  die  Formel  des  Krällepäares  in  Bezi^  auf  den 
Punkt  (x,  y,  z)  substituirt,  giebt  dann 
e*  :;=:  G*  +  R\x^  +  y «  +  »«)  _  2h(Yz  —  Zy)  —  2M(Za;  —  Xz} 

—  2N(Xy  -  Yx) 
«  G»  +  B*(aj»  +  y»  +  »»)  —  lÄ'Cta?  +  ^f  +  g») 

-  G«  +  Ä*[(a? —xy  +  (y^  W«  +  (»  -  j)»]  -  R\x^  +  !?•  +  j'), 
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oder  C«  «  (»•  +  Ä*r% 

wenn  r  =  Y[{x  —  xY  +  (y  —  ifY  +  («  —  j)*]  <leii  Abstaad  des 
Punktes  {Xj  y,  z)  von  der  Gentralaxe  bezeichnet. 

Aus  dieser  Gleichung  leuchtet  dann  auch  ein,  dass  9  der  Ueinste 
Werth  yon  G  ist,  und  dass  G  lur  Punkte,  welche  gleiche  Entfer- 
nung von  der  Centralaxe  haben,  gleiche  Werthe  hat 

Bezeichnet  man  durch  9)  den  Winkel,  welcher  die  Axe  des 
Resultantenpaares  G  mit  der  Centralaxe  bfldet;  so  ist 

LX  +  MY+NZ        LX+MY  +  ^Z        (9 

C08  y  =  — gg —  =  —m —  =  r 

daher 

®  =  G  cos  y, 
Ar  s=  G  sin  ^. 

Es  ist  G  das  Resnitantenpaar  des  auf  der  Centralaxe  senkrech- 
ten Kräftepaars  ®  und  eines  in  der  durch  die  Centralebene  und  den 
Punkt  {x^f/fZ)  gelegten  Ebene  wirkenden  Kräftepaars,  dessen  Mo- 
ment das  Product  der  Kraft  R  mit  dem  Abstand  des  Punktes  (j?,  jff  z) 
von  der  Centralaxe  ist. 

§.  53. 

Die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  las- 
sen sich  auch  geometrisch  folgender  Weise  darstellen.  Es  sei  (Fig.  23) 
R  die  in  irgend  einem  Punkte  angebrachte  Resultantkraft,  G  ^ 
Resultantenpaar  in  der  Ebene  MN  wirkend.  Man  lege  durch  A  eine 
Ebene  ST  senkrecht  auf  AJR,  durch  den  Durchschnitt  AB  beider 
Ebenen  ST  und  MN  und  durch  die  Linie  AR  die  Ebene  UV.  Man 
zerlege  dann  das  Paar  G  in  zwei  Paare,  @  in  ST  und  @*  in  UV 
wirkend.  Die  Kraft  R  und  das  Paar  UV  können  nun  nach  §.  49  zu 
einer  mit  AR  parallelen  und  gleichen  Kraft  zusammengesetzt  wer- 
den, indem  man  R  m  der  Ebene  UV  so  weit  und  in  eine  solche 
Richtung  nach  C  versetzt,  dass  das  durch  die  Versetzung  hervor- 
gebrachte Paar  (jR,  — R)  das  Paar  ®'  aulhebt,  folglich  dass  ®' 
=  R.AC  =  R.T.  Es  bleiben  alsdann  das  Paar  ®  in  ST  und  die 
Kraft  jR  in  C  übrig,  und  CJR  ist  folglich  die  Centralaxe  der  ge- 
gebenen Kräfte. 
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§.54. 
Weil  ®  der  kleinste  Werth  von  G  ist,  so  muss,  wenn  die 
gegebenen  Kräfte  nur  eine  Resnltantenkraft  haben  sollen ,  ®  =  o 
sein,  folglich 

LX  +  MY+NZ  =  LX+MF  +  NZ=  o, 

■ 

d*  b.  das  RemUantenpaar  G  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Put^ki 
(xj  y,  z)  muss  nUi  der  durch  diesen  PunlU  gehenden  Resultanten- 
kraß  R  immer  in  derselben  Ebene  liegen. 

Substitnirt  man  die  Werthe  von  L,  M,  N,  so  eihalt  man 

:?X . l-C Yi  —  Zy)  +  ;rY.:?(Zx  — X«)  +  2Z.  J{Xy  — Yx)  «  o, 

was  mit  der  im  §.  36  entwickelteo  Bedinguogsgleichung  übereinstimmt 

Es  folgt  aus  der  obigea  geometrischen  Erklärung  dieser  Be«- 
dnigungsgieicbongy  dosd  zwei  Kri^,  welche  nicht  in  derselben  Ebene 
wirken,  nie  durch  eine  Resultantkraft  ersetzt  werden  können.  Dean 
es  sei  (Fig.  24)  P  die  eine,  Q  die  andere  Kraft,  AB  eine  auf  beiden 
senkrechte  Linie,  also  ihr  kleinster  Abstand.  Man  versetze  Q  von 
B  nach  A,  so  entsteht  durch  diese  Versetzung  ein  KriUtepaar  (Q» 
—  Q)  am  Arme  AB.  Die  Kräfte' Piund  Q^  in  A  wirkend^  köimeoi 
B«i  zu  einer  Kraft  R  zosammeiigesetzt  weftlen,  und  man.  behält 
ftfedann  diese  Kraft  und  das  Kräftepäar  (Q,  — Q)  ütbrig.  Der  Nei- 
giiiigswmiEel'  der  Kraft  R  mit  der  Ebene  des  Paares  ist  FAQ,  und 
dieser  Winkel  kann  nie  verschwinden,  wenn  nicht  P  gleich  Null  ist 
Die  Kraft  R  und  das  Paar  (Q,  —  Q)t  und  so  auch  die  Kr&fte  P 
und  Q,  können  daher  nie  durch  eine  Resnltantenkraft  ersetzt  werden. 

Die  Sraft 

R  ^  Y[{SKy  +  (2Y)'  +  [TLf], 

längs  der  Centrakxe  wirkend,  wird  die  Mittelkraft  des  Systems,  und 
das  Kräftepaar 

®  ^  SX .  3(Y2  -  2y)  4-  2Tr .  jjlx  —  Xz)  +  2Z .  ^(Xy  -^  Yx) ^ 

senkrecht  auf  der  Centr alaxe,  wird  das  Mittelpaar  des  Systems  genannt. 


L«krbaefc  d«r  ]f«chaDik. 
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Cap,  vi. 
GenbilffBikt,  GtntaalllBie  nd  OeibileiMM  dir  Krifte. 

§.  55. 

Wir  werden  jetzt  die  Bedingangen  des  Gleichgewichts  eines 
festen  Korpers  und  die  Redaction  der  Kräfte  suchen»  wenn  diese 
mit  unveränderlichen  Intensitäten  in  unveränderlichen  Richtungen  an 
ihren  Angriffspunkten  haften,  in  welcher  Stelhing  sich  der  feste 
Körper  auch  beGndet 

Wenn  man  den  Körper  nur  parallel  mit  sich  selbst  fortschiebt, 
findet  augenscheinlich  keine  Aenderung  in  der  gegenseitigen  Steflong 
des  Körpers  und  der  Kräfte  statt  Mao  braucht  daher  nur  die  Dre- 
hung des  Körpers  um  einen  beliebigen  Punkt,  als  welchen  wir  den 
Anfangspunkt  dar  Coordinaten  annehmen  woHen,  zu  betrachten. 

Um  diese  Drehung  des  Körpers  in  Formeln  ausdrücken  zu 
können»  ziehe  man  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  drei 
auf  einander  senkrechte»  im  Körper  feste»  mit  ihm  aber  im  Räume 
bewegticbe  Axen  u»  r»  w»  und  drei  im  Räume  feste  rechtwinklige 
Axen  X»  y»  z.  Es  sei  P  eine  der  gegebenen  Kräfte»  x,  y»  z  die  Coor- 
dinaten des  Angriffipunktes  nach  den  im  Räume  festen  Axen»  u»  y»  w 
die  Coordinaten  desselben  Punktes  nach  den  im  Körper  festen  Axes. 
Bezeichnet  man  durch  tp  den  Winkel»  welchen  die  Durchschnitts- 
Knie  der  vw  und  yz  Ebenen  Hut  der  %  Axe  bildet»  durch  9  den 
Winkel»  welchen  dieselbe  Linie  mit  der  w  Axe  bOdet»  und  durch 
9  den  Winkel,  welchen  die  z  und  w  Axe  mit  einander  biidm»  so 
wird»  wie  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist» 

X  »  o( —  sin  xp  sin  9)  +  v( —  tin  ^  cos  %p  -|-  cos  ^  sin  %p  cos  ^) 

-f-  w(cos  q)  cos  ^  +  "in  9  sin  ^  eos  9% 
y  a  a( —  Gos^  sin 9)  +  y{wa  9)  sin ^  -f  cos  y  cos rp  cos  ^) 

+  w( —  cos  y  sin  ^  -f-  sin  y  cos  %fß  cos  9)^ 
%   SB  u(8in  ip  sin  ^)  +  vCcos  ip  sin  d)  +  w(cos  d). 

Die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines  festen  Kör- 
pers sind  jetzt  nach  §.  23 
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«so,    2T  »  o,    2Z  =s  o, 

i(Y»  — Zy)«e,    5(Süt  — Xi)«o,    5(Xy-«Yx)  «=  o. 

Substitnirt  man  in  diese  Gleichungen  die  Wertbe  y<m  Xf  y»  2  und 
bemerkt,  dass  sie  lur  jeden  Werth  von  ^9  9^  ^  stattfinden  sollen» 
so  erhalt  man  die  Gleichungen  . 

2K  s=  o,     2Y  »  o,      2Z  B  o,   2Xu  »  o,   :?Xt  «  o,    2Xw  •-  o, 
lYu  BS  o,  2Yt  s=  o,  2Yw  «  o,  2Zn  »  o,   SLy  s  o,   2Zw  »  o. 

Wenn  die  u,  y,  w  Axen  mit  den  x,  y,  z  Axen  zusammenfallen» 
sind  X  =  u,  y  =:  y,  z  =  w.  Die  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts eines  festen  Körpers  bei  jeder  SteDung  des  Körpers»  wenn 
die  Kräfte  immer  mit  unveränderlicher  Intensität  und  in  unverän- 
derlichen Richtungen  an  ihren  Angriffspunkten  haften»  sind 
2X  =0,  2Y  «:  o,  X&  =»  o,  5Xx  s=  o,  iXy  «=  o,  2Xi  az  o, 
TliL  ==  o,  Tij  «  o,  Ti%  =  o,  2Zx  «  o,  2Zy  «  o,  5Zi  =  o. 

Finden  diese  Gleichungen  bei  irgend  einer  Stellung  des  Kör- 
pers statt,  so  werden  sie  auch  für  jede  andere  Stellung  stattfinden 
und  der  Körper  daher  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht  sein, 

§.  56. 
Finden  dagegen  nicht  aUe  jene  Gleichungen  statt»  so  kann  man 
immer  eine  oder  mehrere  neue  Kräfte  hinzufügen»  welche  das  Gleich- 
gewicht für  jede  Stellung  des  Körpers  herstellen»  wenn  diese  neuen 
Kräfte  wie  die  übrigen  immer  mit  unveränderlichen  Intensitäten  und 
in  unyerindterlichen  Richtungen  an  ihren  Angrifibpunkten  haften.  Die 
Kräfte»  welche  diesen  entgegengesetzt  in  denselben  Angriffspunkten 
wirken»  werdra  dami  bei  jeder  Stdlong  des  Körpers  die  gegfebenen 
Kräfte  ersetzen.  Wir  werden  erst  den  Fall  untersuctoi»  wenn  nur 
eine  solche  neue  Kraft  nöthig  ist.  Es  sei  It  diese  Krafi»  x^y,»  die 
Goonfinaten  ihres  Angriflbpunktes ,  JT»  Yi  Z  ihre  Componenten»  so 
soR  —  II  immer  die  gegebenen  Kräfte  im  Oleiebgewicht  halten»  und 
es  gehen  driier  nun  die  Gleichungen  des  yorigen  Paragraphen  in 
2X  — X«o,  2Xx— JbBre,  JXy  — Xy«o,  :?Xs  — Xs«io» 
2fY  —  r  «.  o,  Stu  —  r«  =*  ö,  ^Yy  —  ry  «  e,  3Y»  —  K»  «  o, 
SL  ^Z»o^   2Zx  —  Za?  =•  •,  SZj  — i^y  «»  0,   STa  — Z»  =  o, 

6* 
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über,  woraus 9  wenn  die  MittdkraR  nicht  Null  ist,  d.h.  nicht  zu- 
gleich SX^sOf  JTY^so»  ^  =  0,  die  folgendoi  Bedingungsglei- 
ebongen  hervorgehen 

JXx  _  2Yx  _  2Zx      SXy       2Ty  _  JZy      SXz  _  JgYz  _  ^gZa 
2X  "  2Y  '^  2Z^    "TX"  '^  ^  ■"  J?Z  '      ^X  ~"  IT  ""  2Z  ' 

Sind  diese  fiedingungsgleichungen  erfijllt,  so  wird 

per  Punkt  {cc,y,z)  wird  alsdann  der  Centralpunkt  der  gege- 
benen Kräfte  genannt 

Sind  die  KräHe  parallel  und  ihre  Summe  ^P  nicht  gleich  Null, 
so  finden  die  obigen  Bedingungsgleichungen  immer  statt  Bezeichnet 
man  nämlich  durch  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Kräfte  mit  den 
drei  Axen  bilden,  so  wird 

"3x"  cosa:gP  ^2^'    ebenso  -^^  = -^  u. s.  w. 
Die  Resultantkraft,  welche  bei  jeder  Stellung  des  Körpers  die  ge- 
gebenen Kräfte  ersetzen  kann,  wird  alsdann 

Ä  «  JP, 
und  die  Coordinaten  ihres  Angriffspunktes  sind 

^Px  :^Py  .JPz 

^"^  JP'   ^^~2?'   *="  JF' 

was  mit  den  Resultaten  des  §.  37  übereinstimmt  Der  Punkt  (x,  y,  z) 

wird  dann  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  genannt 

§.  57. 

Finden  die  Bedingungsgleichungen  des  vorigen  Parngraphen  moht 

statt,  so  können  sie  nicht  bei  jeder  Stellung  des  Körpers  durch  dne 

immer  in  demselben  Punkte  haftende  Resultantkraft  ersetzt  werden. 

Suchen  wir  nun  die  Bedingungsgleichungen,  wie  die  gegebenen  Kräfte 

durch  zwei  neue  Kräfte,  oder  was  immer  dasselbe  ist,  durch  eine 

Kraft  und  ein  Kräftepaar  ersetzt  werden  können«    Dass  man  statt 

zweier  Kräfte  eine  Kraft  und  em  Kräftepaar  annehmen  kann,  sieht 

man  leicht  ein,  denn  es  seien  (Fig.  24)  P  in  A  und  Q  in  B  die  « 

beiden  Kräfte^  so  kann  man  sie  immer  bei  jeder  Stellung  der  Linie 
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AB  auf  eine  Kraft  R  in  A  und  auf  ein  Kräftepaar  (Q ,  —  Q) ,  am 
Arme  AB  wirkend»  reduciren. 

Es  sei  jetzt  R  die  ersetzende  Kraft»  JT»  F»  Z  ihre  Componeu- 
ten,  AT,  y,  z  die  Coordinaten  ihres  Wirkepunktes,  9t  die  Kraft  des 
ersetzenden  Paares ,  3f »  9f  3  ihre  Gomponenten ,  r,  9, }  die  Projec* 
tionen  ihres  Armes,  x^  y^  z'  die  Coordinaten  des  Wirkepunktes  der 
Kraft  JR ,  x*\  y",  js"  diejenigen  der  Kraft  —  91,  daher 

r  =  a?'  — a?",    5«?'  —  »",    g  =  »'  — »", 
so  werden  die  Bedingungsgleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  die 
gegebenen  Kräfte  mit  den  neuen  Kräften  A,  9t,  —  9t  im  Gleichge- 
wicht sind,  nach  §.  55 

2X  =  X,  SXx  ^Xx  +  3?r,  ^^Xy  =  Xy-^X\),  2X%  =  X«  — Sej,' 
5Y  =  y,  SYx  ^Yx  +  g)r,  SYy  =Yy  +  2)^,  :^Ya  :^  Kj  — ©j, 
22  =  Z,   2Z«  =  Zx  +  3r,    SZy  =  Zy  +  3i?,    :^»  ==  Za  +  3j. 

Eiiminirt  man  hier  zuerst  die  Grössen  X,  F,  Z,  3f,  S)«  3»  so 
erhält  man  (1) 

tfSXx—xSXj—i^^x—xyySX  =* o,  gJSXx— ri^Xi— (ja?— w):SX« o, 
^2Yx  — jC^Yy  — (^x— ry)JY  =  o,  iSYx  —x2Y%  — (ga?— w)2Y  =  o, 
*^2Zx  — t^Zy  — ftx  —Ty)2Z  =  o,  j^Zx  — r2Zi  — (ja?— r»)2Z  =  o. 

Eiiminirt  man  nun  ferner  die  Grössen  {\)x  —  ry)  und  (jx  —  xz)^  so 
erhält  man,  wenn  nicht  die  Mittelkraft  Null  ist, 

i?[2Y2Xx  —  2X2Yx]  =  r[2Y2Xy  -  2XJYy], 

5[jz:sxx  —  sxszx] « xiszixj — :rac^Zy], 

8[2Y2Xx  — 2X:?Yx]  =.  i[JY2X»  -.:?X2Y«], 
j[JZ:^Xx  —  ^XJ^Zx]  =  x[2ZSX%  —  XXJZi], 
und  hieraus  endlich  die  zwei  BedingungsgleTchungen 

SXlSYxSZy  -  ^Zx^Yy]  +  SVlSXjIZx  —  2Zy  2Xx] 

+  :?Z[2Yy2Xx— 2Xy2Yx]  «  o, 
^^^  2X[5Yx2Zi  —  JZx JYi]  +  SY[SX%  2Zx  —  ^i  2Xx] 

+  2Z  [rYy 2Xx— '  2Xi  JYx]  «  o. 
Sind  diese  Bedingungsgleichnngen  erfiillt,   und  iHcbt  zugleich 
2X  =  ö,  2Y  =  0,  ^Z s=  0,  und  setzt  mm  der  Kürze  wegen 
JYiXx  — 2X2Yx«S^,    :5YJXy-iX:rYy«Sy, 

2YJX»  —  :ex:syi  «  s. , 
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80  findet  man,  w^m  x  willkürlich  angeaommea  wird, 

^«^'S;'     j  =  r.g.. 

Beseichoet  man  durch  ^^  f»,  )^  die  Winkel,  welche  der  Arm  (r,  t^ )) 
des  Kräftepaares  {%  — 9i).mit  den  Coordinataxen  bildet,  so  wird 

COB  l  «        . t      COS  ^   =  \  , 

vs:+s;+s:     '^    vs:+s;+s: 

s. 

COB  |/   s 


Die  Richtung  dieser  Linie  ist  folglich  eine  bestinunte  und  von  dem 
willkürlichen  Werth.von  x  unabhängig. 
Setzt  man  femer  der  Kürze  willen 

so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1) ,  wemi  x  willkürlich  ange- 
nommen wird, 


X  "x  ■'X  ^x 


(3)  y^x.f  +  ^,     »^a>.^  +  ^ 


Diese  sind  aber  die  Gleichungen  einer  mit  dem  Arme  des  Kräfte- 
paars (9t,  — 9t)  parallelen  Linie,  in  welcher  der  Wirkepunkt  der 
Kraft  R  willkürlich  angenommen  werden  kann.  Ihre  Lage  ist  durch 
die  Gleichungen  (3)  völlig  bestimmt  und  im  Körper  fest;  sie  wird 
die  Centraliinie  des  Systems  genannt. 

Die  Kräfte  X,  Y^  Z,  X,  S)»  3  werden  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen bestimmt: 

r  '  r         '     ^  r         * 

Wem  die  Bedingungsgleichungen  (2)  der  Centraflinie  erfiält 
sind,  können  die  gegd>enen  Kräfte  immer  auf  eine  Kraft  und  auf  «n 
Kräftepaar  redudrt  werden.  Der  Wirkepunkt  d^  Kraft  kann  willkür- 
lich in  der  GentralKnie  gewählt  werden,  und  die  Kraft  ist  der  Mit- 
telkraft des  Systems  gleich  und  paraUel;  der  Arm  des  Paares  kann 
beliebig  auf  einer  der  Centraliinie  paralleten  Linie  angenommen  wer- 
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den»  und  die  Kraft  des  Paares  bekommt  eine  von  der  wSIkürlich 
gewahken  Lar^e  des  Arms  und  der  Lage  des  Wirkepunkts  der 
Kraft  bestimmte  Grösse. 

Statt  auf  eine  Kraft  und  auf  ein  Paar  können  die  gegebe- 
nen Kräfte  auch  auf  zwei  Kräfte  redudrt  werden »  deren  Wirke- 
punkte dann  wiilkürGch  in  der  Centraliinie  gewählt  werden  können. 

Gomponenten  und  Goordinaten  der  Wirkepunkte  dieser  Kräfte 

dann 

x-x,  r— 8),  z— 3,  a?,  y,  », 

«5  9,  3,   a?  +  t,   y  +  j>,   »  +  J. 
Die  Bedingungsgleichungen  (2)  werden  erfüllt,  wenn  alle  gegebenen 
Kräfte  einer  Ebene  parallel  sind,  weH  alsdann  alle  Zsso. 

§.  58. 
Wenn  die  Blittelkraft  NuU  ist,  folglich  ^X=o,  :?Y=o,  ^Z=o, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  die 
folgenden  Bedingungsgleichungen 
,,.  SKx      SYx      SZx      SXx       SYx      Slx 

Eine  der  Projectionen  des  Armes,  z.  B.  r,  kann,  wenn  diese  Bedin- 
gungsgleichungen erfüllt  sind,  willkürlich  gewählt  werden  und  man  hat 

femer 

Asso,    x«o,    Z  ^  o^    3t  SB -y»    g;  *3  ~p»    ^       "Ic — 

Die  gegebenen  Kräfte  können  immer  durch  ein  Paar  ersetzt 
werden,  dessen  Arm  eine  willkürliche  Länge  und  Anfangspunkt  ge- 
geben werden  kann,  dessen  Neigung  aber  bestimmt  ist  Bezeichnet 
man  wie  vorher  durch  A,  /*,  v  die  Winkel,  welche  der  Arm  mit 
den  drei  Coordinataxen  bildet,  so  ist 

5Xx  SYx 


cos  X 


ViSYixy  +  (JSXy)>  +  axz)»        V(J?yx)«  +  (;?Yy)«  +  (-^z)" 

Slx        

V(52x)»  +  (i*Zy)'  +  (Äz)» 
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cos  u  = 


eo8  p 


^       V(JXx)»  +  {2}iyy  +  (-5X2)«        VUVx)>-f-(-2Yy)»  +  (:^Yz)» 

^  2^Zy 

y(^Zx)»  +  (-SZy)>  +  (:S'Zz)» 
^Xz  2Vz 


y  (^Xx)»  +  aXy)«  +  (iXz)»        Y(2Yxy  +  (2YYy  +  (2Yzy 

^ ^Zz 

V(2Zx)>  +  (2Zy)»  +  (2Zzy  ' 

Die  BedingungsgleichuQgen  (1)  werden  errüllty  wenn  die  gege- 
benen Kräfte  alle  parallel  sind,  und  weder  eine  Resultantkraft  haben, 

noch  im  Gleichgewichte  sind. 

§.  59. 

Sind  keine  der  vorhergehenden  Bedingungsgleicbungen  erfiillt, 
so  können  die  Kräfte  doch  immer  durch  drei  neue  Kräfte,  oder, 
was  dasselbe  ist,  durch  eine  Kraft  und  zwei  Kräftepaare  ersetzt 
werden,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wenn  die  Mittelkraft  Null  ist 

Es  sei  R  die  ersetzende  Kraft,  X,  F,  Z  ihre  Gomponenten, 
X,  y,  z  die  Coordinaten  ihres  Wirkepunktes,  91  die  Kraft  des  er- 
sten ersetzenden  Paares,  X,  g),  3  "hre  Gomponenten,  r,  9, )  die  Pro- 
jectionen  ihres  Armes,  Sl'  die  Kraft  des  zweiten. ersetzenden  Paa- 
res, X',  §)',  3'  ihre  Gomponenten,  x',  V'»  j'  ^^  Projectionen  ihres 
Armes.  Die  Bedingungsgleicbungen,  welche  ausdrücken,  dass  die  ge- 
gebenen Kräfl;e  mit  der  Kraft  —  R  und  mit  den  beiden  Kräftepaa- 
ren ( — 91,  9t),  ( — 91',  91* )  in  fortwährendem  Gleichgewicht  sind, 
welche  Stellung  auch  dem  Körper  gegeben  wird,  sind  nach  §.  55 

:^X  =  X,   SY  =Y,   2Z  =  z, 
SXx=^Xx  +  Xx  +  X'x\  ^Xy=Xy+X^+XV,  2Xz=:Xz  +  Xi  +  ri', 
SYiL^Tx  +  m  +  m',  2Yy  =  ry+g)^+8)V,  ^»  =  FÄ  +  8)j+g)Y, 
rZx  =  Za:+3Jf+3V,  2Zy  =  Zy +3l?+3Y.  ^Zi  «Za  +  3i+3'§'. 

Eliminirt  man  hier  erst  die  Grössen  JT,  F,  Z,  3f,  g),  3»  3E^  g',  3' 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

9i'  —  i^'  =  «9    gl'  —  rj'  =  V,    rJ?'  —  i;i'  =  w,   ua;  +  vy  +  wä  =  », 
so  wird  u2Xjs,+  ySKj  +  vr2Xi —  s^X  =  o, 

nSYx  +  v-:?Yy  +  wJ^Yz  —  %2Y  =  o, 
u^Zx  +  v5Zy  +  w^Z»  — .  b2Z  =  o. 
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Setzt  man  jetzt  der  Kürze  willen 
SXISZmSYj  '^  2Y%SZj)  + .  SY(SZySX%  -  SZ%  SXj) 

+  SZ(2YbSXj^2YjSX%)^V, 

SXiSYmSZis.  —  SZ%SYx)  +  2Y(2Z%  STLx  —  2Zx2X%) 

+  -^Z(r^x2X»  —  JYxJJXx)  =  V, 
SXiSYxSZj  —  ^-ZxJYy)  +   SYi^ZjSXx  -  2Zx2Xj) 

+  2Z(2Yx2Xj^2Yy2X%)^yV, 
SXx(2Z%  SYj  -  SYtSZj)  +  SYi^(2Zy2X%  —  2Zi  2Xj) 

+  2Zx(2Y%  2Xj  —  2Yy2Xi)  =  S, 
so  erhält  man  aus  den'  vorigen  Gleichungen,  wenn  nicht  die  Mittel- 
kraft Null  ist,  d.  h.  wenn  nicht  zugleich  2X  =  o,  2Y  =  o,  2Z  =  o, 

o       ü      l_V^      Z-^  — 

s  ^  S'     s  ~  S  '      8  ■"   S' 

Nimmt  man  die  Grössen  x^  y^  Xf  \ff  x%  \/  wülkürlicb  an,  so 
findet  man 

i  = vT""    »= w— '    ^^ W 

Diese  Gleichungen  bezeichnen,  dass  der  Punkt  {x,  y,  z)  willkürlich 
in  einer  Ebene  gewählt  werden  kann,  deren  Gleichung 

Vx  +  Yy  +  Wi  =  S 
ist,  und  die  beiden  Arme,  deren  Projectionen  r,  9,  j  und  jc',  9',  j'  sind, 
kÖDoeii  beliebig  dieser  Ebene  parallel  angenommen  werden.    Diese 
Ebene  wird  die  Centralebene  der  gegebenen  Kräfte  genannt, 
und  ist  im  Körper  fest.  Die  Kräfte  X,  Y,  Z,  3f,  2),  3#  3f'i  2)',  3'  werden 

X==:^X,    Y^2Y,    Z=.2Z, 


t^'  —  t^r 
\^2Z%  —  t'2ZY  —  (ö'a:  —  t'y)2Z 


•^  n?'  —  i)r' 

,«'=  y^Xy  —  l?:gXx  ~  (ry  -  \fx) 


rt^'  — J^r* 


q/^  r2Zy  —  y>::?Zx  •-  (ry  —  ^x)2Z 
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Wenn  die  Mittelkraft  nicht  Null  ist,  können  die  gegebenen  Kräfte 
immer  zu  einer  Kraft  und  zu  zwei  Paaren  reducirt  werden.  Der 
Wirkepunkt  der  Kraft  kann  belidl)ig  in  der  Centralebrae  gewählt 
werden,  und  sie  ist  der  Mittdkraft  des  Systems  ^eich  und  parallel; 
nimmt  man  die  Aime  der  beiden  Paare  auf  zwei  der  Gentralebene 
parallelen  Linien  beliebig  an,  so  wird  die  Grösse  der  Kräfte  dieser 
Paare  von  der  willkürlich  gewählten  Lage  und  Grösse  der  Arme 
und  von  der  Lage  des  Wirkepunkts  der  Kraft  abhängig. 

Statt  auf  eine  Kraft  und  auf  zwei  Paare  können  die  gegebe- 
nen Kräfte  auch  auf  drei  Kräfte  reducirt  werden,  deren  Wirke- 
punkte überdies  willkürlich  in  der  Gentralebene  gewählt  werden  kön- 
nen. Die  Componenten  und  Goordinaten  der  Wirkepunkte  dieser 
Kräfte  sind  dann 

x-x-x',  r— g)-r,  z-3— 3S  a?,  y, », 

X»  8)»  3i   a?  +  r,  y  +  f)j  »  +  j, 
X',a)',3S  ^  +  r',  y-hl?',  a  +  j'. 

§.  60. 
Unter  den  verschiedenen  Lagen,  welche  man  dem  Wirkepunkt 
der  Kraft  und  den  Armen  der  beiden  Paare  geben  kann,  ist  vorzüg- 
lich diejenige  zu  merken,  welche  so  gewählt  ist,  dass  jede  Kraft  auf 
der  Richtung  der  anderen  senkrecht  steht  und  die  Arme  der  beiden 
Paare  auch  auf  einander  senkrecht  sind.  Die  Grössen  x^  y,  r,  9,  r',  9' 
müssen  dann  so  gewählt  werden,  dasd 

XX  +  r©  +  Z3  =  o,  xx'+w+  Z3'  =  o,  3ex'+ 8)g)'+ 33' «  o, 

»'  +  w  +  «'  =  o. 

Substituirt  man  in  die  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  die  Werthe 

von  X,  r,  Z,  3f,  g),  3,  S',  2)',  3',  so  erhält  man 

^'[^X^Xx  +  SYSYx  +  2ZSZx]  —  x'lSX2Xy  +  2YSYj  +  SZIZj^ 

-  (i?'a:-jc'y)[(2X)>  +  (2Yy  +  (2Z)']  =  o, 

^  ISXSXx  +  2Y2Yx  +  2Z5Zx]  —  x[^X5Xy  +  IY2Yj  +  JZJSZy] 

^(t)x-  xyMSXy  +  CTY)»  +  (2Zyi  =  o, 
und  hieraus 

_  :S^X^X  X  +  SYSYx + :gZ^Zx         _  SXSXy  +  SYSYy  +  SISZy 
^  (S\y  +  (2Yy  +  (^Z)*     '   y  "^      (^X)"  +  iSY)^  +  (2Zy     ' 
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nnd  wiederum 

S  — Oar-Vy  _  2K2Xz  +  2YSYz  +  ^Z^Zz 

Dieser  Punkt  {Xf  y,  x)  ist  aber  nun  der  Mittelpunkt  aller  mit 
der  Mittelkfäft  parallelen  Projectionen  der  g^ebenen  Kräfte.  Denn 
es  ist  die  Projection  der  im  Punkte  (x,  y,  z)  wirkenden  Kraft  P: 

y(2X)^+iSYy+(SZr  ^^  ^^^^^^^  ^^^^^'^  *®  Coordinaten  des 
HGttelpunkts  dieser  Kräfte  die  obigen  Werthe  erhalten. 

Dieser  Punkt  {x,  y,  z)  wird  der  Mittelpunkt  der  Gen- 
iralebene  genamit. 

Wir  werden  jetzt  diesen  Punkt  x^  y^  z  als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  und  den  Körper  in  eine  solche  Stellung  gedreht  anneh- 
men, dass  die  Centralebene  mit  der  xy  Ebene  zusammeniallt.  Wir 
nehmen  ferner  die  Arme  der  beiden  Paare  in  der  Centralebene  und 
senkrecht  auf  einander  an;  der  erste  Arm  bilde  ein^n  Winkel  u  mit 

der  xAxe,  der  zweite  den  Winkel  q+u,  so  soll  u  jetzt  so  be- 
stimmt werden,  dass  die  Kräfte  {X,  g),  3)»  {^'9  S)'»  30  senkrecht  auf 
einander  stdien,  oder  dass  3ÖE'  +  g)g)'  +  33'  =  o.  Weil  jetzt  x^  y,  z 
gleich  Null  «nd,  geben  die  Formehi  des  vorigen  Paragraphen 

^        1^'^Xx— r'^Xy  ^,  tSXy—tfSHx 

tcf  —  ^i*  ttf'  —  ^rf 

^  _  y:gYx>-t-2Yy,  y  _  j;:?Yy>-»^Xx 

^ ry - Xft      '  ^   "*        tcl-'^t      ' 


folglich 


tti*^Xit      '     ^  r^'  — i^x'      ' 


rr-K^Xx)«  +  ffYx)»  +  (J^Zx)»]  +  l^V  [(^Xy)'  +  CgYy)»  +  (JgZy)»] 

r^'  —  l?r' 

Es  ist  aber  jetzt 

9  33  X  tang  n,   ^^  a  —  r'  cotang  u, 
ddier 

jr^'  +  l^t'  ==  rr'(tang  u  —  cotang  u)  =  — 2rr^  cotang  2u, 

rt*  +  %Mi*  =s  I^J^'(1  —  taug  u  cotang  u)  =  o,    1?V'  ■=  —  ^'' 
uod 
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+  (2Xxy  +  (SYxy  +  (szxy  -  (2Xjy  -  (SYjy  -  {SZjyi 

Damit  dieser  Ausdruck  Null  werde,  muss  man  u  so  wählen,  dass 

cotanir  2u  -~  C^Xy)»  +  (^Yy)»  -f  {2Zyy  ^  (2Xx)^  ^  j^Yxy  ~(^x)' 

Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Gentralebene  zwei  mit  den 
auf  diese  Weise  bestimmten  Richtungen  der  Arme  parallele  Linien, 
so  werden  diese  die  Mittellinien  der  Gentralebene  genannt 

§.  61. 

Wenn  die  Mittelkraft  Null  ist,  d.  h.  -2X  =  o,  2Y=  o,  2Z  =  o, 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  des  §.  59  die  folgende  Be- 
dingungsglachung  S  »  o. 

Wenn  diese  Bedingungsgieichung  erfiillt  ist,  findet  man 

u  _  ^XyJ^Yz-^^Xz^y       v^  _  2Xz2Yx'^  2Xx2Yz 
w  ■"  2Xa  2Yy — ^Xy -^Yx  '      w  ""  2Xx  2 Yy  —  2Xy  2Yx  ' 

Zwischen  den  6  Grössen  r,  9,  j,  r',  9',  j'  finden  dann  nur  zwei 
Gleichungen  statt.   Nimmt  man  r,  t;,  r',  \)'  willkürlich,  so  findet  man 

3  w^w°  w^w 

d.h.  beide  Arme  müssen  der  Ebene 

xi2Kj2Y%—2X%2Yj)  +  y(2X%2Yx  —  2Xx2Y%) 

+  z(2Xx2Yj  —  2Xy2Yx)  =  o 
parallel  sein,  können  aber  mit  beliebiger  Grösse  und  Richtung  an- 
genommen werden.    Für  die  Kräfte  findet  man  ferner 

X  =  o,    F  =  o,    Z  =  0, 
^  \i'2Xx-t'2XY     ^  ^  ^'2Yx—t'2YY      ^  ^  i^'2Zx—t'2Zj 

y,  _  x2XY'-t)2Xx,      .,       x2Yy-^2Yx      q,  _  rJ^Zy  -  \)2Zx 

§.62. 

Wenn  endlich  die  Mittelkraft  Null  ist,  die  Bedingungsgleichung 

S  =  0  aber  nicht  stattfindet,  so  können  immer  die  gegebenen  Kräfte 

auf  drei  Kräftepaare  reducirt  werden.    Es  seien  3B,  g),  3  die  Com- 

ponenten  der  Kraft,  x,  V>  J  die  Projectionen  des  Armes  des  ersten 
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Paares^  X',  S)',  3'  ^  Gomponenten  der  Kraft  und  xf,  \)\  )^  die  Pro- 
jertioiieo  des  Armes  des  zweiten  Paares,  BE'',  g)^^  3''  die  Componen- 
tan  der  Kraft  und  r'S  tf*\  g"  die  Projectionen  des  Armes  des  zwei- 
ten Paares,  so  werden  die  Bedinguogsgleichmigen  des  §.  55 

^Xx  =  Xx  +  X'i'  +  X"r",     2Xj  =  «9  +  X'^'  +  X'^i^", 

iZx  =  3x  +  3'a:'  +  3"J",    ^2^y  =  3j?  +  3'i?'  +  3"»?", 

:?z.  =  3j  +  3'j'  +  3"8". 
Die  Grössen  r,  9,  j,  r',  9',  j',  r'^  9",  j",  d.h.  die  Grösse  und  Lage 
der  Arme  könne  ganz  willkürlich  angenommen  werden.    Die  Kräfte 
3P,  §),  3>  •  •  •  3"  werden  dann  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt 

U.    8.    Tt. 

§.63. 
Wir  bal^ii  §.  60  gesehen ,  dass»  w^nn  mehrere  Kräfte  aqf  ei- 
nen Körp^  wurken  und  b0i  jeder  .Steliuiig,  wekhe  man  dem  Kör- 
per g^ben  mag»  in  uoveränderlichep  Richtungen  mit  unyeräod^lichea 
Intensitäten  aa  ihren  Angriffspunkten  haften,  so  können  sie,  yfem 
die  Mittelkraft  nicht  Null  ist,  durch  eine  Kraft  und  zwei  Kräftepaare 
ersetzt  werden.  Der  Wirkepunkt  der  Kraft  kann  im  Mittelpunkte 
der  Centralebene  gewählt  w^den»  und  diese  Kraft  ist  der  Mittel- 
kraft des  Systems  gleich  und  parallel.  Die  Arme  der  beiden  Paare 
können  den  Mittellinien  parallel  und  mit  beliebiger  Länge  angenom- 
men werden.  Die  Kräfte  dieser  Paare  sind  dann  auf  einander  und 
auf  der  Resultantkraft  senkrecht.  Bei  jeder  Stellung  des  Körpers 
können  diese  Paare  zu  einem  Resultantenpaar  reducirt  werden,  und 
durch  Versetzen  der  Kraft  in  irgend  einen  Punkt  der  zu  dieser  Stel- 
lung gdiörigen  Centralaxe  (§«  51)  ininnen  wieder  dasRestdtanten- 
paar  und  das  durch  die  Versetzung  hervorgeliracfaie  Paar  zu  einem 


^ 
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auf  der  Centralaxe  senkrediten  Kraftepaar  Eusanunengesetzt  werden. 
Dieaes  ist  alsdann  das  bei  dieser  Steüang  des  Körpers  nöglidist 
kleinste  Paar  und  gleich  der  Projection  des  ersten  Resuitantenpaares 
auf  einer  Ebene,  welche  senkredit  in  der  Richtang  der  Mittelkraft 
ist  (§.  51). 

Verändert  man  die  Richtung  des  Körpers,  so  verändert  sich 
auch  die  Lage  dieser  Centralaxe  im  Körper,  so  wie  die  Grösse  des 
dazu  gehörigen  kleinsten  Paares.  Wir  werden  jetzt  die  Stellungen 
der  Centralaxe  suchen,  wenn  das  kleinste  Kräftepaar  Null  ist,  und 
die  Kräfte  folglich  zu  einer  Resultantenkraft  reducirbar  sind. 

Statt  aber  wie  bisher  Alles  auf  die  im  Räume  festen  Coordina- 
tenaxen  zu  beziehen,  d.  h.  die  Richtung  der  Kräfte  als  unveränder- 
lich und  die  Lage  des  Körpers  als  drehbar  zu  betrachten,  werden 
wir  jetzt  drei  im  Körper  feste  Axen  zu  Coordinataxen  annehmen, 
und  daher  den  Körper  als  fest,  die  Richtungen  d^  Kräfte  aber  als 
veränderlich  betrachten,  doch  so,  dass  die  Kräfte  fortwährend  die- 
selben Winkel  unter  einander  bilden,  also  immer  dieselbe  Stellung 
zu  drei  im  Räume  beweglichen  Coordinatenaxen  haben. 

Nehmen  wir  jetzt  ak  Anfangspunkt  des  im  Körper  festen  Coor- 
dinateasystems  den  Mittelpunkt  der  Centralebene,  die  z  Axe  senkrecht 
auf  derselben,  die  x  und  y  Axe  längs  der  beiden  Mittelfa'nien  an,  so 
wird,  wenn  wie  vorher  r,  9,  j  die  Projectionen  des  Armes  des  er- 
sten Paares,  t%  y, }'  diejenigen  des  zweiten  bezeichnen, 

^  «  o,   §  =  o,    J^'  «=  o,    j'  =  o. 

Bezeichnet  man  femer  wie  vorher  durch  3?,  %  3  die  Gompo- 
nenten  der  Kraft  91  des  ersten  Paares ,  durch  dc'^  S)',  3'  diejenigen 
der  Kraft  9t'  des  zweiten  Paares,  so  wird  nach  §.  60 

X=5X,    7«:?Y,    Z«2Z, 

x  =  ^,  g)..^,3  =  ^,3e'-^,  8)'  =  ^,3'-^- 

Die  Gomponenten  des  Resultantenpaares  der  beiden  gegebenen 
Kräftepaare  werden,  weil  die  Resultantenksoft  im  Anfimgipmikt  dm* 
Goordinaten  angebracht  ist, 
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M  -  3»  +  3V -Xj  -X'j'  =  Bx, 

N  =  «^  +  X'J>'  —  Sht  —  g)' j'  =  X'i)'  —  g)r. 
Hieraas  findet  man  alsdann  nach  §.  51  das  ideinste  Kräftepaar 

^  ^XL+YM  +  Za      n^y- A3')  +  x(YQ-Z9) 
R  R  ' 

Es  ist  jetzt  identisch 

(Zg)' — 3'r)X'  +  (13' — 3e'Z)S)'  +  (YX' — g)'X)3'  =  o, 

iZ®'  —  Q'Y)X  +  iX2'—X'Z)T  +  (rX'  —  9'X)Z  =  o. 
Verg^cht  man  diese  Gleichungen  mit  den  folgenden 

XX' +  w  +  a3' ^  o,   XX+q>T+3Z^o, 
so  erhalt  man 

ZO)'  — 3'r=m3E,    XQ'  —  X'Z^m&,    YX'  —  9'X^mS, 
wo  m-eme  noch  anbekannte  Grösse  ist    Werden  die  letzten  Glei- 
chungen quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man 
m*(X*+®*+Q*)  =  (ZW'—a'T)^  +(X3'— X'Z)»  +  (yX'— g)'X)% 
oder,  durdi  eine  leichte  Reduction, 

mm*  =  si'*R*—iXX'  +  r&+ Z30*  =»  «'*«*, 

weil 

XX' +  r©' + Z3' =  o. 

Ser«as  findet  man  alsdann 

af'Ä«  »R 

Z8)'— S'r-^^X,    JI3'— X'Z  -  S^8),    FX'-8)'JC-?^3. 

Ebenso  findet  man 

3F-Zg)  =  ^3E',   3eZ-X3  =  ^g)',   3)X-FX-^3'. 

Dar  voriier  «atwickelte  Werth  von  ®  kann  daher  aaf  die  Form 
geivacfat  werden 

<R  =  y(23g'— y3')  +  r(y3-gS))  _  ,,,«      .,«»' 

Bezeichnet  man  durch  x,  y,  x  die  Coordinaten  eines  beb'ebigen 
Punktes  der  Gentralaxe,  so  ist  nach  §.51 
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Soll  jetzt  das  kleinste  Paar  ®  Null  sein,  so  wird  die  Lage  der  er- 
setzenden Kraft  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt 
r»— Zy  =  L=r:— 3'^S  Za;— Xi5  =  M  =  3r,  Xy— ra?  =  N  =  X'i?'--8)i:, 
von  denen,  vermöge  der  erfüllten  Bedingung  ®  =  o,  die  eine  von 
den  beiden  andern  abhängig  ist.  Diesen  Gleichungen  kann  folgender 
Weise,  unabhängig  von  der  Richtung  der  Kräfte,  Genüge  geleistet 
werden.    Man  setze  erst  x  =  o,  und  erhält  alsdann 

X5  =  — 3r,    Xy  =  X'>'  — g)T. 
Quadrirt  man  diese  beide  Gleichungen,  dividirt  die  erste  mit  r'9t* 
—  ^**?lt**  und  die  zweite  mit  t'9i%  addirt  hierauf,  so  erhält  man 

Es  ist  aber,  weil  die  drei  Kräfte  /{,  %  9t'  immer  auf  einander  senk- 
recht stehen,  die  Summe  der  Quadraten  der  Cosinus,  welche  die 
X  Axe  mit  diesen  drei  Kräften  bildet,  gleich  1,  d.  h. 

©'+  (!)■+  (!)■= '  ■  -»^  «"«^  ^^±1^ = '. 

daher 

r+8- =«•[©■+ (!)■],  i;  _  ^  .  (!)•- (j)-. 

Ferner  ist 

Diese  Werthe  substituirt,  geben  alsdann  leicht 

Wird  in  die  obigen  Gleichungen  die  ersetzende  Kraft  y  =  o 
gesetzt,  so  erhält  man  ebenso 

x^  z*  1 

—= — i 1 — = — i  =  ör»    während  lucleich  w  ==  o. 

Diese  Gleichungen  steilen  im  Allgemeinen  zwei  in  den  Mittel- 
ebenen befindliche  Kegelschnitte  dar,  von  denen  einer  eine  EUipset 
der  andere  ein  Hyperbel  ist,  weil  von  den  DifTerenzen  ^'*9i'*  —  x^9C 
und  r'  JR*  —  v''  91'*  die  eine  nothwendig  positiv,  die  andere  negativ 
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»L    Die  grosse  Axe  der  EKjpse  und  die  reelle  der  Hyperbel  Tallen 

in  die  z  Axe,  ihr.  Mittelpunkt  in  den  Anfang  der  Ck>ördinatea    Die 

Brennpunkte  der  einen  fallen  ferner  mit  den  Scheiteln  der  andern 

lusanuneD.  Wenn  z*B.  ^'df  >r9t,  so  wird  die  Ellipse  in  der  xz- 

Ebene,  die  Hyperbel  in  der  yz  Ebene  liegen.  .  Für  die  Scheitel  der 

81' 
Ellipse  wird  x  =  Of  js  =  ±^'.-^5   für  die  Brennpunkte  x  =  o, 

Ä  =  ±  r -g-;  für  die  Scheitel  der  Hyperbel  y  =  o,  ä  =  ±  r  •  -g» 
und  für  ihre  Brennpunkte  y  =  o ,  js  =  ±  9' .  -^. 

Die  Ebenen  der  Hyperbel  und  der  Ellipse,,  oder  die  durch  die 
beiden  Mittellinien  senkrecht  auf  die  Gentralebene  gelegten  Ebenen, 
werden  die  Mittelebenen  des  Systems  genannt. 

Der  hier  entwickelte  Satz,  welcher  zuerst  vom  Prof.  F.  Min- 
ding  aufgestellt  ist,  lässt  sich  folgender  Weise  aussprechen: 

,  Wenn  die  Kräfte  eines  beliebigen  Systems,  vorausgesetzt,  dass 
ihre  Mittelkrcift  nicht  Null  ist,  bei  jeder  Stellung  des  Körpers  im- 
mer mk  uwi>eränderüchen  Intensitäten  und  in  unveränderlichen 
Biehiungen  an  ihren  Angriffspunkten  haften,  und  der  Körper^  was 
immer  auf  unzählige  Arten  geschehen  kann ,  in  solche  Stellungen 
gebracht  wird  f  in  welchen  die  Kräfte  sich  durch  eine  einzige  er- 
setzen lassen  9  so  trifft  die  Richtung  der  ersetzenden  Kraft  immer 
im  Körper  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel^  welche  den  Mittelpunkt 
der  Gentralebene  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  votj^^ 
denen  die  eine  in  der  einen,  die  andere  in  der  anderen  der  auf 
einander  und  auf  der  Centralebene  senkrechten  Mittelebenen  liegt, 
und  welche  so  mit  einander  verbunden  sind,  dass  die  Scheitel  der 
einen  mit  den  Brennpunkten  der  anderen  zusammenfallen. 

§.6*- 
Wir  werden  jetzt  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der 

Reduction  der  Kräfte  suchen,  wenn  diese,  wie  vorher,  mit  unver- 
äaderUchcoD  Intensitäten  und  in  unveränderlichen  Richtungen  an  ih- 
ren Angriffspunkten  haften,  der  Körper  aber  nur  um  eine  gegebene 
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Axe  beliebig  gedreht  wird.  Es  lei  diese  die  z  Axe,  so  findet  man 
ahnlicher  Weise  wie  im  §.  55  die  folgenden  Bedio^uigsgleicbongen 
des  Gleichgewichts 

JX  »  o,  iY  «  o,  Ä  «  o,  2Xx  +  SYj  «  o,  SXy  —  SYx  «  o, 
2X%  »  o,   SY%  s=  09  JSZn  SS  o,   SZy  «  o. 

Finden  diese  Bedingungsgleichungen  statt ,  so  wird  der  Korper  bei 
jeder  beliebigen  Lage,  um  die  z  Axe  gedreht,  im  Gleichgewicht  sein. 

§.  66. 
Finden  dagegen  nicht  alle  jene  Gleichungen  statt,  so  können 
doch  immer  die  Kräfte  durch  eine  oder  mehrere  neue  ersetzt  wer- 
den. Suchen  wir  zuerst  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  gege- 
benen Kralle  auf  eine  Kraft  reducirt  werden  können.  Es  seien  X, 
F,  Z  die  Coroponenten  dieser  Kraft,  x^  y,  z  die  Goordinaten  ihres 
Wirkepnnktes,  so  wird 

2X  =  jf,  rY  =  r,  2z  =  z, 

SXx+SYj^Xx  +  Ty^    2Xy  —  2Yx  ==  Xy  — Fa?,    JXi  »  Xs, 

SZx  «  Za?,   SY%  «  r»,   2Zj  «  Zy. 

Durch  Elimination  der  Grössen  X^YyZj  x^  y,  z  erhalt  man,  wenn 
die  Mittelkraft  nicht  Null  ist,  die  folgenden  Bedingungsgleichungen 
5Y2X»~:?X2Y.  =  0, 

(2Z5Xx  —  2X5Zx)  +  (2Z2Yy  —  SYJPLy)  -  «, 
(^Z^Xy  —  JfX^-Zy)  +  (JZ2Yx  —  JfY^Zx)  »  o. 

Wenn  die  Mittelkraft  parallel  mit  der  z  Axe  ist,  wird  man  noch 
dazu  die  Bedingungsgleichungen 

:2X%  =  o,   2Yc  «  o  haben. 
Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  hat  man 

_  21x  _  :gX(^Xx  +  2Yy)  —  J?Y( JXy  •-  3Yx) 

_  :SZy  _  JTYC^Xx  +  :nry)  +  JgXCgXy >-  ^Yx) 

Die  gegebenen  Kräfte  haben  nun  immer  eine  Resuitantkraift, 
welche  bei  jeder  Stellung  des  Körpers  durch  den  Punkt  («/y,  s) 
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geht   DieBer  Pnakt  (x^y^z)  wird  dann  der  Centralpunkt  der 
gegebenen  Kräfte  in  Bexug  auf  die  xAxe  genannt 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  alle  in  der  xj  Ebene  liegen ,  fin- 
den jene  Bedingungsgleichungen  immer  statt    Denn  es  ist  alsdann 

Z  s  O,     I  SB  o. 

Der  Centralpunkt  kann  in  diesem  besonderen  Falle  durch  Con- 
struction  folgender.  Weise  gefunden  werden.  Es  sei  (Fig.  25)  P  in 
A  wirkend  die  eine,  Q  in  B  wirkend  die  zweite  Kraft.  ^  Man  suche 
ihren  Durchschnitt  C,  und  lege  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  ei- 
nen Kreis.  Es  sei  femer  AD  die  Richtung  der  Resultante  R,  so  ist 
D  der  Centralpunkt  der  beiden  Kräfte.  Um  dieses  zu  zeigen,  kann 
man,  anstatt  das  System  der  Punkte  A,  B,  D  zu  drehen,  die  drei 
Kräfte  P,  Q,  R  um  ihre  respectiven  Angriffspunkte  drehen,  so  aber 
dass  sie  fortwährend  dieselben  Winkel  unter  einander  bilden.  Es 
sei  alsdann  EP'  die  neue  Richtung  der  gegebenen  Kraft  P,  so  muss 
EQ'  diejenige  der  Kraft  Q  und  ER'  diejenige  der  Kraft  R  sein.  Denn 
es  ist  ^ACD  =  ^AED,  ^DCB  =  ^DEB,  ^ACB  =  ^AEB. 
D  ist  folglich  der  Centralpunkt  der  zwei  Kräfte  P  und  Q.  Auf  die- 
selbe Weise  kann  man  femer  den  Centralpunkt  der  Resultante  R 
und  ^ner  dritten  Kraft  u.  s.  f.  construiren. 

Man  kann  auch  alle  Kräfte  parallel  mit  zwei  auf  einander  senk- 
rechten Axen  zerlegen,  die  mit  jeder  Axe  parallelen  Kräfte  auf  eine 
Kraft  im  Mittelpunkte  dieser  parallelen  Kräfte  wirkend  reduciren,  und 
alsdann  durch  die  obige  Constraction  den  Centralpunkt  der  beiden 
gefundenen  Resultantkräfte  suchen. 

§.  66. 

Untersuchen  wir  jetzt,  wann  die  gegebenen  Kräfte  durch  zwei 
neue  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  eine  Kraft  und  ein  Kräfte- 
paar ersetzt  werden  können.  '  Es  seien  X,  F,  Z  die  Componenten 
und  Xf  y,  z  die  Coordinaten  des  Wirkepunktes  der  ersetzenden  Kraft, 
3E«  S)t  3  <U®  Componenten  der  Kraft,  t,  i)f  i  die  Projectioneii  des 
Arms  des  ersetzenden  Paares,  so  wird 

2X»X,  SY^Yj  2Z=:Z,  SXn  +  SYf^Xx  +  Yy  +  dLX  +  mj 

1* 
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Eliminirt  man  die  sechs  Grössen  Xf  Y^  Z,  3E»  %  3*  so  erhalt  man 

(1) 

x{z:SX—2X%)  +  J;(»^Y— 2Y»)  +  g(JXx +:?Yy— a?:SX— ff2Y)  =  o, 

T(JY»  —  Ä^Y)  +  i?(«2X— ^X«)  +  i(^Xy — :?Yx— y  2X  +  x2Y)  =  o, 
xiySZ  —  2Zj)  +  V(2Zx— a?2Z)  =  o. 

Wenn  jetzt  die  Mittelkrail  nicht  Null  ist»  so  werden  diese  Gleichun- 
gen immer  erfüllt  werden  können,  und  man  wird  zwei  der  Coor- 
dinaten  des  Punktes  {x^  y,  z)  und  eine  Projection  des  Armes  (r,  ^^  j] 
willkürlich  wählen  können.  Eliminirt  man  die  Grössen  r,  9,  }  und 
setzt  der  Kürze  willen 
SZ(2Y2Xi'-'2XSY%)  =  A, 
^Z[JX(^Xx  +  SYj)  +  2Y(^Yx  —  ^Xy)] 

—  SZiL[(2Xy  +  (:SY)«]  =  B, 
:^Z[:^CJYx  —  -2Xy)  —  2Y(2Xx  +  ^Yy )] 

+  2Zjl(2Xy  +  (JY)«]  =  C, 
2Z12Y%  (2Xx  +  2Yj)  —  JX«(^  Yx  —  ^^Xy)] 

—  ^Xz(:?Y^Zx  +'2X^Zy)  +  2Y%i2X2Zx  —  2Y2Zj)  =  D, 
^Z[^Xi(5Xx  +  2Yy)  —  2Y%  ( JYx  —  2Xj)'] 

+  2Xi(2X2Z:s^  —  2Y2Zy)  +  2Y%(^2X2Zj  —  2Y2Zx)  «  E, 
(:?Xx  +  ^YyX^X^Zy  — -5Y^Zx) 

+  (^  Yx  -  -:?Xy)  (2X  2Zx  —  2Y  2Zj)  =  F, 
(^Xx  +  ^Yy)(:?Xz:?Zy  —  2Y%2Zx) 

-  {2Xy  —  2Yx)(2Yz2Zj  +  ^Xi^Zx)  =  6, 
so  erhält  man 

(2)    A(ic*  +  y«)  +  By«  +  Cxz  +  Da?  +  Ey  —  F»  +  G  =  o. 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  zweifer  Ordnung,  auf  welcher 

der  Wirkepunkt  x^  y^  z  willkürlich  gewählt  werden  kann.    Diese 

Fläche  hat  einen  Mittelpunkt,  dessen  Coordinaten  sind 

j.      2ACF~DB'  +  BCB  2ABF-C'B+BCD     ^_      2AF  +  CD  +  BE 

^"^       2A(B»  +  C»)       '  ^^        2A(B»  +  C«)       '  ^~  B«  +  C» 

Weil  eine  der  Projectionen  des  Armes  (r,  t>,  j)  des  Kräftepaa- 
res willkürlich  angenommen  werden  kann,  wird  man  diesen  Arm 
einen  beliebigen  Anfangspunkt  und  eine  beliebige  Länge  geben  kön- 
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nen.  Wählt  man  zu  einem  Endpunkte  des  Armes  den  Punkt  {x,  y,  2), 
und  bezeichnet  durch  (o?',  y\  z')  denjenigen  des  zweiten,  so  ist 
r  =  Äc'  —  a?,  i?  =  y'  —  y^  z  =  zf  —  z.  Substituirt  man  diese 
Werthe  in  die  Gleichungen  (1),  so  Gndet  man,  dass  diese  drei  Glei- 
chungen ganz  symmetrisch  in  Bezug  auf  x^  y,  z  und  x'^  y\  z*  sind. 
Der  zweite  Endpunkt  des  Armes  {xf^  y'f  z')  Kegt  also  auch  in  der 
Flache  (2),  und  fol^ich,  weil  die  Lange  des  Armes  ^willkürlich  ist, 
der  ganze  Arm  (r,  t^,  g)  in  dieser  Fläche.  Die  Flache  (2)  ist  ein 
windschiefes  Hyperboloid,  oder  Hyperboloid  mit  einem  Mantel.  Der 
Wirkepunkt  der  ersetzenden  Kraft  kann  willkärlich  im  Hyperboloid, 
und  der  Arm  des  ersetzenden  Kräftepaares  von  willkäriicher  Länge, 
aber  parallel  mit  einer  der  durch  den  Wirkepunkt  der  Kraft  gehen- 
den erzeugenden  Geraden  des  Hyperboloids  angenommen  werden. 
Die  Kräfte  werden  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

y,     :?xz— «:fx    ^     5Yz— a^y    ^     six^-xsi 

X  = 1    U)  = 5     o  = 

Statt  die  Kräfte  auf  eine  Kraft  und  auf  ein  Kräftepaar,  kann 
man  sie  auch  auf  zwei  Kräfte  reduciren,  deren  Wirkepunkte  will- 
kürlich in  irgend  einer  der  Lagen  der  einen,  das  Hyperboloid  er- 
zeugenden. Geraden  angenommen  werden  kann. 

Wenn  SX  =5  o  und  ^ Y  =  o ,  d.  h.  die  Mittelkraft  der  z  Axe 
parallel  ist,  verschwinden  die  Grössen  A,  B,  C,  F  und  die  Gleichung 
(2)  stellt  alsdann  eine  der  xy  Ebene  parallele  Ebene  dar. 

67.  .  .....•«^..^ 


Wenn  die  Mittelkraft  Null  ist,   so  erhält  man  die  folgenden 

Gleichungen 

^Xx  +  2Yy  =  Xr  +  8)J?,    2Xy  —  2Yx  =  Xl?  —  8)r, 
^Xi  =  Xg,    :SYi«8)5,     SZx^Qx,    2Zj^Q\^, 

und  lüeraus  durch  Elimination  von  Xf  S),  3»  h  9>  S  di^  Bedingungs- 

gidchung 

—  (2Xj~SYx)iSY%SZj  +  SX%SZ^)  =  G  «  o. 
Wenn  diese  Gleichung  erlullt  ist,  findet  man 
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2}i%aXx  +  2Yy)  —  :SY2(5Xy  —  SYx) 


X  =  i- 


(SXzy  +  (^Yzy 


_       IYz(2Xx  +  2Yy)  +  ^Xz(:?Xy  — .JYx) 
^  "*  i  {2Xzy  +  (-S-Yz)»  * 

Die  gegebenen  Kräfte  sind  alsdann  auf  das  Paar  [{S,  g),  3)t 

—  (3P,  2)t  3)]  redocirbar. 

§.  68. 

Wenn  die  Mittelkraft  Null,  die  Bedingungsgleicbung  G  =±:  o  aber 
nicht  eriulh  ist»  so  werden  die  Kräfte  doch  immer  durch  iwei  KfiR» 
paare  a*setzt  werden  können.  Bezeichnet  man  durch  £»  §)»  3  <^ 
Componenten  der  Kraft,  durch  r,  9,  }  die  Projectionen  des  Armes 
des  ersten  Paares»  durch  X',  g)',  3'  cKe  Componenten  der  Kraft,  durch 
^9  V'f  i*  ^^^  Projectionen  des  Armes  des  zweiten  Paares  1  so  erhält 
man  die  Gleichungen 

^Xx  +  ^Yy  ^Xx  +  9^  +  X'x'  +  ®'9'» 
^Xy  —  2Yx  =  X^  -~  g)x  +  X'^'—  g)'r', 

sxm  =:  X,  +  x'g',  -^1 «  g)j  +  g)'i', 
2Zx  =  3t  +  3'ifS  2Zy  =  3i>  +  S'r. 

Man  kann  daher  alle  die  Grössen  r, );, ),  r^  1;', }',  d.  h*  die  Grössen 
und  Lagen  der  beiden  Arme  ganz  willkürlich  annehmen.  Die  Siräfte 
3£,  S)9  3*  3ES  9\  3'  werden  nun  durch  die  vorige  Gleichung  leicht 

bestimmt* 

§.  69. 

Ein  Körper  wird  astatisch  genannt,  wenn  er  so  befestigt  ist, 
dass  er  m  jeder  Stellung,  die  er  annehmen  kann»  im  Gleichgewicht 
ist.  Die  Bedingungen,  unter  welchen  ein  ganz  freier  Körper  asta- 
tisch ist,  wenn  die  Kräfte  mit  unveränderlichen  Intensitäten  in  mi- 
veränderlichen  Richtungen  an  ihren  Angriffspunkten  haften,  sind  schon 
am  Ende  des  §.  55  angeftihrt.  Wir  werden  jetzt  die  Bedingungen 
entwickeln,  unter  welchen  d^r  Körper  astatisch  wird,  wenn  er  einen 
festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe  hat 

Hat  der  Körper  einen  festen  Punkt,  um  wdchen  er  bdiebig 
gedreht  werden  kann,  so  wird  er  nur  astatisch  sein  können,  wenn 
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das  System  von  Kräften  einen  Gentralpunkt  hat»  und  dieser  Punkt 
der  befestigte  Punkt  ist  Hat  der  Körper  eine  feste  Axe,  um 
welche  er  beliebig  gedreht  werden  kann,  so  wird  er  nur  astatisch 
sein  können,  wenn  der  Gentralpunkt  der  Projectionen  der  gegeben 
neu  Kräfte  auf  einer,  die  gegebene  Axe  rechtwinklig  schneidenden 
Ebene  in  dieser  Axe  selbst  li^t,  oder  wenn  diese  Projectionen  selbst 
imnier  im  Gleichgewicht  sind  (§.  64).  Denn  alle  mit  der  Axe  pa^ 
rallelen  Camponenten  der  Kräfte  und  alle  bei  dem  Versetzen  der 
auf  der  Axe  senkrechten  Componenten  in  eine  Ebene  entstandenen 
Kräftepaare  werden  von  der  festen  Axe  aufgehoben  werden. 

§.  70. 

Wir  werden  jetzt  die  besonderen  Stellungen  des  Körpers  su- 
choi,  in  welchen  er  um  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe  im 
Glddigewicht  ist,  wenn  er  nicht  astatisch,  d.  h.  in  jeder  Stellung 
im  Gleichgewicht  ist,  und  werden  zuerst  den  Fall  betrachten,  wenn 
der  Körper  eben  festen  Punkt  hat.  Dem  Körper  muss  alsdann  eine 
solche  Lage  gegeben  werden,  dass  die  gegebenen  Kräfte  eine  durch 
den  festen  Punkt  gehende  Resultantkraft  haben. 

Hat  das  System  der  gegebenen  Kräfte  einen  Gentralpunkt,  so 
muss  der  Körper  so  lange  um  den  festen  Punkt  gedreht  werden, 
^9  dieser  Gentralpunkt  in  der  Richtung  der  durch  den  festen  Punkt 
gezogenen  Mittelkraft;  zu  liegen  kommt.  Dieses  giebt  alsdann  zwei 
einander  genau  entgegengesetzte  Stellungen  des  Körpers. 

Hat  das  System  der  gegebenen  Kräfte  eine  Centrallinie,  so  kann 
man  nach  §.  57  die  gegebenen  Kräfte  immer  auf  zwei  in  beliebigen 
Punkten  dieser  Lim'e  wirkende  Kräfte  reduciren.  Wenn  jetzt  die 
Mittelkraft  nicht  Null  ist,  so  muss  man,  um  Gleichgewicht  hervor- 
zubringen, erst  den  Körper  so  drehen ,  dass  die  Centrallinie  in  eine 
durch  den  festen  Punkt  gehende,  mit  den  beiden  Kräften  parallele 
Ebene  fällt.  Alsdann  fallen  nämlich  auch  die  beiden  Kräfte  in  diese 
Ebene  und  können  nun  erst  eine  durch  den  festen  Punkt  gebende 
Resultante  erhalten.  Der  Körper  kann  jetzt  ferner  um  eine  auf  die- 
ser Ebene  senkrechte  Axe  gedreht  werden.    In  Bezug  auf  diese  Axe 
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haben  dann  die  beiden  in  jener  auf  der  Axe  senkrechten  Ebene  lie*' 
genden  Kräfte  einen  Centraipunkt  (§.  65),  durch  wekheh  die  Resul- 
tante der  beiden  gegebenen  Kräfte  immer  gehen  muss;  der  Körp^ 
muss  folglich,  damit  Gleichge\^icht  stattfinde,  so  gedreht  werden, 
dass  dieser  Centraipunkt  in  die  durch  den  festen  Punkt  gezogene 
Richtung  der  Mittelkraft  fällt,  welche  nothwendig  in  der  Ebene  der 
beiden  Kräfte  liegen  muss.  Dieses  giebt  dann  wieder  zwei  einandet^ 
entgegengesetzte  Stellungen  des  Gleichgewichts  des  Körpers. 

Ist  die  Mittelkraft  Null  und  folglich  alle  gegebenen  Kräfte  durch 
ein  Kräftepaar  ersetzt,  dessen  Arm  von  beliebiger  Länge  und  Lage  der 
Centrallinie  parallel  angenommen  werden  kann  (§.  58),  so  muss  man, 
um  Gleichgewicht  hervorzubringen,  den  Körper  um  den  festen  Punkt 
so  drehen,  dass  die  Centrallinie  mit  den  Kräften  des  Paares  pafäliel 
wird ;  alsdann  werden  der  Arm  und  die  Kräfte  des  Paaret  in  eine 
gerade  Linie  fallen  und  das  Moment  des  Paares  Null  sein.  Dies 
giebt  wieder  zwei  entgegengesetzte  Stellungen  des  Körpers.  Der 
als  fest  gegebene  Punkt  braucht  in  diesem  .Falle  gar  nicht  fest  zu 
sein,  weil  er  keinen  Druck  auszuhalten  hat. 

Wir  werden  endlich  annehmen,  der  Körper  habe  nur  eine  Cen- 
tralebene  und  die  Mittelkraft  wäre  nicht  Null.  Wir  haben  alsdann 
(§.  63)  gesehen,  dass,  so  oft  die  gegebenen  Kräfte  durch  eine  R# 
sultantkraft  ersetzt  werden  können,  diese  immer  durch  zwei  in  den 
beiden  Mittelebenen  liegende  Kegelschnitte,  eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel,  gehen  müssen.  Man  ziehe  also  durch  den  festen  Punkt 
eine  diese  beiden  Kegelschnitte  schneidende  Gerade  und  drehe  dann 
den  Körper,  bis  diese  Gerade  mit  der  Richtung  der  Mittelkraft  zu- 
sammenfallt. Die  gesuchte  Gleichgewichtslage  des  Körpers  muss  nun 
durch  fernere  Drehung  um  diese  gerade  Linie  gefunden  werden  können. 

Die  Gleichgewichtslage  wird  nämlich  stattfinden,  wenn  das  mit 
der  Resultantenkraft  verbundene  kleinste  Paar®  gleich  Null  ist.  Es 
ist  aber  nach  §.  63 
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wo  r  "die  Laoge  des  längs  der  einen  Mittellinie  Hegenden  Armes  des 
einen  Kraftepaares ,  if'  die  Länge  des  längs  der  Eweiten  Mittellinie 
liegenden  Annes  des  zweiten  Paares,  9t  die  Kraft  des  ersten,  91' 
diejenige  des  zweiten  Paares,  beide  senkrecht  auf  einander  und  auf 
der  Richtung  der  Mittelkraft,  S)  die  Projection  der  Kraft  %  parallel 
mit  dem  Arme  }}\  IS!  die  der  Kraft  ^\  parallel  mit  dem  Arme  x\ 
ist.  Legt  man'  jetzt  auf  die  durch  den  festen  Punkt  gehende  Rich- 
tung der  Mittelkraft,  um  welche  als  Umdrehungsaxe  der  Körper  in 
die  Glejchgewiehtslage  gedreht  werden  soll ,  eine  senkrechte  Ebene^  * 
so  werden  die  beiden  Kräfte  9t  und  9t'  dieser  Ebene  parallel  sein. 
Ziehen  wir  daher  durch  jene  Umdrehungen  in  dieser  Ebene  zwei 
den  beiden  Kräften  parallele  Linien,  welche  wir  mit  A  und  B  be- 
zeichnen werden ;  bezeichnen  wir  ferner  durch  C  die  Durchschnitts- 
linie dieser  Ebene  mit  der  Centralebene,  durch  (p  den  Winkel,  wel- 
chen die  Linien  A  und  G  mit  einander  bilden ,  durch  0^4-^  den 
Winkel,  welchen  B  und  C  mit  einander  bilden,  durch  i^  den  Win- 
kel, welchen  der  Arm  r  des  ersten  Paares  mit  C  bildet,   durch 

^  -4-  ^  den  Winkel,  welchen  der  Arm  v'  des  zweiten  Paares  mit  C 

bildet,  durch  X  den  Winkel,  welchen  die  Centralebene  mit  der  Ebkod 
der  Linien  A  und  B  bildet,  durch  \p  den  Winkel,  welchen  der  Arm 
X  mit  der  Linie  B,  durch  f*  den  Winkel,  welchen  der  Arm  \)*  Hit 
der  Linie  A  biMet,  so  ist 

COB  ik  =  GOß  (f  coef  ^  +  9  )  —  sin  y  Binf  ^  +  -o  jcosA    ' 

c=  —  cos  ^  ein  ^  —  sin  {p  cos  9-  cos  >l, 

cos^  SS  cosf  «p -(--^  jcoB^ — &in(  9>  +  ^  jsin  ^  cos  il 

=  —  sin  ^  GOB  d'  —  cos  ip  sin  &  cos  i, 
X'  =  St' COB  ^  s=  —  8t'[Bin  (p  cos  ^  -^  cos  ^  sin  d-  cos  jl], 
g)  s=  0i  COB  f*  SS  —  {R[cos  4|p  sin  ^  4-  sin  y  cos  d-  cos  X\i 

®  «  rX'|;  —  J;g)'^  =  Bin  ^[^a'  coB  ^  cos  jl  —  X«  eos  ^] 

+  COB  ip[^^*  Bin  ;>  —  r9t  sin  ^  cos  X\. 

Wahrend  der  Umdrehung  um  die  dorch  den  festen  Punkt  gebende 
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Bidrtuofi;  der  Mittelkraft  wird  jetact  nur  der  Winkd  9  verendevt, 
und  10  der  Gieiphgewicbtslage  des  Körpers  wird  ®  :=  0,  oder 

.  _  t9tsm&  cos  X  --  »a^sin  ^ 

^^        J^Ä'cosd-coßa,  — rÄcos^' 

Wenn  dieser  Werth  fiir  ^gegeben»  wird  ®  =  o,  und  daher  wird 

man  aUe  die  gegebenen  Kräfte  durch  eine  ein%e  durch  den  festen 

Punkt  gehende  Besultantkraft  ersetzen  können.    Der  Körper  wird 

nun  im  Gleichgewicht  sein« 

Wenn  die  Mittelkraft  Null  ist  und  das  System  fortwährend  eine 
Centralebene  hat,  so  dass  die  gegebenen  Kräfte  nach  §.  61  durch 
zwei  Paare  ersetzt  werden  können ,  deren  Arme  der  Centralebene 
parallel  sind,  so  muss  man,  um  Gleichgewicht  hervorzubringen,  erst 
den  Körper  so  drehen»  dass  diese  Centralebene  der  Ebene  der  Kräfte 
der  beiden  Paare  parallel  wird.  Alsdann  liegen  beide  Paare  in  pa«* 
rallelen  Ebenen,  und  können  nach  §.  67  bei  fernerer  Drehung  um 
eine  auf  diesen  Ebenen  senkrechte  Axe  durch  ein  einziges  Krafte- 
paar  ersetzt  werden.  Der  Körper  wird  jetzt  um  diese  Axe  gedreht, 
bis  der  Arm  und  die  Kräfte  dieses  Paares  in  eine^  gerade  Linie  fallen. 

Wenn  endlich  die  Mittelkraft  Null  ist  und  das  ^sem  keine  Gen^ 
tralebene  hat  (§.  62),  so  kann  man  in  dem  Pnnkt,  um  welchen  der 
Körper  gedreht  wird,  und  welcher  nicht  fest  zu  sein  braucht,  zwei 
einander  gleiche  und  entgegengesetzte  Krüifte  P  und  —  P  hinzufiigea 
Die  Kraft  P  und  die  gegebenen  Kräfte  werden  dann  eine  Central- 
ebene haben,  und  der  Körper  kann  um  den  gegebenen  Punkt  auf 
die  vorher  beschriebene  Weise  in  eine  solche  Stellung  gebracht  wer- 
den, dass  diese  Kräfte  sich  auf  eine  durch  den  Punkt  gehende  Be- 
sultantkraft P  reduciren  lassen.  Diese  Kraft  wird  alsdann  von  —  P 
aufgehoben  und  es  findet  folglich  Gleichgewicbt  statt 

§.  71. 

Wir  werden  jetzt  den  Fall  betrachten,  wenn  der  gegebene  Kör- 
per eine  feste  Axe  hat  Man  lege  eine  Ebene  senkreckt  auf  die  Axe 
und  za'lege  jede  der  gegebenen  Kräfte  in  zwei  andere,  die  eine  der 
Axe,  die  andere  der  Ebene  parallel.  Hierauf  projieire  man  die  sämmt- 
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leiien  Angriffspunkte  auf  die  Ebene  und  versetze  die  d^  Ebene  pa« 
raüelen  Gomponenten  jede  an  die  Projection  ihres  Angriffspunktes 
(§.  49).  Man  erhält  tierdurck  ein  System  von  der  Axe  parallelen 
Kräften,  ein  System  von  Kräftepaaren,  weiehe  durch  die  eben  be^ 
sofariebenen  Versetzungen  bervorgebracht  und  deren  Arme  alle  der 
festen  Axe  parallel  sind  und  daher  in  diese  Axe  veraetxt  worden 
körnen  (§•  39),  und  endlich  ein  System  yon  Kräften  in  der  auf  der 
Axe  senkrechten  Ebene.  Alle  die  mit  der  Axe  paraOelen  Kräfte  und 
alle  Rräftepaare  werden  jetzt  von  ^der  festen  Axe  im  Gleichgewicht 
gehalten,  und  es  sind  nur  die  fai  der  auf  der  Axe  senkrediten  Ebene 
liegenden  Kräfte  zu  betrachten.  Aue  diese  Kräfte  haben  aber,  wenn 
flire  Hittelkraft  nicht  NuH  ist,  nach  §.  65  einen  Centralpnnkt  in  Be- 
zug auf  die  feste  Axe,  und  es  ist,  damit  Gleidigewicht  hervorge- 
bracht werde,  nur  nöthig  den  Körper  zu  drehen,  bis  dieser  Ged- 
tralpunkt  in  die  durch  die  feste  Axe  gezogene  Richtung  der  Mit- 
telkraft jener  Kräfte  fällt.  Ist  die  Mittelkraft  Null,  so  kÖnnnn  nach 
§.  67  diese  Kräfte  durch  ein  Kräftepaar  ersetzt  werden,  und  um 
Gleichgewicht  hervorzubringen,  muss  der  Körper  um  die  feste  Axe 
gedreht  werden,  bis  der  Arm  und  die  Kraft  dieses  Paares  in  eine 
gerade  Linie  zusammenfallen. 

Wir  werden  jetzt  den  allgemeinen  Satz  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten auf  den  Fall  anwenden,  wenn  die  Kräfte  mit  Unveränder- 
lichen Intensitäten  und  in  unveränderlichen  Richtungen  an  ihren  Ali* 
griffspunkten  haftend,  auf  ein  System  von  mit  einander  durch  irgend 
welche  Verbindiaagsgleidiiingen  verbmdenen  Punkten  wirken,  wel- 
chen Fall  wir  bisher  nur  bei  festen  Körpern  betrachtet  haben.  Die 
allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichts  ist  nach  §.  18 

d,ü  *  ^(Xd^x  +  Yd.y  -1-  Zd,»)  «  o, 

und  diese  Gleichung  soll  für  alle  möglichen  Bewegungen  des  Sy- 
stems stattfinden.  Weil  jetzt  die  Kräfte  mit  unveränderlicher  Inten- 
sitit  and  in  unverinderlichen  Richtungen  während  aller  Bewegungen 
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wffken,  80  sind  hier  X,  Y,  Z  als  eonstant  anzusehen ,  ubd  ^  vrnrd 
folglich,  weoa  Gleichgewicht  stattfindeo  soä^  die  Grösse 

ü  =  2(Xx  +  Yj  +  Zi) 
ein  Maximum  oder  Minimum  sän. 

Sind  die  Kräfte  alle  parallel  und  die  x  Axe  diesen  parallel  ange- 
nommen, und  ist  die  Mittelkraft  nicht  Null,  so  werden  Y  =s  o,  Z  ss  o 
uimI  U  =  ^Xx  im  Zustande  des  Gleichgewichts  ein  Maximum  oddr 


Minimum  sein.    Es  ist  aber  alsdann  a;  =  -^^  auch  ein  Maximum 

oder  Minimum)  d.  L  es  liegt  im  Zustande  des  Gleichgewichts  ei- 
nes von  paralklen  Kräften  angegriffenen  Systems  dm*  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte  so  tief  oder  hoch  u)ie  möglich,  von  einer  auf 
der  Richtung  der  Kräfte  senkrechten  Ebene  gerechnet.  Dieses  ist 
z.  B.  der  Fall  bei  der  Kettenlinie. 

.  Sind  alle  Kräfte  einer  Ebene,  z*  B.  der  xy  Ebene,  parallel,  also 
alle  Z  =  0  und  fortwährend  die  Mittelkraft  nicht  Null ,  so  wird  U 
=  ^(Xx  -f-  Yj)  ein  Maximum  oder  Minimum.  Projicirt  man  aber 
alle  Kräfte  auf  die  Ebene  xy,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  ihres 
Centralpunktes  in  dieser  Ebene  mit  x  und  y,  so  ist  nach  §.  65 

SXjSXx  +  jnry)  ~  ^Y(^Xy  —  2Yx) 
X j5  , 

__  SYjSXx  +  ITy)  —  SKiSKy  —  2Yx) 

wo  Ä'  =  (SXy  +{2Y)\  Wird  jetzt  das  Coordinatensystem  so 
gewählt,  dass  die  x  Axe  der  Richtung  von  R  parallel  ist,  so  wird 
2Y  =  0, 

-^(Xx  +  :^yy)       ü  „  .         j    M.  . 

X  =5  — ^ — =^ — ^  =  ^  =s=  emem  Maximum  oder  Muumum. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichts  mehrerer  mit  einer  Ebene  paral- 
lelen Kräfte  ist  folglich  der  Abstand  des  Mittelpunkts  der  auf  dieser 
Ebene  projicirten  Kräfte  von  einer  auf  der  Richtung  der  MiUelkraft 
senkrechten  unveränderlichen  Ebene  ein  Maximum  oder  Minimum. 
Nehmen  wir  fortwährend  die  x  Axe  der  Richtung  der  Mittel« 
kraft  i{,  welche  ycm  Null  verschi^en  angenommen  wird,  parallel  an. 
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und  bezeichnen  durch  x  und  y  die  Cöordinateo  des  Mittelpunktes 
der  auf  die  xy  Ebene  projicirten  Kräfte ,  so  wird ,  weil  SY  s=:  o, 

X g »     y j 

Bezeichnet  man  durch  x*  und  z*  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  auf  die  xz  Ebene  projicirten  Kräfte,  so  wird  ebenso 

,        2'(Xx  +  Zz)         .        ^(\z  -  Zx) 
X j ,      »    =   jj ., 

Bezeichnet  man  endlich  durch  a^*,  y'*,  zf'  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes aller  mit  R  parallelen  Gomponenten  der  gegebenen  Kräfte,  so  ist 


a;"  = 


und  es  wird  daher 

ü  =  ^(Xx  +  Yy  +  Zi)  =  Rix  +  0?'  — a?")  =  Rx^, 

wo  x^  die  Abscisse  des  Mittelpunkts  von  drei  in  den  Punkten  (x, 
y,  o) ,  {x',  0,  zf) ,  (x",  y",  z**)  angebrachten  gleichen  und  parallelen 
Kräften  ist,  unter  denen  die'  zwei  ersten  in  derselben,  die  dritte  in 
entgegengesetzter  Richtung  wirken.  Der  Abstand  dieses  Mittelpunk- 
tes von  einer  auf  der  Richtung  der  Mittelkraft  senkrechten  Ebene 
%cird  folglich  im  Zustande  des  Gleichgewichts  ein  Maximum  oder 
Minimum  sein. 

Weil  ^ds  =  djü  =  R\x^  r=  o,  so  wird,  wenn  die  Mittel- 
kraft R  in  jenem  Mittelpunkte  angebracht  wird,  die  virtuelle  Arbeit 
der  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der  jirtuellen  Arbeiten  der  gege- 
benen Kraft  und  im  Zustande  des  Gleichgewichts  gleich  Null  . 


Cap.  VII. 

ABwendimg  der  Theorie  des  Kttelpraktes  paralleler  Krifle 

anf  schwere  Körper. 

§.  73. 

Wenn  die  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte  diejenigen  der 
Schwere  sind,  so  sind  diese  unter  einander  parallel  und  jede  der«- 
selben  dem  Hassenelemente  des  Körpers,  worauf  sie  wirken,  pro^ 
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portionaL  Bezeichaet  man  durch  M  die  Masse  des  Körpers»  durch 
dll  diejenige  eines  Elementes,  dessen  Goordinaten  x,  y,  z  sind,  und 
durch  Xf  y,  z  die  Goordinaten  des  Mittelpunktes »  welcher  hier  deü 
besonderen  Namen  Schwerpunkt  erhält,  so  wird  nach  §.  56 

aj->^^ — sr'  *~3F — ST'  *"":^*"ir' 

Kennt  man  den  Schwerpunkt  der  einzelnen  Theile  eines  Kör- 
pers, so  kann  hierdurch  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  ge- 
fonden  werden.  Es  seien  die  Masse  der  einzelnen  Tfaeile  m^,  m,,  ..«i 
die  Goordinaten  ihrer  Schwerpunkte  x,,  y,,  z,,  x,,  y,,  z,, .  • .,  die 

Masse  des  ganzen  Körpers  M  =  m^-|~°3s  +  *-M  so  wird  nach  §. 56 
j^_  m,x,4-m,z,4-^..^  m,y, +m,y,  +  ...^  ^  _  miZ, +m,z,  +  ... 

Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  die  Schwerpunkte  aller  einzelnen 
Theile  in  einer  geraden  Linie  oder  in  einer  Ebene  liegen,  so  wird 
auch  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  in  derselben  Gerade  oder 
in  derselben  Ebene  liegen. 

§.  74. 

Wenn  der  Schwerpunkt  einer  Linie  gesucht  wird,  dessen  Dich- 
tigkeit im  Punkte  (x,  y,  z)  durch  q  bezeichnet  wird,  so  ist 

dM  «  ey(dx)»  +  (dy)»  +  (d.)'  =  ^ds, 
daher 

^xds  Jgyds  /gzds^ 

jQds  Jqds  J^ds 

Ist  die  Dichtigkeit  q  überall  gleich,  so  wird 

X  =  -j/xds,    y  =  ifydß,    n  =  -i/zdB. 
Wenn  die  gegebene  Linie  durch  Polarcoordinaten  ausgedrückt  ist, 
so  wird 

X  =  r  cos  ^,    y  SS  r  sin  -9*  cob  tfß,    s  ==  r  sin  ^  sin  ip, 

r  =  Vx*  +  y*  +  1%    da  =  Vdr»  +  r«d;5^»  +  r»  sin*  M^% 

WO  r  den  Radius  vector  bezeichnet,  ^  den  Winkel,  welchen  dieser 

mit  der  x  Axe  bildet,  t/ß  den  Winkel,  welchen  die  durch  r  und  der 

X  Axe  gelegte  Ebene  mit  der  xy  Ebene  bildet   Es  wird  abdann 


6e0etoe  des  GlddigewioUs  und  der  BewqjQiig.  111 

• 

_  fgr  cos  »Vdr»  +  r«  d&^  +  r*  sin*  Mtp*  .      , 

""       Sq  Ydr*  +  r*  d*»  +  r«  sin»  Wf  • 
_  J^r  sin ;»  cos'ipYdT*  +  r* d^'  +  f '  sin*  ^d»» 
""  /^  y  dr>  +  r»  d^«  +  r'  sin»  d-dtp* 

Sqt  sin  ^  sin  y^  Vdr»  +  r»  d^»  +  r»  sin'  ^d»» 
/j  Vdr*  +  r«  d^»  +  r»  sin*  *dv>» 

Beispiele. 

1)  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie.  Die  Gleichung 
einer  geraden  Linie  ist  y  =  ax  +  b,  z  =:  a'x  +  b'.  Es  wird  daher, 
wenn  die  Linie  fiberall  gleichartig  ist,  und  (x„  y^,  «J,  (x,,  y^,  tj 
die  Coordinaten  der  Endpunkte  sind« 

d.  h.  der  Schwerpunkt  fällt  in  die  Mitte  der  geraden  Linie,  was  auch 
von  selbst  augenscheinlich  stattfinden  nniss. 

Sucht  man  den  Schwerpunkt  des  Umfangs  eines.  Poly- 
gons, und  bezeichnet  durch  (x,,  y„  z  J,  (x„  y,,  z J  . . .  (x^,  y^,  zj 
die  Coordinaten  der  Spitze,  durch  1.,  I,,  ...  1^  die  Länge  der  Sei- 
ten, so  dass  1^  die  Lange  der  zwischen  (x^,  y^,  z^)  und  (x^^.,,  y^^p 
z  .  j)  li^ende  Seite  ist,  so  wird 

*-  2(l,  +  l.  +  ...l.)  ■       ' 

^^  2(l,  +  l,  +  ...IJ  ' 

'i(g,+Z,)  +  l,(2,+2,)+...i.(z,  +  Z) 

2(I,+I,  +  ...IJ  ' 

Ist  das  gegebene  Polygon  ein  Dreieck  (Fig.  26),  so  kann  der  Schwer- 
punkt durch  Construcüon  folgender  Weise  gefunden  werden.  Es  sei 
ABC  das  gegebene  Dreieck,  und  die  Seiten  halbirt,  so  ist  a  der 
Schwerpunkt  der  Seite  BG,  b  derjenige  der  Seite  AG,  c  derjenige 
dar  Seite  AB.  Der  Schwerpunkt  des  Umfanges  des  Dreiecks  wird 
daher  der  Mittelpunkt  der  in  a,  b,  c  wirkenden  parallelen  Kräfte  p. 


« 
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p'f  p'',  deren  jede  gleich  der  zugehörigen  Seite  des  Dreiecks  ist.  Um 
diesen  Punkt  zu  finden,  suche  man  zuerst  den  Mittelpunkt  E  der 
zwei  Kräfte  p  und  p' ;  es  ist  alsdann  p :  p'  =:  bE :  aE.  Es  ist  aber 
auch  p:p'  =  BC:AC  =  bc:ac,  rolglich  bE : aE  =  bc : ac,  und  ^bcE 
=  ^  acE.  Der  Schwerpunkt  des  Umfanges  muss  also  in  der  ge- 
raden Linie  cE  liegen,  welche  den  Winkel  ach  halbirt  Ebenso  fin- 
det man,  dass  er  in  der  geraden  Linie,  welche  den  Winkel  cab  hal- 
birt, liegt,  folglich  muss  er  im  Punkte  D  liegen,  welcher  der  Mit- 
telpunkt des  in  abc  eingeschriebenen  Kreises  ist 

3)  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens«  Die  Gleichungen  mit 
Polarcoordinaten  werden  hier,  weil  r  =  constant,  V^  o  (Fig.  27), 


—  n  .  — V 


Wenn  AG  =  AB,  u  =  v  genommen  wird,  so  ist  arc.  BAC  =  2rY,  und 

2r*  sin  v        r  sin  v 

X  a=   5 =    9       y    =    O. 

2nr  V  ^ 

4)  Schwerpunkt  einer  Parabel.  Man  erhält  den  Schwer- 
punkt eines  Parabelbogens  AB  (Fig.  28) ,  wenn  A  der  Scheitel  der 
Parabel  ist.    Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

y'  =  2px,    folglich  d8  =  d^y^^  =  ^VliM^. 
Es  wird  daher 


o  «,    o 


•  +  y' 


«  =  ^^Ti —  »   y  = 


o  o 

oder,  wenn  die  Integrationen  ausgeführt  werden, 

Kx  +  lp)Vx»4-*px-^lognal^ y^ \ 

•    ^  "^  v-T-7-p-TTi         y  V2x-hKpT2x\        ' 

i  VxM-ipx  4-  ^  log  nalf -.^^ — \ 

iVp(p  +  2x)*-^p« 


y  = 


,Y;nr^.,•l^o,n.iQ^-^^-) 
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5)  Schwerpunkt  einer  Cycloide.    Es  sei  ADB  eine  Cy- 
doide,  DG  =  x,  GF  =  y,  DF  =  s,  CD  =  2r,  so  ist 

y  =  rarcf  cos  =  ''""^  j  +  V2rx  —  x*. 

Setzt  man  jetzt =  cos  ^,  so  wird 

X  =  r(l  —  cos  xp)  ==  2r  sin*  \xp^    y  =  T(xfj  +  sin  ^), 
ds  =  2r  cos  iipdifj,    dy  =  r(l  +  cos  y/)d^  =  2r  cos'  i^dif/. 

Es  wird  also,  weil  mit  tp  =  o  auch  y  =  o,  x  =  o,  s  ==  o, 

8  =  4rsini^,     s*  =  16r'  Bin^itp  =  8rx, 

s«            .     ,        (16r»  — 8rx)* 
x  =  gj:,    cosMV'  = pTT-^-, 

und  ferner 

__  /xds  __  Js'ds  _  s*    __  X 
^  i  8rs     "^  24r  ~  3' 

_  Jyds  __  ys  — Jsdy  _  Sr'Jsln  Jtp  cos' ^t^d^ 

!r  —     g     —  g  —  y  ^ 

_  Vr«(l  — cos'jy)  ^  8r«  (16r»  — 8rx)^ 

Wenn  t//  =  tt,  x  =  2r,  y  =  Trr,  s  =  DA  =  4r,  so  wird 

Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Cycloide  ist  im  Punkte  H,  wo  DH 
=  |r  =  jDC. 

6]  Schwerpunkt  der  Kettenlinie.  Die  Gleichung  der  Ket- 
tenlinie ist  nach  S.  30 

^  /  kx  kx\ 

X    ,    I  XI    X  ,    -  x  \ 

weno  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  im  tiefsten  Punkte  der  Ket- 
tenlinie angenommen  wird.  Wenn  dieser  Punkt  auch  als  Anfangs- 
punkt des  gegebenen  Bogen  der  Kettenlinie  angenommen  wird,  ist 


/,(e^  +  e-")«i-  Jy(e^  +  e    ") 


dx 


X  Ä      — ^    y  == 


o  o 

Ltfbrbark  der  ]f««1i«iiik.  8 
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Es  ist  aber 


/.( 


kxv  •   l*  t«  \  /    ^^  ^^ 


,      X     ,  X 

xV  e     +  e 


)•    kX  kX  \  /     _  _\ 


,   .  2Xy  ,  2Xv 


/"^/kx  kx\  T/—  —  ~\  C/—  _-^ii5\ 


o 
2kx  2bx 


y /    ZkX  2kX\ 

/         X\|/  ,   ,   2Xv    ,    Xx 

Es  wird  folglich 

Xv  Xy 

Vky(ky  +  2X)  ks 

y  «Ty-2k"^2Vky(ky  +  2X)  =  ^^  ~  2k  "*- 2k?' 

§.  75. 

Zwischen  der  Lage  des  Schwerpunktes  einer  ebenen  krummen 
Linie  und  der  Fläche,  welche  sie  durch  eine  vollständige  Umdrehung 
um  eine  beliebige  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  krummen  Linie 
beschreibt,  findet  folgende  Relation  statt: 

Der  Flächenraum  einer  Umdrehungsfläche  ist  gleich  dem  Pro-- 
duct  der  Länge  der  beschreibenden  ebenen  Linie  mit  dem  Umkreise 
des  vom  Schwerpunkt  der  Linie  beschriebenen  Kreises. 

Nimmt  man  die  y  Axe  als  Umdrehungsaxe  an  und  bezeichnet 
wie  früher  durch  x  und  y  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  der 
beschreibenden  Linie ,  so  ist   die  Umdrebungsfläche  &  =  27r/xds 

=  27r^-^  •  s  =  27rxs.    Es  wird  folglich  auch  x  =  ^—  - 
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B  e  1  8  p  i  e  L 
Die  Oberfläche  eines  Umdrehungsellipsoids,  dessen  grosse  Axe 
gleich  a,  die  kleine  gleich  b  ist,  wird,  wenn  die  Drehung  um  die 
grosse  Axe  stattgefunden  hat, 

y  a« b' 

oder,  wenn  *man  die  Excentricität gleich  e  setzt, 

0  =  2nh-  +  ^  arc.  (tang  =  i^). 

Der  Schwerpunkt  der  halben  Ellipse  auf  der  einen  Seite  der  gros- 
sen Axe  wird  nun  in  der  kleinen  Axe  liegen,  in  einem  Abstand  vom 
Mittelpunkte  gleich 

wenn  2s  die  Länge  der  ganzen  Ellipse  bezeichnet.  Es  ist  aber  aus 
der  analytischen  Geometrie  bekannt,  dass 

..-..4i-,4.)--i(l|.-)-t(i:J|.-)--} 

Es  wird  folglich 

b«  +  ^  arc.  (tang  =  ^) 

§.  76. 
Wenn  der  Schwerpunkt  einer  Fläche  gesucht  wird,  und  die 
Dichtigkeit  überall  gleich  ist,  so  wird 

IdM  =  dxdyyi  +  (d..)»  +  (dy.)% 
und  folglich 

Jfr  dx  dy  V 1  +  (d,  z)*  +  (dj^  f/ydx  Jy  Vi  +  (d,  zp  +  (d,  2)« 

*  ~    //dxdyVl+(d,z)'  +  {d,2)»'   "  ~    J/dxdyyi  +  (d,z)»  +  (d,z)»' 

//?  d»  dy  y  1  +  (d,  z)»  +  (dy  2)' 
*~    //dxdyy  1  +  (d,z)>  +  (d^z)*' 

Ist  die  Fläche  eben,  so  wird 

8* 


a?  = 
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J/dxdy  //dxdy 

Diese  Formehi  gelten  auch  fiir  schiefe  Coordinaten.  Denn  es 
seien  x*,  y\  x%  j'  die  schiefen  Coordinaten ,  welche  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x,  y,  x,  y  entsprechen,  und  9  der  Winkel  der 

schiefen  Axen,  so  ist 

dM  =;  dx'dy'fliny, 

und»  wenn,  die  x  und  x'  Axe  zusammenfallen, 

y  =  y'  sin  9, 
daher 

jjy'dx'dy'sin'o)  .       J/y'dx'dy' 

/Jdx'dy'siny  JJdx'dy' 

Es  ist  aber  auch  y=y'  sin  %  folglich 

y.  =  %:i5:^,  und  ebenso  x^  =  ^Ip^' 

Xfdx'dy'  Jjdx'dy 

Beispiele. 

1)  Schwerpunkt  eines  Paralleltrapezes.  Es  sei  ABCD 
das  Trapez,  F  und  E  die  Mitten  der  parallelen  Seiten.  Man  nehme 
F  als  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems,  FB  als  x  Axe,  FE  als 
y  Axe  an,  und  setze  der  Kürze  wegen  AB  =  a,  CD  ==  b,  EF  =  c, 

^EFA  =  9,  so  ist,  weil  IG  =  GH  =  J  -  GF-^^, 


=  =*=G-yV)™^ 


f{& 


dy 


Es  ist  aber 

■+x    \ 

xdx  jdy  =  o, 


dx  Idy 


—  X 


f(i 
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folglich  a:  =  o,    y  =  ^rlW" 

Wenn  O  den  Schwerpunkt  bezeichnet,  ist  nun 

FO=y^'    EO=c-FO  =  <?i±bLc, 
3(a  +  b)  3(a  +  b) 

FO  :  EO  ==  (a  +  2b)  :  (2a  +  b)  =  (|  +  b)  :  (a  +  ^). 

Uaeht  man  CK  =  ^  =  FB ,  BL  =  \h  =  ED  und  zieht  KL,  so  ist 
der  Schwerpunkt  des  Trapezes  der  Durchschnitt  der  Linien  KL  und  EF. 

2)  Schwerpunkt  eines  Dreiecks.  Setzt  man  in  dem  vor- 
hersteheuden  Beispiel  CD  =  b  =  o ,  so  hat.  man  ein  Dreieck.  Es 
wird  alsdann  y  =  |c,  oder  (Fig.  31)  FO  =  ^CF.  — -  Dies  folgt 
auch  daraus,  dass  der  Schwerpunkt  in  beiden  Linien  CF  und  AG 
liegen  muss,  welche  von  einer  Spitze  des  Dreiecks  zur  Mitte  der  ent- 
gegengesetzten Seite  gezogen  sind.  Auch  wird  man  bemerken,  dass  die 
Dreiecke  AOB,  AOC,  COB  alle  gleich  gross  werden,  so  wie,  dass  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  auch  derjenige  dreier  gleich  grossen  Mas- 
sen ist,  deren  Schwerpunkte  in  die  drei  Spitzen  des  Dreiecks  fallen. 

3)  Schwerpunkt  eines  Ellipsensegments.  Es  sei  (Fig. 
32)  AEB  das  gegebene  Segment,  C  der  Mittelpunkt  der  Ellipse. 
DE  4=  AB  u"^  PB  dyrch  die  Mitte  von  AB  gezogen  seien  die 
Coordinatenaxen;  sie  sind  alsdann  conjugirte  Durchmesser.  Die  Glei- 
chung der  Ellipse  ist,  wenn  CE  =  a,  CD=:b, 

Setzt  man  CG  =  c,  so  ist 

dy  Ixdx 


Va»- 


dy  |dx 
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Es  ist  aber 


A  2b  r  v^-i i,  2b(a«-c»)* 

xdx  =  -J  xVa'-xMx 3JJ— 1-, 


dx  =  0, 


•   \--V.»-x« 


= ?/"v^ 


dx  =  -i::     Va^  — x'dx 


s=  bl  a.arc.f  cos  =  -  j y^a'  —  c'  [. 

Setzt  man  jetzt 

cos  a  =  -9   yv  —  c*  =  a  sin  u,    so  Wird  x  =  ,  .  Z  ^  y  =  o. 

Beim  Kreise  ist  2/u  der  Winkel  des  Segments. 

Setzt  man  c  =  Oy  /ii  =  -^t  so  findet  man  für  die  halbe  ElHpse 

48 

X  =   — • 

4)  Schwerpunkt  eines  Hyperbelsegments.  Es  sei  (Fig. 
33)  ABE  ein  Hyperbelsegment ,  C  der  Mittelpunkt;  CY4=AB  die 
eine  Coordinatenaxe ,  CX  durch  die  Mitte  D  von  AB  gezogen  die 
zweite,  so  sind  GX  und  CY  conjugirte  Durchmesser  der  Hyporbel, 
und  die  Gleichung  der  Hyperbel  ist 

a»       b«  "  ^'    y       -a'^''        •*  • 

Es  wird  alsdann,  wenn  CD  =  c, 


dy  Ixdx 


X  =  — : — K ; — '  y  = 


dy  |dx 
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Es  ist  aber 


—  a»dx=i|-(c»— a«)*, 

9 


1      ydy  Jdx  =  o, 


aMx 


-Xablogna.(i±V4^). 

\c  —  Je* — a*/ 


3cVc*  — a*  —  ?  a>  logiiat('i±i^^2^ 

*         ^        Vc  — Vc»  — aV 


oder,  wenn  man  DB  =  d  also  d  =  -  Vc'  —  a'  setzt, 

a 


2a»  d' 

X    s=    


3b'  acd  —  -} a'  b^  log  nat  ^ 

5)  Schwerpunkt  eines  Parabelsegments.  Es  sei  (Fig. 
34)  AGB  das  Segment,  D  die  Mitte  der  Sehne  A^,  CDX  parallel 
mit  der  Axe  der  Parabel  die  eine  Coordinataxe ,  die  Tangente  C Y 
4=  AB  die  zweite,  so  ist  die  Gleichung  der  Parabel 

y«=2px,     y  =  d:V2^. 

Es  wird  nun,  wenn  CD  gleich  c  gesetzt  wird, 


^  =  — -y — r^==; '    y  = 


f(C>-    fO 


dx 
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Es  ist  aber 

Jydy      Jdx  =  o,    Jfjdy        Jdx  =  J  V^ dx  =  |c V2^ 

und  folglich  wird 

a?  =  |c»    y  =  o. 

6)  Schwerpunkt  eines  Segments  der  Kettenlinie.  Es 
sei  (Fig.  35)  A  der  tiefste  Punkt  einer  Kettenlinie,  AB  vertical,  CD 
horizontal,  AX  und  A¥  die  beiden  Coordinatenaxen,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Kettenlinie  (§.  30) 


7 
Es  wird  non,  wenn  CD  =t=  AX,  AB  =  c,  CB  =  DB  =  d. 


f{&)"   Ci^y 


«  =  \4.Ay .,  \ — '  y  = 


cii'^y  tibY 


Es  ist  aber 

^xdxjdy  =  o, 


fa 


£'([W)a,=iJ;-^.'+.-')+4-(."+j+r*)]d, 


X» d  ,    X /■         3X\l/T72Xc 


T  k»     T-  2k' 


nf''> -£'[-' +*r(''+ •"")}' 


und  folglich 


2Xd   ,  2X1/   .    ,  2Xc 

=  — g-  +  — r  c*  + 
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sX,    .    ,r        3X\l/  ,    ,   2Xc 
oj  =  o,   y  = ^^ .  ~ 

7)  Schwerpunkt  einer  cycloidischen  Fläche.  Fig.  29. 
Es  sei  DG  =  x,  GF  =  y.  Man  sucht  den  Schwerpunkt  von  DGF. 
Die  Gleichung  der  Cycloide  ist 

y  =  r  arc.(  cos  =     ~     J  +  V2rx  —  x*. 

Setit  man  hier  cos  ip  = »  so  wird 

r 
y  =  r(^  +  ein  y;),    a?  =  r(l  —  cob  ^), 

Es  ist  jetit 

j  ( |dy  jxdx  =  Jzydx  =  ix'y  -  ijx'  dy 

o   \  o        /  o  o 

--  ^x'  y  —  y r»  I  (1  —  €08  tp)  sin*  ^d^ 

o 

J(  jydyjdx  =  iJyMx  =  |y»x-Jyxdy 

o   \  o  /  o  o 

=  ^y'x  —  r«  1  (i/;  +  Bin  ip)  sin*  ipdtp 
«|y»x-r«[iv^(i/;-8in2^)  +  i|-|co8^ 

j  Mdy  jdx  =jydx  =  xy— Jxdy  =  xy  — r'jBin«  ipdtp 

und  folglich  wird 

jx«  y  —  jr»  (^tft  —  i  sin  2^;  —  J^  sin»  tft)  ^ 

^  ^  xy  —  ir» (^  —  isin  %ip) 
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_  ^y*  X  —  r»[|y(y  —  sin  2tp)  H-  jl  —  t  cos y;  —  jops 2y  +  ^cos  Stff] 
^  ~  xy  — ir*(t/;  — isin2t^) 

Für  den  Schwerpunkt  der  halben  Cycloidenfläche  hat  man  x  =  2r, 
y  =  7rr,  ^  =  7r,  daher 

-  /.  16\7IT 

a:  =  |r,     y=(^l--_j^, 

und  für  die  ganze  Cycloidenfläche 

7r 
0?  =  y ,    y  =  o. 

§.  77. 

Schwerpunkt  einer  Umdrehungsfläche.  Nimmt  man 
als  Umdrehungsaxe  die  x  Axe  an ,  bezeichnet  durch  a  den  Rota- 
tionswinkel von  der  y  Axe  gerechnet,  und  durch  r  den  Abstand 
eines  Punktes  der  Umdrehungsflache  von  der  x  Axe,  so  ist 

z  =  r  sin  a,    y  =  r  cos  a,  und  r  =?  f(x), 

die  Gleichung  der  beschreibenden  Gurve.    Es  wird  also 

^  =  rVl+(d,xrdrd«, 

_  //rxVl  +(d,x)'drdcg  _  //r'  coa  aV  i  +  (d,x)Mrd« 

"^  ~    JJryi+(d,x)«drda'     *  ""        /JrV  1  + (d,x)«drda       ' 


^  ^  //r*  Bio  «y  1  +  (d,x)'  drdg 
^  ""        //rVl  +  (d,x)»drda 

Ist  die  Umdrehungsfläche  durch  zwei  auf  der  x  Axe  senkrechte 
Ebenen  x  =  x^  und  x  =  x  begrenzt,  denen  die  Werthe  r  =  r,, 
r  =  r  entsprechen,  und  durch  zwei  durch  die  x  Axe  gelegte  Ebe- 
nen, welche  den  Winkel  a  mit  einander  bilden  und  wovon  die  eine 
als  mit  der  xy  Ebene  zusammenfallend  angenommen  werden  kann, 
so  sind  a  und  r  von  einander  unabhängig  und  man  hat 


|rxdrV"l  +  (d,x)»         Jrx 


rxdrV"!  +  (d,x)»         J  rxdxV  1  +  (d^r)* 

r*     — ?- •     =     — ' 

I  rdrV  1  +  (d,x)'  JrdxVT+ldfF)» 


BlU 
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aj  r»yi  +(d^x)»dr       sin  a J  r'dxYl  +  (d^rj» 


aj  rdryi+(d,x)»  a j  r»  dx  YT+Jd^' 


fo  ^O 


a)j  r»  drVl+(d,x)'       (1  -  cos  a)j  r 


(1  —  cos  a)J  r»  dr  V 1  +  (d,x)'       ( 1  -  cos  a)J  r»  dx  V  1  +  (d^  r)* 


ajrdrVl  +  (d,x)*  ajrdxVl  +  (d^r)» 


o  o 


Ist  a  =  2jii  so  wird  y  =  o  und  5  =  0. 

Beispiele. 

1)  Schwerpunkt  der  Oberfläche  eines  keilförmigen 
Kugelsectors.  Es  ist,  wenn  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der 
Coordbalen  angenonoimen  wird  und  R  den  Kugelhalbmesser  bezeichnet, 

p  =  VR*-~x%    d,r  =  —  ^^  folglich 

rxdxV^l  +  7?         R  j  xdx 
J  rdxl^l  +  5;  rJ  dx 

—  R  — R 

.«f  R 


a  j  r*  dxV  1  +  ^        sin  a  j  ' 


y  = 


sinajr^dx^l  +^        sin«    VR>  — x»dx 

—  R  — R _  ttR  sin  a 


a  j  rdxl^l  +  ^  «Jd: 

'^R  "— R 

.+  R 


r*  dxV^l  +  ^ 

—  R 


7rH(l  —  cos  a) 


*  ■"  •+»      ""  4« 
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2)  Schwerpunkt  einer  Zone,  deren  Höhe  gleich  h  und 
deren  Radius  gleich  R.  '  Es  ist  alsdann 

r=   VR«  -  x%     d^r=~y»    -«  =  271,    folglich 

rxdxVl+IJ       Jxdx. 


X  = 


Jrdx  |/TT^        Jdx 


d.h.  der  Schwerpunkt  einer  Zone  liegt  in  der  Mitte  ihrer  Höhe. 

3)  Schwerpunkt  eines  sphärischen  Dreiecks.  Es  sei 
(Fig.  36)  ABC  ein  sphärisches  Dreieck;  der  Mittelpunkt  D  werde 
als  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems ,  DA  als  x  Axe,  der  Bo- 
gen AEY  sei  senkrecht  auf  die  Seite  BG  gelegt  und  seine  Ebene 
als  die  xy  Ebene  des  Coordinatensystems  angenommen.  Die  Formel 
für  die  Ordinate  des  Schwerpunkts  parallel  mit  der  x  Axe  ist  alsdann 

^  ^  //rxyi  +  (d^x)'drda^ 
//ryi+(d,x)»drda  ' 

und  es  ist  hier 

X  ==  YR'— r%    d^x  =-^» 

Die  Integration  in  Bezug  auf  r  muss  von  r  ==  o  bis  r  =  R .  sin  AF 
genommen  werden.  Setzt  man  der  Kürze  wegen  EF  ==g>,  EB  =  91^, 
EC  =  <p,,  ^AFE  =  V',  ^ABE  =  Vo»  -^ACE  =  V.,  ^FAE 
=  a,  ^BAE=:a^,  ^CAE  =  a,,  und  bemerkt,  dass 


• 

tang  a  =  tang  FAE  =  ^^1     cos«  a  =  -.-, 


sin=  AE 


sin  AE  siii*  AE  +  lang*  ^ 

.„              cosAEcosce  m?    > 

cos  AF  =  ■ =  9     cos  AE  sm  a  =  cos  t/;, 

Vi  — cos' AE  sin*«  ^ 

da (]y  ,     _  dy  sin  AE  dy  sin  AE 

cos*  a  """  cos'  y  sin  AE'  """  t  —  cos*  AE  cos'  y  ^    sin'  AF 

d^  ==  — cos  AF  der, 


SO  wird 
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.RsiaAF        \  /^O^i 

\da  (1  — co8AF)da 


«o 


jda+j< 


:^RBinAE(y,  — yj  ^  |R  sin  AE(y,  —  yj 

-^,  «I  — «0  + Vi  —  V'o  ' 

di^ 

Es  ist  aber  9,-9.  =  B^,  «,  —  a^  =  ^A,  V'i  =  -^C,  ^^ 
=  TT  —  B ,  wenn  A,  B,  C  die  Winkel  des  gegebenen  Dreiecks  be- 
zeichnen.   Es  wird  folglich 

^R . sin  AB  . BC  _  |R  .sin  AC.sin  CEC 
*  =*  A+ß  +  C  — Ä~"       A+^  +  C  — 7^      V 

wo  a?  der  Abstand  der  Projection  des  Schwerpunktes  auf  der  Linie 
DA  vom  Mittelpunkte  ist.  Bezeichnet  man  durch  y*  und  z^  die  Ab- 
stände der  Projectionen  des  Schwerpunktes  auf  den  Linien  DB  und 
DC  vom  Mittelpunkte,  so  wird 

,       iR . sin BA.sinA.AC        ,  _  jR.sin  BC.sinB.  AB 
»= — A  +  B  +  C-TT      '  A  +  B  +  C-Ä      • 

Wenn  man  durch  die  auf  diese  Weise  bestimmten  Projectionen  des 
Schwerpunkts  auf  die  Halbmesser  DA,  DB,  DC  senkrechte  Ebenen 
legt,  so  wird  ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnitt  der  Schwerpunkt 
des  gegebenen  Dreiecks  sein. 

Bezeichnet  man  durch  q  den  Abstand  des  Schwerpunkts  vom 
Mittelpunkte  und  durch  A,  /i*,  v  die  Winkel,  welche  q  mit  den  drei 
Halbmessern  DA,  DB,  DC  bildet  (Fig.  37),  und  setzt  man  der  Kürze 
willen  im  sphärischen  Dreieck  AB  =  c,  BC  =  a,  AB  =  b,  so  wird 

.        iRasinbsinC  ^R  b  sine  sin  A 

e  ^^«  ^  =  A+bTC=^'     ^co«^=A  +  B  +  C--;r' 

4Rc  sina  sinB 
?^^"^  =  A  +  B+C-7t" 

Es  ist  jetzt  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt,  dass 


1 
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cob' ;i  ßln*  a  +  coB*[jt  sin'  b  +  cos*  v  sin*  c — 2 cos  ^  cob  v  sin  b  Bin  c  cob A 
—  2  COB  X  COB  V  Bin  a  sin  c  cob  B  —  2  cob  X  cob  fi  sin  a  sin  b  cos  C 
=  1  —  (cob*  a  +  cob"  b  +  COB*  c)  +  2  cob  a  cob  b  cob  c. 

Substituirt  man  hier  die  vorigen  Werthe  von  cos  A ,  cos  ju ,  cos  v, 
und  bemerkt,  dass  sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  u.  s.  w.,  so  findet  man 

^  _  |R*  sin*  b  sin*  c  sin*  A[a*+  b*H-c*— 2(bc  cos  A  -h  ac  cos B  -f  ab  cosC)] 
^    ""  (A  +  B-f-C— 7r)»Ll  — (cos*a  +  cos*b  +  cos*c)  +  2cosa  cosb  cosc]' 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

T  «  —    »'  +  h*  +  c*  —  2(bc  cos  A  4-  ac  cos  B  +  ab  cos  C) 

1  —  (cos*  a  +  cos*  b  +  cos*  c)  +  2  cos  a  cos  b  cos  c 

SO  wird 

_  4 LR  sin  b  sin  c  sin  A 

"      ^  ■"      A  +  B  +  C  — »     ' 
,  a  b  c 

COB  X  =  Y — : »       COS  U,  =    s — r-r- »       COB  P    =   -. — : 

L  Sin  a  r        L  sin  b  L  sin  c 

•       §.  78. 

Zwischen  der  Lage  des  Schwerpunktes  einer  Ebena  und  dem 
Libalt  des  Umdrehungskörpers,  weichen  sie  durch  eine  vollständige 
Umdrehung  um  eine  in  der  Ebene  liegende  Axe  beschreibt,  findet 
folgende  Relation  statt:  Der  Umdrehungskörper  ist  gleich  dem  Pro^ 
duct  des  Inhalts  der  beschreibenden  Ebene  mit  dem  Umkreise  des 
vom  Schwerpunkte  der  Ebene  beschriebenen  Kreises. 

Nimmt  man  nämlich  die  y  Axe  als  Umdrehungsaxe  an,  bezeich- 
net durch  X  und  y  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  Ebene 
und  durch  E  die  Ebene,  so  ist  der  Umdrehungskörper  gleich 

27r//xdxdy  =  27r|^^^^JJdxdy  =  2nxK 

JJdxdy 

Beispiele. 

1)  Den  Inhalt  des  von  einem  Kreise  beschriebenen  Ringes  fin- 
det man  hierdurch,  wenn  r  der  Halbmesser  des  beschreibenden  Krei- 
ses, a  der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Umdrehungsaxe  ist, 
gleich  27t9i .  m*  =  27i:*r'a. 

2)  Den  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  halben  Ellipse,  welche 
durch  die  kleine  Axe  abgeschnitten  ist,  findet  man  aus  der  Gleichung 
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^Tra'b  =  Inx -^9    folglich  x  =  ^? 

ganz  wie  im  dritten  Beispiel  des  §.75.  • 

§.  79. 
Bei  einem  Körper  ist 

dM  A    A    A 

—  =  dxdydi, 

und  daher  werden  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  gleich- 
artigen Körpers 

j.  ^  JJJxdxdydz^        _  J/Jydxdydz^     ^  ^  Jff zdxdy  dz 
/J/dxdydz  J/Jdxdydz    .  JJ/dxdydz 

Diese  Formeln  gelten  auch  lur  schiefe  Coordinaten;  denn  be- 
zeichnet man  durch  x'»  yS  z'  die  schiefen ,  durch  x,  y,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  und  nimmt  an ,  die  x  und  x'  Axe  fallen  zu- 
sammen und  die  y'  Axe  falle  in  die  xy  Ebene,  und  bezeichnet  durch 
(xx')  und  (zz')  die  Winkel,  welche  die  x  und  x'  und  die  z  und  z' 

Axen  mit  einander  bilden,  so  wird 

dlf 
X  =  z'co8(szQ,    —  =  dx'dy'd2'6in(xx')  cos(»z'), 

daher 

///z'dx'dy'dz'.sin(xxOcos»(zzO  _         .    ../JJz'dx'dy'dz' 

jg    — —  ■  ■  SS   cos  ( Z*  J  —  ■ , 

JjJdx'dy'dz'  sin(xxO  cos(2Z')  XTjdx'dy'dz' 

und  folglich 

/  _  Jj/z'dx'dy'dz' 
JJJdx'dy'dz' 

und  ebenso  für  die  beiden  andern  Coordinaten  ccf  und  y'. 

Beispiele. 
1)  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  parallel  abge- 
stumpften Pyramide.  Es  sei  (Fig.  38)  ABCNOP  die  gegebene 
abgestumpfte  Pyramide,  E  die  Mitte  der  Seite  AB,  der  Scheitel  D 
der  Anfangspunkt  des  schiefen  Coordinatensystems,  DCZ  die  z  Axe, 
DX  =t=  CE  die  X  Axe,  DY  4=  AB  die  y  Axe.  Bemerkt  man  jetzt,  dass 

KL  =  LM  =  ggx,   HF  =  jv^z»  so  wird 
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X     =5 


y  == 


Ä  = 


PC* 

iEB.EC.P^'-P"'^ 

DC* 


j^EC    PC*  — DP* 
»DCop'-DP* 


9  u 


=  o, 


-j^£B .  EC» 


DC'  — DP* 


DC 


3 


DC*  — DP* 


^DC  — DP* 
Es  ist  folglich 

a?:»  =  |EC:DC, 

d.  h.  der  Schwerpunkt  der  abgestumpften  Pyramide  liegt  in  der  durch 

die  Schwerpunkte  beider  Grundflächen  gezogenen  Linie  DRQ.  Es  wird 

DC--»  ^  DC*--4DC.DP'  +  3DP'  _^  PC  +  2DC.DP  +  3DP* 
»  — DP  ""  3DC*  — 4DC*.DP  +  DP*        3DC"  +  2DC.DP  + DP*' 

oder,  wenn  man  die  beiden  Grundflächen  mit  G  und  g  bezeichnet, 

PC  —  »  ^  G  +  2VGg  +  3g 
*-DP         3G  +  2|^  +  g* 
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2)  Schwerpunkt  einer  ganzen  dreieckigen  Pyramide 
(Fig.  39).  Wenn  DP  =  o  oder  die  Pyramide  nicht  abgestumpft  ist, 
so  wird  x  =  ^EC,  2=  f  DC.  Zieht  man  eine  Linie  von  D  zum 
Schwerpunkt  F  der  Fläche  ABC  und  theilt  diese  in  vier  gleiche 
Theile,  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  Pyramide  in  dem  der  Grund- 
fläche nächsten  Theilungspunkte.  Er  liegt  also,  wo  die  geraden 
Linien  von  einem  Scheitel  der  Pyramide  zum  Schwerpunkte  der  ent- 
gegengesetzten Seitenfläche  der  Pyramide  einander  schneiden ;  er  liegt 
auch,  wo  die  geraden  Linien  vom  Halbirungspunkte  einer  Seite  zu 
demjenigen  der  entgegengesetzten  Seite  einander  schneiden.  Er  iaUt 
auch  mit  dem  Schwerpunkte  von  vier  gleich  grossen  Massen,  deren 
Schwerpunkte  respective  die  vier  Spitzen  der  Pyramide  sind,  zu- 
sammen. Es  ist  auch  zu  bemerken,  dass  die  vier  Pyramiden,  deren 
Grundflächen  die  vier  Seitenflächen  der  gegebenen  Pyramide  sind, 
und  deren  gemeinschaftlicher  Scheitel  der  Schwerpunkt  O  der  gan- 
zen Pyramide  bt,  gleich  gross  werden. 

3)  Schwerpunkt  eines  Ellipsoidensegments.  Die  Glei- 
chung des  EUipsoides  nach  schiefen  conjugirten  Axen  ist 

a»  ^  b«  ^  c* 

Man  sucht  den  Schwerpunkt  eines  von  zwei  mit  der  xy  Ebene  pa- 
raOelen  Schnitten,  z  =  z^  und  z  =  z^,  begrenzten  Abschnitts  des 
EUipsoides.    Es  ist  alsdann 

/*!      /-l-iVc»-i»//-+gjyb«c»-b»»«-c»y*\      "j 
UdK )dy  d. 


X   SS 


/«,r  r+^  Vc»-x»/  /•+  ^Vb*c»-b»»«-c«yA      1 
»«    L-^V^^^^    \-^Vb»c»-b»i»-c»y«   /      J 


I.«kikMk  im  «Mkudk.  9 
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/*i      /•+7Vc»-i»//-+cV>>»c»-b»x»-o»y»\        1 
1  (  |dx  lydy  d. 

z,    KiV^Cn?    \-i-iVb»c'-b»t«-c»y«  /        J 

■  ^ — —    SS  Oy 


S    =B 


dx Idy     d. 

».  L-^v^^^^^  V-iVb«c«-b»z«-c«,»/    J 

r'X  r+ly^^'^^^f  f+si  Vb»c»  -b'i»  -c»y»\    1 


k  dy    d. 

.».  L-j^?::!^  V-^Vb«c«-b».«-c»,»  /    J 


^i(c'-<y-(o'-'y] 


Trab 


^.c'(z?-z:)-i(2:-«:) 
jb[(c.  _  4zj)2.  -  (c»  -  iz:)2.]   "^«'(^  -  ^)  -  *(^;  -  «D 

Für  das  halbe  Ellipsoid  ist 

»  =  |c. 

Dieselbe  Formel  gilt  auch  (lir  einen  Kugelabschnitt  ^  dessen  Halb- 
messer gleich  c  ist. 

§.  80. 
Schwerpunkt  eines  Umdrehungskörpers.  Nimmt  man 
bei  einem  Umdrehungskörper  die  Umdrehungsaxe  als  x  Axe  an,  be- 
zeichnet durch  a  den  Rotationswinkel  von  der  y  zur  z  Axe  gerech- 
net, und  durch  r  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Umdrehungs- 
axe, so  ist 

—  =  rdrdxda,    y  ss  r  cos  a,    %  ^  T  sin  a,   und  folglich 

_  JXfrxdrdxda         _  JXfr*  cos  «drdxdg         _^  JXfr*  ein  g  drdxdg 
JXfrdrdxda  /J/rdrdxda  JJ/rdrdxda 

Ist  der  Umdrehungskörper  durch  zwei  auf  der  x  Axe  senk- 
rechte Ebenen,  x=:x^  und  x  =  x,,  und  durch  zwei  dardi  die 
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X  Axe  gelegte  Ebenen,  welche  den  Winkel  a  mit  einander  bilden 
und  deren  eine  mit  der  xj  Ebene  zusammenrallt,  begrenzt  ^  so  sind 
a,  r  und  x  unabhängig,  und  folglich  wird    . 

I    (  Irdr  Ixdx  sina)    (  Ir'drjdx 

X  =  7 9    y  =5 


JUrdrjdx  «r(^drj 

(1  — 008  a)j    [jr^drjdx 


dx 


a/^/rdr^ 


dx 


wenn  a=:2n^  werden  y  =  o  und  «  =  0. 

B  e  i  s  p  i  e  L 
Schwerpunkt  eines  keilförmigen  Kugelsegments.  Es 
ist  die  Integration  in  Bezug  auf  r  von  r  =  o  bis  r  =  VK"  —  x% 
iu  Bezug  auf  x  von  x  =  —  R  bis  x  =  -f-R  auszuführen.  Es  wird 
alsdann 

|J(R*  — x*)xdx 


X   =    ^ 0, 

I  (R*— x*)dx 

•La  * 

iBina   (R*  — x»)*dx 
„  _  -n _    3  „n  sin  a 


rx 


|a  (R*— x>)d: 

*'— a 

(Ra_X«)*dx 


. :<-B 8  ^p  1  ~  COS  « 

|aJ(R«  — x^)dx 

•La 

9* 
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Bezeichnet  man  dorch  t  den  AbsUmd  vom  Anfangspunkte  des 
Goordinatensystems,  folglich  t'  =  r'  +  x%  so  kann  man  auch  setzen 

—  =  -dr.rda.dr  =   ,, 
Q         X  Vt«  -  r« 

und  mau  hat  alsdann 

XlJrtdrdadr 


X 


iSf 


rrdrdadt 


B  6  1  i  p  1  0  L 

Schwerpunkt  einer  dreieckigen  sphärischen  Pyra- 
mide. Benutzt  man  hier  wieder  die  Fig.  36  und  die  im  dritten 
Beispiel  des  §.  77  gegebenen  Bezeichnungen,  so  wird 

J    1)     \r^'      j^JlÄrr      iBiaACsmC.BCpdr 


X  = 


•    Lao       o  /      J  tR.sinb.sinC.a 

"^    A  +  B  +  C  — ;r  ' 

Bezeichnet  man  durch  q  den  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mit- 
telpunkte und  durch  ^9  f^f  v  die  Winkel,  welche  q  mit  den  drei 
Seiten  der  Pyramide  DA,  DB,  DC  bildet,  und  setzt  wie  vorher 

j  ^  __  a*  +  b'  +  c*  —  2(bc  cos  A  +  ac  cos  B  +  ab  cos  C) 
1  —  (cos*  a  -H  cos*  b  -f  cos*  c)  +  2co8  a  00s  b  cos  c' 

SO  wird 

-.  t  L .  R .  sin  b .  sin  0 .  sin  A 
?  "■  A  +  ß  +  C  — Ä        ' 

0  a  b  c 

L .  sin  a  ^        L .  sin  b  L .  sin  c 

§.81. 
Was  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  schwerer  Körper  be- 
trifft, so  muss,  wenn  sie  in  einem  Punkte  befestigt  sind,  dieser  Punkt 
und  der  Schwerpunkt  in  derselben  verticalen  Linie  liegen ;  wenn  die 
Körper  eine  feste  Axe  haben,  muss  der  Schwerpunkt  in  die  durch  diese 
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Axe  gelegte  verticale  Ebene  faUen;  wenn  der  Körper  sich  auf  eine  feste 
Ebene  stutzt,  muss  diese  horizontal  sein  und  die  durch  den  Schwer- 
punkt gezogene  verticale  Linie  in  das  durch  die  Benihrungspunkte 
bestimmte  grösstmögliche  Polygon  fallen;  wenn  der  Körper  sich  auf 
zwei  Ebenen  stutzt,  muss  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen 
horizontal  sein,  und  wenn  der  Körper  jede  Ebene  nur  in  einem 
Punkte  berührt,  muss  der  DwchschoiCt  der  in  diesen  beiden  Beruh- 
ruDgspunkten  auf  den  Ebenen  senkrecht  gezogeaen  Garaden  in  einer 
dmrch  den  Schwerpunkt  gezogenen  verticalen  Linie  fallen.  Alle  diese 
Satze  gehen  unmittelbar  aus  den  §§•  24,  25  und  26  hervor,  wenn 
man  bemerkt,  dass  ein  schwerer  Körper  inomer  nur  als  von  einer 
im  Schwerpiiukte  wirkenden  Kraft  mgegpSm  gedacht  werden  kann, 
und  bei  §«  26,  wenn  der  Körper  sich  auf  eine  oder  mehrere  Ebe- 
nen stützt,  bemerkt,  dass  diese  im  Schwerpunkt  angebrachte  Schwere 
des  Körpers  das  Resultat  aller  in  den  Berührungspunkten  gegen  die 
festen  Ebenen  wirkenden  Drucke  sein  soll  Es  sei  (Fig.  40)  MN  die 
feste  Ebene,  A,  B,  C,  D,  E,  F  die  Berührungspunkte,  G  die  Pro- 
jection  des  Schwerpunktes,  so  muss,  weil  der  Druck  in  jedem  Be- 
rührungspunkte gegen  die  Ebene  wirkt,  G  auf  dieselbe  Seite  der 
Geraden  AB  fallen,  wie  die  übrigen  Berührungspunkte;  ebenso  in 
Bezug  auf  die  Linien  BC,  CE,  EF,  AF,  also  in  dem  Polygon  ABCEF.  ' 
Sind  (Fig.  41)  BC  und  BD  zwei  feste  Ebenen,  E  und  F  die  Be- . 
ruhrungspunkte,  so  übt  der  Körper  dnen  Druck  in  der  Richtung 
der  auf  BC  senkrechten  Linie  GE  und  einen  in  der  Richtung  der 
auf  BD  senkrechten  Linie  FG  aus.  Diese  beiden  Linien  müssen  dann 
einander  schneiden  und  ihr  Durchschnitt  vertical  über  dem  Schwer- 
punkte H  fallen,  weil  sie  sonst  keine  durch  H  gehende  verticale  Re- 
sultante haben  können.  Die  durch  die  Linien  GE,  GH,  GF  gdegte 
verticale  Ebene  wird  auf  die  beiden  Ebenen  BC  und  BD  senkrecht 
stehen,  also  auch  auf  Uiren  Durchschnitt  AB,  und  diese  Linie  wird 
daher  horizontal  sein  müssen.  • 
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Cap.  VIIL 

AnweidiiBg  der  Theorie  der  Centralliiie  auf  schwere 

magnetische  Utjf^. 

:    §•   82. 

Der  Hagnetismas  bringt  an  jedem  Elemente  eines  fiir  diese 
Kraft  empfindsamen  Körpers  ein  Kräftepaar  hervor.  Die  Lage  der 
Arme  jedes  diieser  Kräftepaare  ist  von  der  VertheikiAg  des  Magne- 
tismus im  Körper  abhängig;  die  Kräfte  der  Paare  dagegen  sind  alle 
parallel  und  ihre  Richtung  wird  die  Richtung  der  magnetischen  Kraft 
genannt.  Sie  wird  durch  den  Winkel  bestimmt,  welchen  sie  mit 
einer  horizontalen  Ebene,  und  durch  den  Winkel,  welche  eine  durch 
die  Richtung  der  Kraft  gelegte  verticale  fib^ne,  der  magnetische 
Meridian,  mit  dem  astronomischen  Meridian  bildet.  Der  erstere 
Winkel  wird  die  Inclination,  der  letztere  die  DecHnation  ge* 
nannt  Reide  sind  aur  derselben  Stelle  der  Erde  veränderlich,  zum 
Theil  regelmässig  nach  verschiedenen  •  Perioden ,  zum  Theil  unregel^ 
massig.  Wit*  werden  sie  hier  ohne  Rücksicht  auf  diese  Variationen 
als  unveränderlich  betrachten. 

An  einem  schweren  magnetischen  Körper  wirken  zwei  Systeme 
paralleler  Kräfte ;  diese  sind  immer  einer  Ebene,  derjenigen  des  mag- 
netischen Meridians,  parallel  und  haben  nach  §.  57  imnder  eine  Cen- 
trallinie.  Nimmt  man  den  Schwerpunkt  des  Körpers  als  Anfangs- 
punkt des  Goordinatensystems  an  und  bezeichnet  durch  2  die  Sum- 
mationen,  welche  sich  auf  die  Kräfte  der  Schwere  beziehen,  durch 
S'  die,  welche  sich  auf  die  magnetischen  Kräfte  beziehen,  durch  P 
die  Kraft  eines  an  einem  Elemente  wirkenden  magnetischen  Paaret, 
durch  er,  /?,  y  die  Winkel,  welche  dieses  mit  den  drei  Coordinaten- 

axea  bildet,  so  wird 

^•Xx  =B  o,  SXy  =  o,  2Xt  «=  o, 
:?Yx  =  o,  2Yy  =  o,  SVm  «  o, 
SZx   =  o,  2Zj   =  o,  SZe   =  o, 

weil  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  gleich  Null  sind,  und 
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S'YnS'Xj  ^  J'Xx2' Yy 

=  cos  ß  TFx .  CO«  a  S^Pj  —  cos  aS'Px.  cob  ß  S*Pj  =  o, 
S'YxS'X%  —  S*XxS'Y% 

=  cos ßS'Px.eoBa  S'P%  —  cos a2'Px.  cos ß  S'P%  =  o. 

Diese  Werthe  io  die  Gleichungeo  des  §.  57  substituirt  geben  als 

die  Gleichung  der  CeritraHinie 

_  2Y2'Ky^2X2'YY       _  ^TPy 
^  ^  2Y2'Kx-^2X2Yx^  """  ^'Px'^' 

_  SY2*Xz  —  SX2'Yz        _  ^^Pz 
*  "~  SYI'Xx-^SXS'Yji'^  "  2'Vx'^' 

Die  Centrallinie  geht  also  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers.  Ihre 
Richtung,  welche  von  der  Lage  des  Schwerpunkts  unabhängig  ist, 
und  daher  durch  Zufügen  von  unmagnetischen  Theilen  unverändert 
bleibt,  kann  durch  Beobachtung  gefunden  werden,  wenn  der  Schwer- 
punkt des  Körpers  und  die  Richtung  der  magnetischen  Kraft  gege- 
ben sind.  Wird  nämlich  der  Körper  in  seinem  Schwerpunkte  frei 
drehbar  befestigt  und  im  Gleichgewicht  gebracht,  so  muss  das  mag- 
netische Resultantenpaar  Null  werden,  d.  h.  die  Centrallinie  fallt  in 
dieser  Stellung  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  gezogenen  Richtung 
der  magnetischen  Kraft  zusammen« 

§.83.. 

Wird  der  Körper  so  gedreht,  dass  die  Centrallinie  in  der  durch 
die  Richtung  der  magnetischen  Kraft  und  die  Richtung  der  Schwere 
gelegte  Ebene,  d.  h.  in  den  magnetischen  Meridian  fällt,  so  haben 
die  Kräfte,  wenn  der  Körper  nur  um  eine  auf  dieser  Ebene  senk- 
rechte Axe  gedreht  wird,  einen  Centralpunkt  in  Bezug  auf  diese 
Axe.  In  der  That  sind  nun,  wenn  man  fortwährend  den  Schwer- 
punkt zum  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  wählt  und  die  z  Axe 
der  Umdrehungsaxe  parallel  «ikiHnint^  weil  die  z  Axe  alsdann  auf 
die  Bidituhg  der  Schwere  und  auf  die  Richtung  der  magnetischen' 
Kraft  senkrecht  ist,  alle  Zc=:o,  und  weil  sie  auf  der  Centrallinie 
senkrecht  ist,  2'Pz3=so,  wie  aus  der  Gleichung  der  Centrallinie 
(§•  82)  hervorgeht.    Hierdurch  werden  dtö  Bedingungen  des  §.  65 
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erfüllt    Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  werden  nach  demsetben 
Paragraphen,  weil  -^  =  o  und  /^  =  2 —  ^* 

cos  a  -S'Px  +  sin  a  ^'Py  cos  a  PPy  —  sin  a  ^'Px 

a, 3X -'      »""  ^X ' 

«  =3  O9 

WO  ^X  die  Schwere  des  Körpers  bezeichnet  und  die  Grösse 

cos  a  :?'Py  —  sin  a  2'Px  =  ^'  Xy  —  2^' Yx 
das  Moment  des  magnetischen  Resultantenpaares  in  der  jetzigen  Stel- 
lung ist. 

Bezeichnet  man  durch  I  die  Inclination  der  magnetischen  Krait, 
durch  M  das  Moment  des  magnetischen  Resultantenpaares,  wenn  der 
Körper  in  eine  solche  Stellung  gebracht  ist,  dass  die  Centraiiinie  auf 
der  Richtung  der  magnetischen  Krall  senkrecht  steht  und  das  Paar 
also  das  grösstmögliche  Moment  hat,  durch  V  den  Winkel,  welchen 
die  Centraiiinie  jetzt  mit  der  horizontalen  y  Axe  bildet  oder  die  In- 
clination der  Mittellinie,  und  durch  S  die  Schwere  des  Körpers,  so  ist 

-^'Py  =  M  cos  r,    ^'Px  =  M  sin  r,    «  =  |—  I,    S  =  SX, 
und  es  werden  daher  die  Coordinatßn  des  Centralpunktes 

Mcos(I  — I')                 Msin(l-.P) 
X  =  g ,     y  «  g , 

folglich 

J=  tangCl-P). 

I  —  V  ist  aber  der  Wmkel,  welchen  die  Richtung  der  Centrai- 
iinie oder  der  Arm  des  magnetischen  Resultantenpaares  mit  der  Rich- 
tung der  magnetischen  Kraft  bildet,  und  dieser  ist  gleich  dem  Winkel» 
welchen  die  Linie  vom  Schwerpunkt  zum  Centralpunkt  aller  Kräfte 
mit  der  x  Axe  oder  mit  der  Richtung  der  Schwere  bildet 

§.  84.  . 
Wenn  ein  magnetischer  und  schwerer  Körper  in  einem  Punkt 
befestigt  ist,  so  muss,  damit  Gleichgewicht  stattfinde,  der  Körper 
eine  solche  Stellung  haben,  dass  der  Schwerpunkt  in  die  durch  den 
festen  Punkt  gehende  Verticale  liegt  und  die  Centraiiinie  parallel  mit 
der  Richtung  der  magnetischen  Kraft  ist 
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Hat  der  magnetische  Körper  eine  feste  Axe  und  steht  diese 
auf  der  CentraliiDie  und  auf  der  Richtung  der  Schwere  senkrecht, 
so  wird  die  Lage  des  Gleichgewichts  auf  folgende  Weise  gefunden. 
Man  nehme  als  Anfangspunkt  der  Goordinaten  den  Punkt  0  (Fig.  42), 
wo  die  durch  die  Centrailinie  gelegte  yerticale  Ebene  die  feste  Axe 
schneidet»  diese  letzte  Axe  als  z  Axe,  die  x  Axe  vertical,  die  y  Axe 
horizontal  in  der  durch  die  Centrailinie  gehende  verticale  Ebene  an ; 
man  bezeichne  ferner  durch  fi  den  Winkel,  welchen  die  xy  Ebene 
mit  dem  magnetischen  Meridian  bildet,  durch  r  den  Abstand  OB  des 
Schwerpunkts  vom  Anfangspunkte  0  des  Coordinatensystems,  durch 
tp  den  Winkel  ABO,  welchen  die  Linie  mit  der  Centrailinie  bildet, 
durch  ^  und  fi  die  Ordinaten  -hBD,  EB  und  -i-DB  des  Schwer- 
punktes B,  parallel  mit  der  x  und  y  Axe.  Nach  §.  71  soll  man  jetzt, 
um  die  Lage  des  Gleichgewichts  zu  finden,  alle  Kräfte  auf  die  xy- 
Ebene  projiciren,  wodurch  die  Kraft  S  in  B  unverändert  bleibt,  von 
den  magnetischen  Kräften  aber  nur  die  der  x  und  y  Axe  parallelen 
Componenten  auf  die  xy  Ebene  projicirt  behalten  werden.  Der  Cen- 
tralpunkt  dieser  in  der  xy  Ebene  liegenden  Kräfte  soll  dann  in  der 
Lage  des  Gleichgewichts  in  die  x  Axe  fallen,  oder,  wenn  y  ihre  der 
y  Axe  parallele  Ordinate  bezeichnet,  so  muss  y  =  o  sein.  Es  ist 
aber  nach  §.  65,  wenn  man  bemerkt,  dass 

:?Y=o,   2'Y«=o,   ^X  =  S,   -3'X  =  o, 
2Xy  =  Stjy    5Yx  =  o,    SXx  =  Sg,    2Yj  =  o, 
S'XiL  a=  C08  a  S^Px  SS  M  cos  a  sin  F  «  H  sin  I  sin  F, 
S'Xj  s=s  coB  a  2*Pj  es  M  008  a  cobF  »  M  ein  I  cos  F, 
S'Yy  s=  COB  ß  2'Py  ==  M  cos  ß  cosi'  »  M  cos  ^jt  cos  I  cosT, 
2*Yx  ==■  cos  ß  J'Px  —  M  cos  ß  sin  F  =^  M  cos  fi  cos  I  sin  T, 
^  S£  +  M(sin  I  sin  V  +  co»  fi  cos  I  cos  V) 

_  Siy  +  M  (sin  I  cos  I*  —  cos  ^  cos  I  sin  IQ 

also  wird  die  Bedingungsgleichung  des  Gleichgewichts  y  =  o,  oder 

Si}  +  M(Bin  I  COB  V  —  cos  /i»  cos  I  Bin  V)  ss  o; 

es  ist  aber  , ,      ,^ 

^  =  —  r .  co8(^  —  l*), 
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fol^cb  wird 

M(sml  gobP  —  cosjiicofll  sinr)  —  Sr  cos(^— *!')  »  o, 
und  hieraus 

tanft  V  =       Msiiir^Srcos» 
^  BA  cos  fi  cos  I  +  Sr  siD  tp 

lyi Srcos(y  —  V) _  M(cos  fi  cos  I  sin  V  —  sin  I  cos  V) 

""  sin  I  cos  V  —  cos  fk  cos I  sin I''  '  ~  S 

Wenn  f»  =  o  ist,  oder  wenn  die  Drehungsebene  des  Köipera 

mit  dem  magnetischen  Meridian  zusammenlallt,  wird 

,,       M  sin  I  —  Sr  cos ^     ju.       Sr  cos (^  —  I)             M  siD(I — I') 
*^°Sl  =McosI  +  Srsintp'    ^=     8in(l-r)    '   '  == S 

Geht  die  feste  Axe  durch  ^en  Centralpunkt  oder  ist  auch  a;  =  o, 

so  ist  der  Körper  astatisch.    Man  hat  alsdann  ausser  den  vorigen 

Gleichungen,  weiche  von  y  =  o  hergeleitet  wurden,  noch 

S$  4-  M(8in  I  sin  P  +  cos  gi  cos  I  cos  T)  =s  o. 

Es  ist  aber 

J  =  r.Bin(^  — 10, 
daher 

M(Bin  I  Bin  T  +  cos  /Ur  cob  I  cob  F)  +  Sr  sinC^  —  V)  =»  o. 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung 

M(Bin  I  cos  I'  —  COB  [k  cob  I  sin  I')  —  Sr  co8(^  — 10  =  o 

findet  man  nun 

.         l,    sJD  I  sin  V  +  COS  fi  cos  I  cos  V 

^^^        ^  sin  I  cos  V  —  cos  fi  cos  I  sin  P' 

durch  welche  Gleichungen  die  Lage  des  Schwerpunkts  bestimmt  ist. 
Verrückt  man  durch  Zufügen  von  unmagnetiscben  Theilen  den  Schwer- 
punkt bis  er  in  den  eben  bestimmten  Punkt  fällt,  so  wird  der  Kör- 
per um  die  gegebene  Axe  astatisch  sein.  Wenn  /ur  =  o,  werden  die 
Bedingungsgleichungen 

tangC^  — 10  =  cotang(r  — I), 
oder 

Geht  die  feste  Umdrehungsaxe  durch  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers, so  wird  r  =  0  und  die  Bedingungsgieichung  des  Gleichgewichts 
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^  COS/* 

folglich  von  M  unabhängig.    Ist  ausserdem  f*  =  -^  9  so  wird  auch 
V=z-^f  oder  die  Centrallinie  wird  vertical  stehen;  ist  f*=:o,  so 

wird  r  =  L 

Bezeichnet  man  durch  D  die  Deciination  der  magnetischen  Kraft 
und  durch  a  das  astronomische  Äzimuth  der  Centrallinie,  so  wird 

lA  «  a — D 
und  im  Zustande  des  Gleichgewichts»  wenn  die  feste  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  geht, 


cos(a—  D) 

Hat  man  für  einen  andern  Werth  des  Azimuths  =>  a'  statt  I'  den 

Winkel  V\  so  ist  auch 

taBgr  =  _1^51^-, 
°  co6(a'  —  D) 

und  hieraus  findet  man  dann 

.        -r^  cos  a'  tang  V'  —  cos  a  lang  V 

tangD   = : ,  ,     ^  ,,, : ; — V» 

^  siQ  a  tang  I"  —  sin  a  tang  r 

langl  =s  taDgF  coß(a  —  D)  =  tangl"  co8(a'  —  D). 


Cap.  IX. 

DTBamiL    Cfesetxe  der  Bewegungen  eines  Systems  von  mit  einan- 
der Yerbmidenen  Punkten,  deren  Terbindnng  dnrcli  von  der  Zeit 
nnabhlngige  Cfleichnngen  ansgedrftckt  werden  Unnen. 

§.84 

Wenn  anf  ein  System  von  mit  einander  verbundenen  Punkten, 
deren  Verbindungen  durch  von  der  Zeit  unabhängige  Gleichungen 
ausgedriickt  werden,  mehrere  Kräfte  wirken,  so  werden  in  den  ver- 
sdiiedeiien  Piinkteti  dieses  Systems  gewisse  Spanmingen  oder  Drucke 
stattfinden.  Die  Kräfte,  welehe  an  jedem  Punkte  angebracht,  wo 
eine  solche  Spannung  oder  Dluck  stattfindet,  dieselbe  Spannuug  oder 
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Druck  hervorbriogen  würden,  wurden  in  §.  11  die  Kräfte  der 
Verbindung  genannt;  man  kann  sich  die  Verbindungen  der  ver- 
schiedenen Punkte  ganz  aufgehoben  denken  und  statt  deren  die 
Kräfte  der  Verbindung  wirkend,  so  wird  hierdurch  die  Bewegung 
oder  das  Gleichgewicht  des  Körpers  in  nichts  geändert 

Die  Kräfte,  welche  die  Bewegung  des  oben  beschriebenen  Sy- 
stems bestimmen,  wurden  im  §.11  gegebene  Kr;äfte  genannt 

Man  nennt  endlich  totale  Kräfte  diejenigen,  die,  wenn  sie 
allein  wirkten  und  die  Verbindung  zwischen  den  Punkten  auigdio- 
ben  wäre,  dieselbe  Bewegung  hervorbringen  würden,  wie  die  ge- 
gebenen Kräfte  während  der  stattfindenden  Verbindung. 

Setzt  man  jetzt  statt  der  Verbindungen  die  Kräfte  der  Ver- 
bindungen, so  kann  man,  wie  oben  bemerkt,  die  Verbindungen  der 
Punkte  ganz  aufheben  und  es  geht  aus  den  obigen  Definitionen  un- 
mittelbar folgender  Satz  hervor: 

In  jedem  Punkte  des  Systems  muss  die  totale  Kraft  die  ResuJIr 
tante  der  gegebenen  Kräfte  und  der  Kräfte  der  Verbindungen  sein. 

Die  Kräfte  der  Verbbdungen  können  allein  keine  Bewegung 
hervorbringen  und  müssen  daher  im  ganzen  Systeme,  wenn  die  statt- 
findende Verbindung  fortdauert,  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Deswegen  können  die  gegebenen  Kräfte  durch  die  totalen  Kräfte 
ersetzt  werdenf  oder:  die  gegebenen  Kräfte  und  die  totalen  Kräfte, 
wenn  ^se  in  entgegengesetzter  Richtung  der  wirklichen  Bewegung 
genommen  werden,  halten  einander  im  Gleichgewicht, 

Dieser  Satz  wird  das  Princip  d'Alemberts  genannt 

Die  gegebenen  Kräfte  werden  bewegende  Kräfte  genannt, 
wenn  sie  mit  der  Richtung  der  Bewegung  einen  spitzen,  wider- 
strebende, wenn  sie  mit  derselben  einen  stumpfen  Winkel  bilden. 

§.  85. 

Cm  die  totale  Kraft  durch  die  stattfindende  Bewegung  bestim- 
men zu  können,  muss  man  eine  auf  einen  Punkt  wirkende  Kraft 
durch  die  Bewegung  dieses  Punktes  und  seiner  Hasse  ausdrücken 
können.  Dieses  geschieht  mit  Hülfe  des  zweiteD  Grundgesetzes  der 
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Wirkungsweise  der  Kralle,  §.  4.  das  Gesetz  der  Proportionalitat  der 
Kräfte  und  der  Variationen  der  Geschwindigkeiten. 

Bezeichnet  man  durch  K  eine  unTeranderliche  Kraft,  weldie 
am  Ende  der  ersten  Secunde  einem  materielien  Punkte,  dessen  Ge* 
wicht  gleich  P  ist,  die  Geschwindigkeit  V  npttheilt,  und  folglich 
auch,  weil  sie  unveränderlich  ist,  in  jeder  folgenden  Secunde  die 
erhaltene  Geschwindigkeit  mit  V  vermehrt,  so  ist  wegen  des  ange* 
rührten  Gesetzes  K:P  =  V:g, 

also  K  =  ^.V=:M.V, 

wo  H  die  Blasse  des  materiellen  Punktes  ist 

Zwei  unveränderliche  Kräfte  verhtüten  eich  zu  einander  wie 
die  Produkte  der  Geschwindigkeiten,  weldte  de  in  demselben  Zeit-^ 
räume  den  Körpern  miUheUen  können,  in  die  Massen  oder  Pro- 
dukte dieser  Körper. 

Dieses  Produkt  MV  wird  die  Quantität  der  Bewegung, 
oder  auch  das  Bewegungsmoment  des  Körpers  genannt,  und 
ist  der  unveränderlichen  Kraft  gleich,  welche  die  Bewegung  her- 
vorbringen konnte. 

Wenn  dagegen  die  Kraft  K  veränderlich  ist,  so  kann  sie  doch 
während  eines  Zeitelementes  dt  als  constant  betrachtet  werden.  Be- 
zeichnet man  durch  dV  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  in  die- 
sem Zeitelemente  iind  bemerkt,  dass  die  Zunahme  der  Geschwin- 
digkeit, veelche  die  unveränderliche  Kraft  der  Schwere  dem  Körper 
in  diesem  Zeitelemente  mitgetheilt  haben  würde,  diesem  Zeitelemente 
proportional  gleich  gdt  ist,  so  wird 

K:P-=  dV:gdt, 

folglich  K  =  ^.d,V  =  Md^V. 

Bezeichnet  man  durch  e  die  von  dem  in  der  Richtung  der 
Kraft  K  bewegten  Körper  beschriebene  gerade  Linie,  so  ist 

V  =  d,e, 

P       a  1 

abo  auch  K  =  —  «d  e  =  Md.e. 

8     •  * 
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§«  86. 
Wenn  man  eine  Kraft  R,  welche  auf  einen  Punkt  (x,  y,  z) 
wirkt,  in  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  parallel  mit  drei  auf  einander  senk- 
rechten Coordinatenaxen  zerlegt,  so  wird,  wenn  man  in  der  vor- 
hergehenden Formel  statt  K  successive  X,  Y,  Z,  und  statt  e  suc- 
cessive  x,  y,  z  setzt, 

8      *  %      ^^^  g      * 

Bezeichnet  man  durch  s  die  von  einem  Punkte  beschriebene 
krumme  Linie,  so  wird  die  Tangente  im  Punkte  (x,  y,  z)  mit  den 
Coordinatenaxen  Winkel  bilden,  deren  Cosinus  gleich  d,x,  d.y,  d.z 
sind.  Die  Componente  der  Kraft  R  längs  der  Tangente,  oder  die 
Tangentialkraft  des  Punktes,  wird  (§.  10) 

Xd.x  +  Yd.y  +  Zd.i, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  X,  Y,  Z  substituirt  und  bemerkt, 
dass  ds*  =  dx*  +  dy*  +  dz%  und  daher  auch  ds  d*  s  =  dx  d"  x 
4-  dy  d*  y  +  dz  d"  z,  gleich 

-(d*xd,x  +  d'y  d.y  +  d*«d.»)  =  -  •  d*8. 

Die  Normale  im  Punkte  (x,  y,  z)  bildet  mit  den  drei  Coordi- 
natenaxen Winkel,  deren  Cosinus  gleich  rd^  x,  rd^  y,  rdj  z  sind,  wo 
r  den  zum  Punkte  (x,  y,  z)  gehörigen  Krümmungshalbmesser  der 
vom  Punkte  beschriebenen  krummen  Linie  bezeichnet  Die  Com- 
ponente der  Kraft  R  längs  der  Normale,  welche  die  Centrifugal- 
kraft  genannt  wird,  weil  sie  den  Punkt  vom  Kriimmungsmittel- 
punkte  zu  entfernen  sucht,  wird  also 

Xrd;x  +  Yrd;y+  Zrd%  =  L^Cd^d^  +d;yd;y  +d;.d;i) 

=  j(d,B)'[(d>)'  +  (<y)"  +  (d^)'] 
o  ^  t  -^     r»       tt       r 


g     V       ,     .  f.  g 

P     V« 

— .  — , 
g     r 


WO  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  bezeichnet 
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P         a 

Die  zwei  Kräfte,  die  Tangentialkraft,  gleich  —  •  d^s,  und  die 

Centrifogalkraft,  gleich  *-  •  —  >  stelle  die  Kraft  R  vollständig  dar. 

Die  Summe  ihrer  Componenten  längs  jeder  der  drei  Goordinaten« 
axen  ist  nämlich  der  Componente  von  R  längs  derselben  Axe  gleich. 
Man  hat  in  der  That 

-d,B .  d.x  +  -.  L_L-^.rd,x  =  -[d^B .  d.x+  d.x .  (d^s)  ] 

und  ebenso  längs  jeder  der  beiden  anderen  Axen ;  R  ist  folglich  die 

Resultante  dieser  zwei  Kräfte. 

i  ,    .        .1 
Wenn  die  Bahn  eine  gerade  Linie  ist,  wird  —  =  o,  und  da- 
her die  Centriftigalkraft  gleich  Null. 

§.87. 
Durch  die  in  den  §§.  14  und  15  entwickelten  Bedingungsglei- 
chungen des  Gleichgewichts  können,  wie  wir  in  den  Gap.  III.  und 
IV.  gesehen  haben,  alle  Probleme  des  Gleichgewichts  gelöst  wer- 
den. Wendet  man  diese  Gleichungen  auf  das  im  §.  84  entwickelte 
d^Alembertsche  Princip  des  Gleichgewichts  der  gegebenen  und 
der  in  entgegengesetzter  Richtung  genommenen  totalen  Kräfte  an, 
so  können  auch  alle  Probleme  der  Bewegung  durch  Gleichungen 
ausgedrückt  werden. 

Bezeichnet  man  durch  p^  p,,  p,,  •  •  •  das  Gewicht  der  Punkte 
des  gegebenen  Systems,  durch  m^  m,,  m,,  ...  ihre  Massen,  so  ist 
w^en  §.  85  die  auf  dem  Punkte  (x,*  y,f  z^)  wirkende  totale  Uraft, 
längs  der  drei  Coordinateiiaxett  zerlegt, 


gdjX,,     -d^y,,     -d^i,. 


Die  Kräfte  X^,  Y^,  Z^,  welche  auf  diesem  Punkte  wirken,  müssen 
nun  nach  dem  d'Alembertschen  Princip,  wenn  die  Verbindungen 


U.   BS  O,      U.  s  O.   .  .  .  .   O.  s=5  o 


a 


9   ....   Up 


stattGnden,  mit  jenen  totalen  Kräften,  wenn  ihre  Zeichen  verändert 
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werden,  im  Gleichgewichte  sein,  d.  b.  die  auf  dem  Pmikte  (x^»  y^,  z  J 
wirkenden  Kräfte 

X,-^d>.,    Y,-^d;y,,    ^^-^<*" 
die  auf  dem  Punkte  (x,,  y,,  z,)  wirkenden  Kräfte 

x.-^d>„  Y.-7<y.'  ^.-7<*.  "•''•^- 

müssen  im  Gleichgewichte  sein.  Diese  Kräfte  werden  auch  des- 
wegen die  verlorenen  Kräfte  des  Systems  genannt.  Die  Glei- 
chungen des  Gleichgewichts  des  §.  14  werden  aber  nun 

X,— ^d'x,  «  a.d^^u, +  a,dj  u, +...apd^iip, 
Ya  — yd*y,  ==  a.dy  u,  +  a,dy  ii,  +...aj,dy  n^, 
Z, -^dfi,  =  a.d,  u, +  a,d,  u,  +...a^d,  Up, 
X,  — ^d*x.  =  a.dj^u,  +  a,d,^u,  +...a^d,^u^, 

Z.-^d^».  «  a.dj^u. +  a,d,^u,  -h  ...  »pd^^u^. 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  3n  Gleichungen  die  p  willkür- 
lichen CoefGcienten  a^,  a,, ...  a  .  so  erhält  man  3n  —  p  Gleichun- 
gen,  welche  eben  die  Bedingungsgieichungen  der  Bewegung  sind. 

Die  Spannung  oder  der  Druck  in  jedem  Punkte  des  gegebenen 
Systems  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §.  14  berechnet  werden 
müssen,  wenn  man  nur  statt  der  gegebenen  Kräfte  X^  Y^,  Z,,  X,, 
....  die  verlorenen  Kräfte 

welche  letzteren  jetzt  im  Gleichgewicht«  sind,  substituirt 

§.  88. 
Die  Tension  der  dem  Punkte  (x,  y,  z)  gehörigen  totalen  Kraft;, 
d.  h.  die  längs  der  Tangente  des  beschriebenen  Bogens  wirkende 
Componente  derselben,  ist  nach  §.  86,  wenn  man  durch  e  den  vom 

Punkte  beschriebenen  Bogen  bezeichnet,  gleich  -d*e,  und  die  vir- 
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tuelle  Aii)eit  dieser  Kraft  (§.  19)  ?d*e'd^e.     Wendet  man  das 

d'Alembertsche  Princip  auf  das  Gesetz  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten an,  so  erhalt  man  (§.  19) 

2Td  a  — rr'd  «'  — 2i?d'c.d  e  «  o, 

oder 

STA,B  —  rr'd  ß'  =  ^Edfe . de, 

wo  T  und  T'  die  Tensionen  der  bewegenden  und  widerstehenden 
Kräfte  und  s  und  s'  die  von  ihren  Angriffspunkten  beschriebenen 
Bogen  bezeichnen.  Es  sei  nun  v  die  Geschwindigkeit  eines  Punk- 
tes des  Systems,  so  ist  d^e  =  v,  d^e-d^e  =  vd^v,  und  die  obige 
Gleichung  wird  daher 

2Td  B— :ST'd,8'  =  llrdv. 

MultipKcirt  man  diese  Gleichungen  mit  dt,  integrirt  \n  Bezug  auf  t 
von  0  bis  t,  und  bezeichnet  durch  v^  den  dem  Zeitpunkte  t  =  o 
entsprechenden  Werth  der  Geschwindigkeit  v,  so  erhalt  man 

JiTd,8.dt—J:ST'd,8'.dt  «  s^  —  S^  =  jsül^-  v!DV. 


mv* 


Der  Ausdruck  -y~  oder  die  Hälfte  der  Masse  eines  Punktes 
mit  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  multiplicirt,  wird  die  le- 
bendige Kraft  des  Punktes  genannt.  Das  Integral  fTd^sdt  wird 
die  dynamische  Arbeit  der  Kraft,  deren  Tension  T  ist,  wäh- 
rend der  Zeit  t  genannt.  Die  obige  Gleichung  kann  auch  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden: 

In  einem  bewegten  System  von  Punkten  ist  die  Differenz  zwi- 
sehen  der  Summe  der  dynamischen  Arbeiten  der  bewegenden  Kräfte 
und  der  Summe  der  dynamischen  Arbeiten  der  widerstehenden 
Kräfte  während  eines  gewissen  Zeitraumes  dem  Zuwadts  der  2e- 
bendigen  Kraß  des  Systems  in  diesem  Zeiiraume  gleich. 

Dies  wird  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  genannt,  und 
die  obige  Gleichung  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft. 

Ukriiadk  4«r  Meebaalk.  10 
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Diese  Gleichung  kann  statt  einer  der  aus  den  Gleichungen  dos 
vorigen  Paragraphen  durch  Elimination  der  Coeificienten  a^  a,,  ... 
Op  gebildeten  3n — p  Gleichungen  gesetzt  werden,  und  wenn  3n  — p 
=  1,  braucht  man  nur  diese  Gleichung,  welche  alsdann  das  ganze 
Gesetz  der  Bewegung  ausdrückt,  anzuwenden. 

Bei  der  Anwendung  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  muss 
berücksichtigt  werden,  dass  die  materiellen  Theilchen,  welche  zu  dem 
beim  Anfange  des  Zeitraumes  vorhanden  gewesenen  System  gehö- 
ren, auch  zu  dem  beim  Ende  des  Zeitraumes  vorhanden  gewesenen 
gerechnet  werden.  Ist  z.  B.  ein  Fluidum  ein  Theil  des  Systems,  so 
muss  man  bei  der  Anwendung  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
dieselben  Theile  des  Fluidums  am  Anfange  wie  am  Ende  des  Zeit- 
raumes betrachten,  nicht  die,  welche  in  diesen  Augenblicken  den- 
selben Platz  einnehmen. 

Aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  geht  hervor,  dass  diese 
Kraft  in  einem  gegebenen  Zeiträume  unverändert  bleibt,  wenn  wäh- 
rend dieses  Zeitraumes  auf  das  System  keine  weder  bewegenden 
noch  widerstehenden  Kräfte  wirken.  Dies  wird  der  Satz  der 
Beibehaltung  der  lebendigen  Kraft  genannt.  Es  folgt  hier- 
aus, dass  die  lebendige  Kraft  durch  keine  Maschine  vergrössert  wer- 
den kann,  und,  wenn  keine  widerstehenden  Kräfte,  wie  Friction,  Ad- 
häsion u.  s,  w.  stattfanden,  auch  nicht  vermindert  werden  könnte. 

§.  89. 

Kennt  man  die  lebendige  Kraft  eines  Systems  von  materiellen 
Punkten,  wenn  man  nur  ihre  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkte 
des  Systems  betrachtet,  und  man  auch  die  Bewegung  dieses  Schwer- 
punktes kennt,  so  kann  man  hieraus  die  absolute  lebendige  Kraft 
des  Systems  leicht  finden.  Ziehen  wir  nämlich  durch  den  Schwer- 
punkt drei  Goordinataxen,  welche  immer  parallel  mit  einem  gege-* 
benen  festen  System  von  Coordinaten  bleiben,  und  nennt  man  x',  yS  z' 
die  Coordinaten  eines  Punktes  relativ  zu  diesem  beweglichen  Axen- 
systeme,  x,  y,  z  die  Coordinaten  desselben  Punktes  relativ  zum  festen 
Axensysteme,  und  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts,  so  ist 


+  |[d^rrd^x' +  d^yd^y  +  d^«d^2'] 
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und  daher 

d,x  =  d^a:  +  d,x',    d,y  =  d,y  +  d,y',    d,«  =  d,»  +  d,i'. 

Die  lebendige  Kraft  eines  Punktes  wird  nun 

p 

Die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  wird  also 

+  :;?^[(d,xO«  +  (d^yO'  +  (d,*'r]. 

Weil  aber  der  Schwerpunkt  der  Anfangspunkt  des  beweglichen 
Coordinatensystems  ist,  folglich  alle  seine  Coordinaten  relativ  zu  die- 
sem Systeme  Null,  so  wird  Spd^x'^=so,  j^pdj'sso,  ^pd^z'=:o. 
Substituirt  man  diese  Werthe  und  bezeichnet  durch  P  es  J?p  das 
Gewicht  des  ganzen  Systems,  so  wird  die  lebendige  Kraft 

Die  lebendige  Kraft  des  Systems  ist  gleich  der  Summe  der  le- 
bendigen Kraft  des  Schwerpunkts,  wenn  das  ganze  System  da  con- 
centrirt  wäre,  und  der  lebendigen  Kraft  des  Systems,  wenn  nur  die 
Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkte  berücksichtigt  wird.  Hat  das 
System  keine  relative  Belegung  zu  dem  Coordinatensystem  des 
Schwerpunkts,  so  wird  das  letzte  Glied  Null  und  die  lebendige  Kraft 
gleich  derjenigen  des  Schwerpunktes  sein. 

§.  90- 

Ist  das  gegebene  System  von  Punkten  ganz  frei,  so  werden 

die  Verbindungsgleichungen  u,=o,  u.so,  ....  nur  Functionen 

10* 
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der  gegenseitigen  Entfernungen  der  Punkte  sein.    Es  seien  diese 
durch  r,  r',  r"  ...  bezeichnet,  und  daher 

Op  ==  fp(r,  r',  r"...), 
WO  r«  =  (X.  -x,r  +  (y,  -  j,y  +  (».—!.)% 

r'"  =  (X.  -  X.)«  +  (y.  -  y.)»  +  (.,  -  ..)S 
r"'=  (X,  -X.)«  +  (y,  -  y.r  +  (».-»,)%  "•  «.  w. 

Es  wird  alsdann 

d,  r  +  d    p  =  o,    d,  r'  +  d,  r'  =  o,    d,  r"  +  d,  r'^  =  o, 
d_  r  s=  o,    d_  r'  =  o,     d-  p"  =  o,  u.  s.  w.; 

Ä,  i,  Xj 

Temer    d^^  u,  =  d,a,.djj  r  +  d^^u^.d^^  r'  +  d,..a,  .d^^  p"  +  ... 
d    u,  =  d,u,.d    r  +  d,,u^.d    r'  +  d,«u,.d    r"  +  ... 

und  alsdann  durch  Addition 

^d^u,  =  o,  und  ebenso  JSdj^o,  =  o,  JSd^u,  =  o,  ... 
JSd^Uj  =s  o,   ^d^Uj  =  0,  ...  2d^u^  =  o,   ^d,u,  ä  o,  . . . 

Die  Bewegungsgleichungen  des  §.  87  geben  nun  durch  Addition 

g  *    '  g  *'^'  g  » 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  X9  y,  z  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes, so  wird 

g  t  g  *    '        g  *^       g   *^'        g   *         g  * 

Es  wird  folglich 

g  t  '    g  *^  '    g  * 

d.  h.  Bei  einem  ganz  freien  System  von  Punkten  bewegt  sich  der 

Schwerpunkt  une  wenn  alle  Massen  in  ihm  vereinigt  und  alle 

Kräfte  an  ihm  angebracht  wären. 

Mau  erhält  ferner 
y.d,  u,— x.dy  u,  =  d,u,(y,d,  p  — x.dy  r) 

+  d^u,(y,dj^  p'  — x^dy  pO  +  ... 


Gesetase  des  Gleiohgewiohts  und  der  Bewegong«  149 

Es  ist  aber 

y^d^r  — x.dy  r  +  y.d^r  — x,dyr=(y.— y,)d,r— (x,-xjdy  r 
y.d-  r  —  x,d„  r  =B  o,    d_  r  =  o,    d.  r  =  o,  iL  b.  w. 

Ebenso  findet  man 

y.d^r'  — x.dy  r'+y,d^  r'— x.dy  r'=o,    y.d,  r'-x,dy  r'«  o, ... 

FolgKcb  erhalt  man  durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 
J?(yd,Uj  —  xdyU,)  aa  o,  und  ebenso  2(yd,u,  — xd^uj  =  o, ... 
:?(idyu,  — yd,u,)  =  o,    2(id^u,— yd,uj  «  o,  ... 
^(xd,u,  —  »d,u,)  =  o,    -S(xd,u,  —  id^uj  =  0,  ... 

Die  Bewegungsgleichangen  des  §.  87  geben  nun 

:?(Xy-Yx)  =  2E(yd;x-.xd;y),   :S(Y.-Zy)  =  -S|(<y-.yd;.), 

^(Zx  -  Xi)  =  .2B(xd;  .  -  td;x), 

oder 

:S(Xy  -  Yx)  «  d,2|(yd,x  -  xd,y), 
2(Y.  -  Zy)  =  d^:^P(.d^y-yd,.), 

^(Zx  -  X.)  =  d^:jE(xd^.  -  sd^x). 

Die  Ausdrücke  :S(Xy  — Yx),  2(Yz-Zy),  5(Zx-Xz)  sind 
die  Summen  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  die 

drei  Coordinatenaxen ;   ^d^x,  -dj,  -d^z   sind  die  Componenten 

D  D  D 

der  Bewegungsmomente  des  Punktes  (x,  y,  z),  und  die  Ausdrücke 
£(ydjX  —  xdj),  ^(idj  — ydjz),  E^xd^z  —  zd^x)  werden  daher  die 

Componenten  des  Paares  dieses  Bewegungsmomentes  genannt  Die 
obigen  Gleichungen  enthalten  folglich,  dass  die  Aenderungen  des 
zusammengesetzten  Paares  der  Bew^ungsmomente  in  Bezug  auf 
den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  nur  durch  die  Homente  der  ge- 
gebenen Kräfte  bedingt  sind. 


150  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

Es  seien  die  Momente  der  gegebenen  Kräfte  gleich  Null»  oder 
sie  heben  einander  gegenseitig  auf,  d.  h.  es  sei  -^(Xy  —  Yx)  =  o, 
^(Yz  —  Zy)  =  o,  5(Zx  — Xz)  =  o,  was  z.B.  stattfindet ,  wenn 
alle  Kräfte  gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gerichtet  sind, 
oder  wenn  alle  die  gegebenen  Kräfte  in  gegenseitigen  Anziehungen 
und  Abstossungen  zwischen  den  gegebenen  Punkten  bestehen ,  so 
erhält  man  durch  Integration 

^P(yd,x- xd,y)  «  c,  ^E (Ed,y-yd,.)  =  c',  2|(xd,.  -  .d,x)  ==  c", 

d.  h.  das  zusammengesetzte  Paar  der  Bewegungsmomente  bleibt  nach 
Richtung  und  Grösse  unveränderlich.  Die  Gonstanten  c,  c',  c''  drucken 
die  Gomponente  derselben  nach  den  Coordinatenebenen  aus. 

Dieser  Satz  kann  auch  anders  ausgedrückt  werden.  Es  ist  näm- 
lich yd^x  —  xdj  das  Doppelte  des  Flächenraumes,  welches  die  Pro- 
jection  auf  der  xy  Ebene  des  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
zum  Punkte  (x,  y,  z]  gehenden  Leitstrahls  in  einer  Zeiteinheit  be- 
schreibt, und  ähnliche  Bedeutung  haben  die  Ausdrücke  zdj  —  yd^z, 
xd^z  —  zd^x.  Es  sind  daher  die  Summen  der  Flächenräumef  welche 
die  Projectionen  auf  eine  unveränderliche  Ebene  der  vom  Anfangs- 
punkte  des  Coordinatensystems  nach  den  Punkten  des  Systems  ge- 
henden Leitstrahlen  in  einem  Zeitelemente  überstreichen^  jeder  mit 
der  Masse  des  entsprechenden  Punktes  multiplicirt^  einander  gleich^ 
und  die  in  einem  endlichen  Zeiträume  überstrichenen  Flächenräume^ 
jeder  mit  der  Masse  des  entsprechenden  Punktes  multiplicirt^  sind 
folglich  der  Zeit  proportional. 

Dies  wird  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen 
genannt 

Die  Werthe  der  übergestrichenen,  mit  der  Masse  der  entspre- 
chenden Punkte  multiplicirten  Flächenräume  sind  Air  die  Zeiteinheit 
und  in  Bezug  auf  die  xy,  yz,  xz  Coordinatenebenen  ^c,  |c',  ^c". 
Setzt  man  auf  die  z,  x,  y  Axe  dieser  Grössen  proportionale  Linien 
ab,  zieht  die  Diagonale  des  von  diesen  Linien  gebildeten  Parallele* 
pipedons,  so  wird  die  Summe  der  von  den  Projectionen  der  Leit- 
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strahlen  in  der  Zeiteinheit  überstrichenen  Flächen»  jede  mit  der  Masse 
des  entsprechenden  Punktes  muitiplicirt,  am  grössteo,  wenn  die  Pro- 
jeciionsebene  auf  diese  Diagonale  senkrecht  steht;  ihr  Werth  wird 

nämlich  ir  c'  -f-  c'*  +  c"*,  dagegen  auf  jede  andere  Ebene,  welche 

mit  dieser  einen  Winkel  &  bildet,  |cos  ^Kc'  +  c''  +  c"*. 

§.  91.  ' 
Bezeichnet  man  wie  vorh^  durch  U  die  im  §.  18  definirte 
Krällefunction ,  d.  h.  eine  Function  von  x^,  y^,  z,,  x,,  y^,  z,,  ... 
^11 »  Yn»  2„,  deren  partielle  Differentialen 

d^U  =  X,,    dyU=Y,,    d,ü  =  Z., 

d,U  =  X.,    dyU  =  Y.,    d,[u  =  Z., 

so  können  die  Gleichungen  des  §.  87  auch  so  geschrieben  werden: 
jK'^i  =  dx,U  — a,d^  u— a,d,  u,— ....— üpd^u^, 

7^iVi  =dy  U— a»«^y,"  — a.dy  u,  — ....— a^dy  u^, 

Muitiplicirt  man  jede  dieser  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  d^x., 
d^y,,  d^z,,  ...  und  addirt,  so  erhält  man 

5£(d;x.d,x+d;y.dj+d;..d^i)=J(d^U.d^  +  d^U.d,y+d,ü.d,») 

—  a^J^Cd^u,  .d^x  +  dj,u,  .d^y  +  d,u,  .d^») 

—  a,2'(d^u,.d^x  +  dyu,.d^y  +  d,u,.d,») 


—  ap2'(d^Up.cl^x  +  d^Up.d^y  +  d.Up.d^i)  =  d^U, 

weil  u,9  u,,  ...  von  der  Zeit  t  unabhängig  sind  und  folglich  ihre 
Differentialen  in  Bezug  auf  t  gleich  Null.  Inlegrirt  man  und  be- 
zeichnet durch  U^  den  der  Zeit  t  =  o  entsprechenden  Werth  von 
U,  so  wird 

ü-ü,  ==  i:?|[(d,x)^  +  (d,yr  +  01t  *r]  =  -2^~:^5^' 

d.  h.  der  Zuwachs  der  Kräflefuuction  ist  dem  Zuwachs  der  leben- 
digen Kraft  gleich. 
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Weil  djü  5=  5(Xd^x  -f  Ydj  +  Zd^z),  so  wird,  wenn  keine 
Kräftefunction  stattfindet,  d«  b.  wenn  ^(Xd^x  +  Ydj  -f  Zd^z)  kein 
genaues  Differential  ist,  doch  immer 

2(XdtX  +  Yd^y  +  Zd^«)  =  ^mvd,v. 


Cap.  X. 
Gesatie  der  Bewegm^  eines  festen  Kftrpers. 

a)  Bewegung  des  Schwerpunkts  eines  freien  festen  Körpers  oder  eines 

materiellen  Punktes. 

§.  92. 
Um  die  Gesetze  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  kennen 
zu  lernen,  muss  man  erstens  die  Bewegung  irgend  eines  Punktes 
0  und  zweitens  die  relative  Bewegung  aller  übrigen  Punkte  in  Be- 
ziehung auf  O,  d.  h.  die  Drehung  des  Körpers  um  O ,  kennen  ler- 
nen. Wenn  ein  Punkt  des  Körpers  fest  ist,  so  lallt,  indem  man 
diesen  für  0  nimmt,  der  erste  Theil  der  Aufgabe  weg ;  ist  aber  der 
Körper  frei,  so  ist  es  am  vortheilhaflesten  fiir  O  den  Schwerpunkt 
des  Körpers  zu  nehmen,  weil  alsdann  nach  §.  90  die  Bewegung 
des  Körpers  eben  so  erfolgt,  als  ob  die  ganze  Masse  des  Körpers 
in  ihm  vereinigt  wäre  und  alle  Kralle  unmittelbar  auf  ihn  wirkten. 
Wir  werden  daher  erst  die  Bewegung  eines  solchen  materiellen 
Punktes  betrachten. 

Es  sei  p  das  Gewicht  des  Punktes,  ^  =  m  seine  Masse,  x,  y,  z 

seine  Coordinaten  und  X,  Y,  Z  die  Componenten  längs  drei  im  Raqme 
festen  Coordinatenaxen  der  auf  dem  gegebenen  Punkte  wirkenden 
Kralle.  Die  verlorenen  Kräfte  X  —  md*x,  Y  —  md'y,  Z  — md*z 
sollen  dann  nach  §.  87  im  Gleichgewicht  sein,  und  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  dieser  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte  werden 

X  —  md'x  =  0,     Y  —  md*y  =  o,    Z  —  md*i  =  o, 

daher  •  >  > 

X  =  rad'x,    Y  s=  md^  y,    Z  =  md^  i. 
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Wenn  nun  hier  X»  Y,  Z  als  Functionen  der  Goordinaten  x,  y,  % 
und  etwa  noch  der  Zeit  t  gegeben  sind»  so  kann  man  durch  Inte- 
gration dieser  drei  Difierentialgleichungen  drei  Gleichungen  zwischen 
Xy  y,  z,  t  erlangen,  und  folglich  die  Goordinaten  des  Punktes  als 
Functionen  der  Zeit  t  bestimmen.  Um  die  durch  diese  Integration 
erhaltenen  6  Gonstanten  zu  flnden,  muss  man  die  Goordinaten  und 
die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  für  einen  gege- 
benen Augenblick  kennen. 

§.  93. 

Wir  werden  als  erstes  Beispiel  die  Bewegung  eines  geworfenen 
materiellen  Punktes  im  leeren  Räume  betrachten,  wenn  die  Schwere 
sowohl  der  Grösse  als  der  Richtung  nach  unveränderlich  betrachtet 
wird.  Es  sei  die  z  Axe  vertical  und  positiv  nach  oben.  Man  hat  alsdann 

und  die  Bewegungsgleichungeu  des  Punktes  werden  nun 

d*x  =  o,    d*y  =  o,    d'i  ==  — g. 

Es  sei  die  Anfangsgeschwindigkeit  u,  ihre  Neigung  gegen  den 
Horizont  a,  und  sie  finde  in  der  Ebene  xz  statt;  der  Punkt  befinde 
sich  femer  ursprünglich  im  Anfangspunkte  der  Goordinaten.  Es  ist 
dann  für  t  =  o, 

X  SS  09    y  =s  o,   s  3=:  09   dfX  =  u  cos  a,   d^y  =  o,    d^i  =s  a  sin  a. 
Es  wird  alsdann  durch  Integration  der  obigen  Difierentialgleichungen 

d^x  SS  u  cos  OT)    d|y  «  o,    d^%  s^  UBina  —  gt, 
xssucosat,     y  ass  o,       saUBinat  —  igt*. 

Die ^Bewegung  findet  folglich  fortwährend  in  der  xz  Ebene  statt. 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man 

2q^  cos'  a  s  =  2u'  sin  a  cos  a  x  —  gx*, 
oder 

/         a*8io2o\»       2u*  cos»  a /u' sin»  «        \ 

l" ^) 8—1-28 •]' 

was  die  Gleichung  einer  Parabel  ist,  deren  Scheitel  durch  die  Coor- 

^'^^  ,       u»sin2«        ,       u'  sin'  a 
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bestimmt  ist,  deren  Axe,  die  z  Axe,  vertical  und  deren  Parameter 

u*  cos'  a  .  . 
ist. 

Der  Abstand  vom  Anfangspunkt  des  Wurfes  )fk  die  Bahn  wie- 
der die  horizontale  x  Axe  schneidet,  wird  die  Werfweite  genannt 
Setzt  man  in  der  obigen  Gleichung  der  Bahn  z  =  o,  so  Gudet  man 

ausser  x  =  o,  noch  x  = >  was  die  Werfweite  im  leeren 

6 

Räume  ist    Diese  Werfweite  wird  ein  Maximum,  wenn  a  =  45°, 

u*  u* 

gleich  —   Die  grösste  erreichte  Höhe  wird  in  diesem  Falle  z'  ==  t- 

und  folglich  die  Werfweite  dem  Vierfachen  der  erreichten  grossten 
Höhe  gleich.  Der  Brennpunkt  der  Parabel  wird  in  diesem  Falle  in 
der  X  Axe  in  der  Mitte  der  Werfweite  fallen. 

§.  94. 

Es  sei  die  urspriingliche  Geschwindigkeit  u  =  o,  so  wird 
X  =  o,    1  =  ^  |gt%    dfcX  =  0,    d^i  =  .+.  gt, 

d.h.  der  Punkt  fallt  vertical  herunter  mit  einer  der  Zeit  proportio- 
nalen Geschwindigkeit  v  =  gt,  und  durchlalit  im  Zeiträume  t  eine 


V*      ^.    „...     ,        v' 


Höhe  h  =  Igt*  =  K--    Die  Höhe  h  =  s-  wird  die  zur  Geschwin- 
digkeit V  gehörige  Fallhöhe  genannt. 

§.  95. 
Ist  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit  u  nicht  gleich  Null,  fln- 
det  aber  in  der  verticalen  Richtung  der  Schwere  statt,  so  ist  a  ' 
«=  H-  90*,  folglich 

X  =  o,    1  «  ul  -f-  |gt%    d^x  «  o,     dji  s=  u  +  gl, 
d.  h.  der  Punkt  Tällt  vertical  herunter  mit  einer  Geschwindigkeit  v 
=  u  -f  gt,  und  durchläuft  in  der  Zeit  t  die  Höhe  h  =  ut  -f  \gV 

Wird  der  Körper  aufwärts  mit  einer  Geschwindigkeit  u'  hin- 

V*        u* 

aufgeworfen,  so  ist  u  =  —  u',  also  v  =  gt  —  u,   h  =  ^  —  ^- 
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Wenn  v  =:  o,  d.  b.  wenn  der  Körper  seinen  höchsten  Punkt  er« 


u» 


reicht  hat,  wird  er  die  Höhe  — h  =  n-  erreicht  haben,  d.  h.  die 

zur  ursprünglichen  Geschwindigkeit  gehörige  Fallhöhe.  Im  Anfangs- 
punkte heruntergefallen,  wird  er  folglich  wieder  die  ursprüngliche 
Geschwindigkeit  in  entgegengesetzter  Richtung  erlangt  haben. 

§.  96. 
Bewegt  sich  ein  schwerer  Körper  in  einem  widerstehenden  Me- 
dium, so  wird  ausser  der  Schwere  noch  die  widerstehende  Kraft 
des  Mediums  zu  berücksichtigen  sein.  Diese  wird  in  der  Richtung 
der  Bewegung  dieser  gerade  entgegengesetzt  wirken.  Wir  betrach- 
ten hier  nur  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  des  Körpers  und 
werden  daher  annehmen,  der  Widerstand  des  Mediums  sei  von  der 
relativen  Bewegung  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  unabhängig. 
Dies  wird  deir  Fall  sein,  wenn  entweder  keine  solche  relative  Be- 
wegung stattfindet,  oder  wenn  der  Körper  ein  Umdrehungskörper 
ist  und  jene  relative  Bewegung  iande  immer  nur  um  diese  Umdre- 
hungsaxe  statt,  welche  wieder  als  mit  der  jedesmaligen  Richtung 
der  Bewegung  zusammenfallend  angenommen  wird.  Wir  werden 
ferner  die  widerstehende  Kraft  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
prop<HÜonaI  annehmen,  was,  wenigstens  annäherungsweise,  mit  dem 
Widerstand  der  Luft  der  Fall  ist.  Wir  setzen  diesen  Wider- 
stand gleich  nv*m  =  n(d^s)'m,  und  seine  Componenten  längs  der 
X  und  z  Axe  gleich 

—  n(d^8)*dgX.m  =  — nd^s.d^x.m,  — ii(dtB)*d.».m  =  — nd^s.d^i.m, 
WO  fortwährend  m  die  Masse  des  Körpers  bezeichnet  und  die  ur- 
sprüngliche Bewegung  in  der  xz  Ebene  angenommen  wird.  Man 
hat  alsdann 

X  SS — nd^B.d^x.m,    Z  3= — gm  —  ndiS.d^i.m, 
und  die  Bewegungsgleichungen  des  §.  92  geben 

(1)  d'xÄ — ndtB.d^x,    d'»  =  — g  — ndtS.d^s. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  findet  man  durch  Integration 

log  (d^x)  =E  —  US  -f  a ,    oder  d^x  »  Ce' 


—  Oft 


} 
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wo  a  und  C  Constanten  bezeichnen.  Wird  wie  vorher  durch  a  die 
Neigung  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit  g^en  den  Horizont, 
die  X  Axe,  bezeichnet,  so  wird 

u .  cos  er  =  C, 

(2)  d^x  =  u .  co8  a .  e~"*. 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  mit  d^z,  so  findet  man 

d^  X .  d^ ■  =  —  nd| B .  d|X .  d^ i  ==  —  nd|8 .  d^s. 

Dieser  Ausdruck  in  die  zweite  Differentialgleichung  (1)  substituirt, 

giebt  alsdann 

d*i  =  — g  +  d'x.d,,!. 

Es  ist  aber  d^z  =  d.z .  d^x,  folglich 

d'i  =  d((dxZ)dtX  +  d^i .  d*x, 

und  es  wird  nun 

(3)  d,(d,i).d,x  =  -g. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  Quadrate  der  Gleichung  (2), 
so  erhält  man 

dt(d,i)  ^  ge^ 

djX  u*  cos*  a* 

Es  ist  aber 

d,(d.l)=    d,(d,l).d,X, 

(^>     ^I?r^  *  ^«(^«*>  =  d.(<lx«)dxB  «  d.(d,.)Vl  +  (d..)% 

und  es  wird  also 


ge 


aM 


d.(d..)Vl+(d..)»  =  ■*-  ^^^-n- 

Setzt  man  der  Kürze  willen 

d.»  «  *, 

wo  ^  die  Tangente  des  Winkels  ist,  welchen  die  Bahn  im  Punkte 

(x,  z)  mit  der  horizontalen  x  Axe  bildet,  so  wird  die  obige  Gleichung 

VTT3:^.d.^--^j5^. 


J  J  u*  cos*  a 


tanga 

oder,  wenn  die  Integration  ausgefiihrt  wird. 
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i^Vl+*«  +  |log  iiat(*  +  Yl+*')  —  |tang  aVl+tang>a 

-  ilog  nat(taiig  a  +  V  l  +  lang» «)  =  -  ^„„f  ^^3,  „  +  ^^.  ^^3.  „  • 
Setzt  man  der  Kürze  willen 

,^    ,     +  lang  aVl  +  tang*a  +  log  nat(taDg  a  +  V 1  +  tang»  d) 
nu'  cos'  a 

-  5?^  +  SK +  '««•■""»  (f +  +")  =  *• 

dVT+^  +  log nat(;>  +  Vl  +  ^»)  «=  «, 
80  wird 

(5)  A  — *  =  -|| 


du'  cos*  a 

Es  ist  jetzt  nach  der  Gleichung  (4),  wenn  man  die  Verkürzung 
d^z  =  ^  berücksichtigt, 

und  wegen  der  Gleichung  (5) 

A^»  =  n(0  — A). 

Hieraus  erhalt  man  alsdann 


langa 


(7) 


/ 


langa 

Die  Gleichung  (3)  giebt  femer 

dt^.d^x  =  —  g» 

oder  (dt^)* .  d^x  «  -  g,      dt*  =  H-l/^-j^ 

wo  d^*  negatiY  wird,  weil  *  abnimmt,  wenn  t  zunimmt;  folglich 


\ 


taDga 

oder 


(8) 


tanga 
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Es  ist  endlich 

V  =  d,s  =  d,xyi+(d,z)»  =  -,«VTT^  ^  _^^^___^^^^ 

oder  durch  Substitution 
(9)  V  =  Y^('+^'\ 

Die  vier  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  und  (9)  enthalten  die  voll- 
kommene Lösung  des  gegebenen  Problems.  Könnte  man  in  den 
Gleichungen  (6)  und  (7)  die  Integration  ausführen  und  die  Grösse 
^  eliminiren,  würde  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  z,  welche 
diejenige  der  beschriebenen  Bahn  wäre,  erhalten.  Jenfe  Integrale 
können  indessen  nur  annäherungsweise  ausgedrückt  werden. 

§.  97. 

Bei  der  Bewegung  eines  herausgeworfenen  Körpers  im  luftlee- 
ren Räume  war  die  Bahn  eine  Parabel,  also  der  heran fsteigendo 
Theil  der  Bahn  dem  heruntersteigenden  gleich.  Dies  ist  nicht  der 
Fall  bei  der  Bewegung  in  einem  widerstehenden  Medium.  Es  hat 
hier  jeder  der  beiden  Zweige  eine  Asymptote.  Diejenige  des  her- 
untersteigenden Zweigs  (Fig.  42)  ist  vertical  und  wird  folgender- 
maassen  gefunden.  Nähert  sich  d^  einer  unendlich  grossen  Grösse, 
so  wird  der  Ausdruck 

0  =  ^YT+U^  +  log  nat(^^  +  VT+^»), 
sich  dem  0^^  nähern,  und  weil  A  endlich  ist,  auch  0  —  A  sich  x^* 
nähern.     Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  geben  alsdann 


009 


'f 


tang  a  lang  a 

WO  X  einen  endlichen  Werth  erhält,  weil  für  ^  =  00, 

Jn(0-A)  =  J  5^  =  <^^"«*  -  ^  =  ^^"«*' 
z  dagegen  unendlich  gross,  weil  für  ^  =  00, 

ln(&^A)  ^/hI  =  Coust  +  llognat^  =  oc 
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/•OD 

/       d^ 
Der  heruntersteigende  Zweig  hat  also  im  Abstand  OD  =  j  -j^ — jrr 

eine  verticale  Asymptote  NDF.  tanga 

Der  heraufsteigende  Zweig  hat  auch  eine  Asymptote»  wenn  er 

rückwärts  von  O  bis  H  verlängert  gedacht  wird.    Es  kann  nämlich 

&  ein  solcher  Werth  gegeben  werden,  dass  0  —  A  =  o,  oder 

»YY+&^  +  log  nat(^  +  VT+^) 

==  !!M^  +  log  tang  r^  +  1«)  + -T^-r-' 
cosa    *      ^       ^V'^  /       nu»cos'« 

und  es  wird  dann 

i^  s=  — n@dx  =  o 

werden,  oder  die  Bahn  nähert  sich  einer  geraden  Linie,  welche  mit 
der  X  Axe  einen  Winkel  a'  bildet,  wo  •9  =  tang  a'  durch  die  obige 
Gleichung  bestimmt  wird. 

Um  den  Punkt  E  zu  finden,  wo  diese  Asymptote  die  x  Axe 
schneidet,  setze  man  OP  =  —  x,  P  =  y,  und  ziehe  die  Linie  MP' 
so,  dass  der  Wbkel  PP'  M  =  a\   Es  wird  alsdann 

OP'  =  —  X  +  »  .  cotang  a'. 
Wenn  jetzt  der  Punkt  M  unendlich  fern  fortgerückt  wird,  so  nähert 
sich  OP'  der  OE,  wo  EL  die  gesuchte  Asymptote,  parallel  mit  MP', 
ist;  es  wird  dann 


Es  wird  folglich 


>4ang  a' 

=  Jn(0  — A)'        '   ^  jn(0-A)" 
tang  a  lang  a 


Jang  a' 

|(^ cotang  et' ^1)d^ 
j  n(0-A)  ' 


OE 

lang  et 

welches  Integral  einen  endlichen  Werth  hat. 

§.  98. 
Nach  der  Formel  (9)  des  §.  96  ist  die  Geschwindigkeit 

V  =:  VeK^I    oder  v>  =  ML±^). 

Sucht  man  den  Punkt  der  Bahn,  wo  die  Geschwindigkeit  ein  Mini- 
raum ist,  so  wird  fiir  diesen  Ponkt 


1 
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daher 


28*(A  —  ©)  +  gd  ©(1  +  *») 
*' V  "=  n'(A-l) 


=  o, 


2*(A  —  0)  +  (1  +  d»)d^0  =  o, 
oder»  wenn  der  Werth  von  d^0  substiiuirt  wird, 

*(A  — 0) +  (!+;>•)  VT+^  =  o, 


nu*  cos*  a 
=  log  nal(*  +  VTT^)  -  ^^j:^% 

aus  welcher  Gleichung  d'  durch  Approximation  gefunden  werden  kann. 
Wenn  der  Korper  sich  immer  weiter  in  den  heruntersteigen- 
den Zweig  der  Bahn  bewegt »  so  wird  ^  sich  — oo  nähern,  und 
der  hierzu  gehörige  Grenzwerth  von  v  wird 


§.  99. 
Es  sei  a  =  —  90%  d.  h.  der  Körper  vertical  heruntergewor- 
fen.   Es  wird  alsdann 

X  =  09    d^x  =  o, 

d.  h.  der  Körper  ßllt  vertical  herunter;  folglich  ferner 

oder,  wenn  d^  z  =  —  v  gesetzt  wird, 

dtV  =  +  g  -  nv% 

und  alsdann 


0) 


t 


Jg_nv«        2VgS 


log  nat 


Setzt  man  u  =  0,  so  wird 

1 


t  = 


2V^ 


log  nat 


die  Zeit  angeben,  während  welcher  der  Körper  fallen  muss,  um  die 
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lei 


GeschwiDdigkeit  v  zu  erhalten.    Bezeichnet  man  jetzt  durch  t'  den 
der  Geschwindigkeit  u  entsprechende  Werth  von  t,  also 


t'  = 


so  wird  die  Gleichung  (1) 


log  nat 


t  +  t'  = 


1 


2V^ 


und  hieraus 


(2) 


»  VgD(t+l')     .         -l^{t+t') 

e  +  e 

Die  durchfallene  Höhe  —  z  =  h  wird  gefunden 

,1 


(3) 


I  Ig  — nv»        2d    ®       Vg  — "^  y 


o  u 

oder  durch  die  Zeit  t  aussedr&ckt 


(4) 


O     I 

-l4 


ty^(i+i')     -v'g^ct+io 


—  e 


gn(i+iO         -.l^(t+t') 
ö  e  +  e 

e  +  e 


.dt 


Hieraus  findet  man  ferner 

^nh  >l8^(t+0         -V^O+l')       ^T'gJ^Cl+l')         nh.i/^Sh 7 

2e=e  —  e  ,e  =e+re—  1, 


(5) 


(6) 


t t'  +  T^-lognat(e'*  +  Ve*"'~l) 

Vi 


V  =  1/  - 


"       V;e"He''  +  V7^^^) 
Der  Grenz  werth  von  v  wird  also   v  =  y  - . 


Lthrbach  d«ff  Mecbaaik. 


11 


^ 
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§.  100. 
Es  sei  o  =s  90*,  d.  b.  der  Körper  vertical  aufwärts  geworfen. 
Es  wird  alsdann 
V  =  dtB  =  dji,    d'  =  —  g  —  n(dtp)%  oder  d^v  «  —  (g  +  nv*), 

und  hieraus 


(2) 


Femer 


oder 


1  +y  -  •  u  •  tang  ( Vgn  t) 

(S)  ._j:d.=_j;^_4..,.«(i+^) 

o  u 

.=r^.=yifVl;-'"'^'^'>.a. 

"'f  l+y|u.tang(VgSt) 

5co8(Vgnt)  —  gin(V^t) 

^      8 d^ 

«   co8(V^t)+y^«in(VgSt) 

(4)         ■  =  i  log  nat  [cogCVffilt)  +y|"n  (V^O] ' 

Bezeichnet  man  durch  H  die  grösste  Höhe  wozu  dar  Körper  steigen 
kann,  und  die  hierzu  angewandte  Zeit  durdi  T,  so  ist  v  =  o,  also 


(5)  H  =  ^lo«nat(l+V), 
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Nachdem  der  Körper  den  höchsten  Punkt  erreicht  hat,  iallt  er 
wieder  herunter  und  befolgt  dann  die  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Gesetze.  Bezeichnet  man  durch  T  die  Zeit,  welche  er 
braucht,  um  wieder  zum  Anfangspunkte  zu  gelangen,  und  durch  u' 
die  alsdann  erhaltene  Geschwindigkeit,  so  findet  man  diese  Grössen, 
wenn  man  in  den  Formeln  (5)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen 

u=o,    h  =  H=~log(j+V),    v  =  u',    t=T'. 

setzt.    Man  findet  alsdann 

(7)  T'  =  y^loguat[uy|  +fl+u-^} 


Vg  +  nu» 


(8)  u'  = 
Es  ist  jetzt 

log  nat(p  +  Vl  +  p')  Ä=  log  nat 

und 
ara  (t.ng  =  p)  -  2 .  .rc.(t.ns  =  1I±£^)  <  a .  lI±Zlli, 

fdglich  ist 

log  uat  [u|/|  +  y  1  +  '^^  ^]  >  a^^-  [t^'^S  =  "7  |] ' 
oder 

(9)  T'  >  T. 

Ferner  ist,  weil  n  immer  positiv, 

Vg  <yg  +  nu% 
daher 

(10)  u'  <  u. 

Der  wieder  heruntergefallene  Körper  hat  also  zum  Fall  eine 
längere  Zeit  gebraucht  wie  zum  Aufsteigen,  und  eine  kleinere  Ge- 
schwindigkeit wieder  erlangt,  als  er  im  Anfang  hatte.    Im  leeren 

Raum  dagegen  war  T  =  T,  u'  ==  u. 

11* 
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b)  Trägheitsmomente  und  Hauptaxen  der  Körper. 

§.  101. 

Wenn  ein  fester  Körper  um  eine  feste  Axe  bewegt  wird,  so 
wird  jeder  Theil  nothwendig  eine  Geschwindigkeit  annehmen,  welche 
dem  Abstand  von  der  Axe  proportional  ist.  Ist  dieser  Abstand  die 
Einheit,  so  wird  die  Geschwindigkeit  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  genannt. 

Bezeichnen  wir  durch  dM  ein  Element  der  Masse  des  Körpers, 
durch  r  dessen  Abstand  von  der  Rotationsaxe ,  durch  co  die  Win- 
kelgeschwindigkeit des  Körpers,  so  wird  die  lebendige  Kraft  dieses 

Elementes  — « —  und  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Körpers 


-,mv»        (0*  C 


r«dM, 

oder  gleich  der  lebendigen  Kraft  eines  Körpers,  dessen  Masse  gleich 
Jr'  dM  und  dessen  Geschwindigkeit  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit 
o)  wäre.  Die  Masse  Jr'dM  wird  das  Trägheitsmoment  des 
•Körpers  in  Bezug  auf  die  gegebene  Axe  genannt 

§.  102. 

Kennt  man  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe,  so  kann  man  hieraus 
leicht  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  zweite  hiermit  pa- 
rallele Axe  finden. 

Nimmt  man  nämlich  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe 
als  z  Axe  an ,  und  bezeichnet  durch  a  und  b  die  Coordinaten  des 
Punktes,  in  dem  die  zweite  mit  der  z  Axe  parallele  Axe  die  xy  Ebene 
schneidet,  durch  f  den  Abstand  der  beiden  Axen,  durch  dM  die 
Masse  eines  Elementes  des  Körpers,  durch  r  seinen  Abstand  von 
der  z  Axe,  durch  r'  seinen  Abstand  von  der  zweiten  mit  der  z  Axe 
parallelen  Axe^  durch  S=/rMM  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  die  z  Axe,  durch  S'  =  Jr'MM  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  die  zweite  Axe,  so  ist 
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r''  =  (x  —  a)*  +  (y  —  b)'  =  x»  +  y»  — 2ax  — 2by  +  a'»  +  b* 

=  r»  —  2ax  —  2by  +  f% 

/r'MM  =  /r»dM  —  2aJxdM  —  2b/ydM  +  f»/dM. 

Es  ist  aber  der  Schwerpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinatcn, 

also  seine  Coordinaten  Null  oder  /xdM  =  o,  JydM  =  o,  und  es  wird 

d.  h.  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  ist  gleich 
der  Summe  des  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf  eine  mit  der  er- 
sten parallel  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  und  dem  Product 
der  Masse  im  Quadrat  des  Abstandes  beider  Axen.  Unter  den  Träg- 
heitsmomenten in  Bezug  auf  alle  parallelen  Axen  ist  daher  das  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  das  kleinste. 

§.  103. 
Weil  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Axe  immer  eine  endliche  positive  Grösse  sein  muss ,  so 
kann  unter  allen  durch  einen  gegebenen  Punkt  O,  welchen  wir  als 
Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  wählen  wollen,  gehende  Axen 
eine  so  ausgewählt  werden,  dass  das  ihr  zukommende  Trägheitsmo- 
ment, welches  wir  mit  A  bezeichnen  wollen,  nicht  kleiner  ist  als 
das  irgend  einer  andern  Axe  zugehörige;  wir  werden  diese  als  die 
X  Axe  annehmen.  Unter  den  auf  diesen  senkrechten  und  durch  O 
gehende  Axen  wähle  man  wieder  eine,  die  y  Axe,  so,  dass  das  ihr 
zugehörige  Trägheitsmoment,  welches  wir  mit  B  bezeichnen  wollen, 
nicht  kleiner  sei  als  das  -für  irgend  einer  auf  der  x  Axe  senkrech- 
ten Axe.  Zu  der  dritten  auf  x  und  y  senkrechten  Axe  gehöre  das 
Trägheitsmoment  C.    Man  hat  alsdann 

A  =  /(y'  +  a')dM,    B  ^^  /(x»  +  z*)dM,    C  =  /(x»  +  y')dM, 

A  =  oder  >  B  =  oder  >  C. 

Bezeichnet  man  durch  D  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  vierte  durch  O  gehende  Axe,  welche  mit  den  Coordinatenaxen 
die  Winkel  er,  ß^  y  bildet,  und  bezeichnet  durch  r  den  senkrechten 
Abstand  des  Elementes  dM  von  dieser  Axe,  so  ist,  weil  das  Qua- 
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drat  des  Abstandes  dieses  El^nentes  yon  O  gleich  x*  4~  y*  +  z* 
und  die  Projectionen  dieses  Abstandes  auf  jener  vierten  Axe  gleich 
X  cos  a  +  y  cos  /?  +  z  cos  y  sind, 

r*  SS  X*  +  y'  +  ■'  —  (x  coß  a  +  y  cos  ß  +  %  cos  ;')• 

«  (y'  +  «')co8»  a  +  (i*  +  x')cOB*  ß  +  (x^  +  y»)coß*  / 

—  2yi  COß  ß  cos  y  —  2xi  cos  a  coß  y  —  2xy  coß  a  cob  ß. 
Es  Wird  folglich 

D  =  /r*dM  =  A  COß*  a  +  B  coß«  ß  +  Ccoß"  y 

—  2  cos  /}  COS  ;^/ysdM  —  2  cos  a  cos  ^^JxidM  — .  2  cos  a  cos  ßJxydM. 

Es  soll  jetzt  immer  D  =  oder  <  A  sein.  Setzt  man  zuerst  r  =  2^ 
also  cos  7"  =  o  und  cos  ß  =  sin  a,  so  wird 

D  =  A  cos*  a  +  B  sin*  a  —  2  cos  a  sin  a  JxydM  =  oder  ^  A, 

daher 

A  sin*  a  s=  oder  ^  B  sin*  a  —  2  cos  a  sin  aJxydM 
oder 

A  =  oder  ^  B  —  2  cotaog  aJxydM . 

Diese  Bedingung  soll  für  jeden  Werth  von  a  bestehen,  was  offenbar 

nur  der  Fall  sein  kann,  wenn  JxydM  =  0.   Setzt  man  jetzt  ß=  2* 

so  Gndet  man  ebenso  A  =  oder  >  C  —  2  cotang  aJxzdM  für  alle 

Werthe  von  a,  folglich  /xzdM  =  o.   Setzt  man  endlich  a  =  ^^  d.  h. 

D  in  der  yz  Ebene  an,  so  muss  D  =  oder  <  B  sein,  und  man  er- 
hält nun 

B  =  oder  >  C  —  2  cotang  /J/yidM 

für  alle  Werthe  von  /*,  und  daher  JyzdM  =  0.  Wenn  die  x,  y,  z 
Axen  die  ihnen  oben  beigelegten  Eigenschaften  haben  sollen,  müs- 
sen nothwendig 

JxydM  s=  o,   JxxdM  =  o,   JyidM  =  o, 

und  es  wird  alsdann 

D  =  A  COß*  a  +  B  COB*  ß  +  C  cos*  y. 

Weil  A  =  oder  >  B  =  oder  >  C ,  so  wird  auch 

D  =  oder  >  C  cos*  a  +  C  coß*  ß  +  C  cob*  y, 
oder 

D  =  oder  >  C, 
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d.  b.  das  TragheiUmoment  in  Bezug  auf  die  z  Axe  ist  nicht  grosser 
als  das  für  irgend  eine  andere  Axe. 

Sind  die  Trägheitsmomente  A,  B,  C  einander  gleich»  so  wird 
auch  D  =  A ,  folglich  das  Trägheitsmoment  gleich  sein  in  Bezug 
auf  alle  durch  O  gehende  Axen.  Sind  zwei  der  Trägheitsmomente 
gleich,  z.  B.  A  =  B,  so  wird  D  =  A  sin*  r  -j-  G  cos*  />  uA<i  ßur 

r=^^i  1^=^X9  d. h.  die  Trägheitsmomente  für  alle  in  der  xy  Ebene 

durch  O  gehende  Axen  sind  alsdann  einander  gleich. 

§.  104 

Eine  durch  den  Anfangspunkt  0  gehende  Coordinatenaxe,  z.  B. 
die  X  Axe 9  heisst  Hauptaxe,  wenn  die  Integralen  JxydM  und 
JxzdM  beide  zugleich  Null  sind.  Zieht  man  in  die  yz  Ebene  durch 
O  eine  willkürliche  gerade  Linie ,  deren  mit  der  y  Axe  gebildeter 
Winkel  gleich  a  sei,  und  bezeichnet  die  Ordinate  eines  Punktes  auf 
diese  Axe  gerechnet  durch  v,  so  ist  v  =  y  cos  a  -{-  z  sin  a,  folglich 
JxvdM  =:  cos  aJxydM  +  sin  ajxzdM  =  0.  Es  kommt  also  auf  die 
Wahl  der  auf  x  senkrechten  Richtungen  der  y  und  z  Axen  nicht 
an,  man  hat  doch  immer  /xydM  =  0  und  JxzdM  =  0. 

Aus  dem  vorigen  Paragraphen  geht  hervor,  dass  jedem  Punkte 
0  wenigstens  drei  Hauptaxen  zukommen,  welche  gegen  einander 
senkrecht  sind.  Die  eine  derselben  ist  die  Axe  der  grössten,  eine 
andere  die  des  kleinsten  Trägheitsmomentes.  Wir  werden  diese  drei 
Hauptaxen,  wie  vorher,  durch  x,  y,  z  und  die  zugehörigen  Trägheits- 
momente durch  A,  B,  G  bezeichnen  und  immer  A  >  oder  =  B  > 
oder  =  G  annehmen. 

Wir  werden  jetzt  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  mehr 
als  diese  drei  Hauptaxen  möglich  sind.  Es  sei  u  eine  durch  den 
Anfangspunkt  0  gehende  Axe,  v  und  w  zwei  ebenfalls  durch  0 
gehende  auf  u  und  unter  einander  senkrechte  Axen.  Man  bezeichne 
durch  «,  ft  r  die  Winkel,  welche  die  u  Axe  mit  den  x,  y,  z  Axen 
bildet,  durch  a',  /»*,  y'  die  Winkel,  welche  die  v  Axe,  und  durch 
«",  ß",  y"  die  Winkel,  welche  die  w  Axe  mit  diesen  drei  Haupt- 
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axen  bildet  Die  Bedingungen,  dass  die  u  Axe  eine  Hauptaxe  wäre, 
sbd  /uvdM  =  o ,  /uwdM  =  o.    Es  sind  jetzt 

u  =  X  GOß  a  +  y  cofl  /?  +  a  cob  ^j 
V  =  X  cos  a'  +  y  cos  /?'  +  »  cos  y', 

w  =  X  cos  «"+  y  cos  /?"+  I  cos  ;^", 

folglich  wird,  weil  /xydM  =  o,  /xzdM  =  o,  /yzdM  =  o, 

JuvdM  ==  cosa  coBcr'/x'dM  +  cos/J  cos/9' Jy*dM  +  cos;^  co9y*f%*  dM 
JuwdM=  cosa  GOsa''/x'dM  +  cos/S  cos/J"Jy'  dM  +  cosy  cos;'"Ji*  dM. 

Es  ist  aber 

A  =  /(y»  +  OdM,   B=/(x«+E>)dM,   C  =/(x«  +  y*)dM, 
und  daher  wird 

I  uyqM  =  cos  a  cos  a'  I ^ j  +  cos  ß  cos  /S'  ( ^ j 

/A  +  B  —  C-N 
+  cos  ^^  cos  ;''  I jr ll 

juwdH  =.cosa  cos  a'Y         o ""     )  "^  c®" /^  ^^^ /*" ( 9""    ) 

+  cos  y  cos  ;^"  I 0 I- 

Weil  die  v  und  w  Axe  auf  der  u  Axe  senkrecht  sind,  ist  femer 

cos  a  cos  af  +  cos  ß  cos  /J'  +  cos  y*  cos  ;''  =  o, 
cos  a  cos  a"  +  cos  /J  cos  /9"  +  cos  /  cos  y"  =  o. 

Durch  Hülfe  dieser  Gleichungen  findet  man  dann 

/uvdM  =  cos  a  cos  a*  (C  —  A)  +  cos  ß  cos  ß'  (C  —  B) 
=s  COS  a  cos  a'  (B  —  A)  +  cos  y  cos  y*  (B  —  C) 
.^^  =  cos  /J  cos  ß*  (A  —  B)  +  cos  y  cos  ^'  (A  —  C), 

JuwdM  =  cos  a  cos  a"(C  —  A)  +  cos  /J  cos  /J"(C  —  B) 
=  cos  a  cos  a"(B  —  A)  +  cos  y  cos  ;'"(B  —  C) 
=  cos  ß  cos  /J"  (A  —  B)  +  cos  ;^  cos  y'XX  —  C). 

Soll  jetzt  die  u  Axe  eine  Hauptaxe  sein,  so  muss  /uvdM  =  0  und 
/uwdM  =  0.    Es  sind  alsdann  nur  drei  Fälle  möglich : 

1)  Die  Momente  A,  B,  C  sind  alle  einander  gleich.  Alsdann 
wird  für  jeden  Werth  von  a,  ß,  y^  d.  h.  fiir  jede  Richtung  der  u  Axe, 
/uvdM  SS  o  und  /uwdM  =  0 ,  und  daher  die  u  Axe  eine  Haupt- 
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axe  sein.  Es  ist  folglich  alsdann  jede  durch  O  gehende  Axe  eine 
Haupiaxe. 

2)  Zwei  der  Momente  A,  B,  G  sind  einander  gleich.    Es  sei 

z.  B.  A  =  B,  so  wird  damit  /uvdM  =  o,  /uwdM  =  o,  cos  y  cos  y* 
=  o ,  cos  y  cos  /"  =  0 ,  also ,  weil  die  u  Axe  von  der  z  Axe  ver- 

schieden  ist  und  daher  nicht  zugleich  y'  =  ^-^  y"=  y '  ^^^^"^^ 
sein  müssen  oder  y  =  K*  d.  h.  die  u  Axe  muss  in  der  xy  Ebene  liegen. 

Ebenso  muss,  wenn  A  =  C,  die  u  Axe  in  der  xz  Ebene ^  wenn 
B  =r  C  9  in  der  yz  Ebene  liegen.  Sind  die  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  zwei  der  gegebenen  Hauptaxen  gleich  ^  so  ist  jede  in 
der  Ebene  dieser  Axen  durch  0  gehende  Axe  eine  Haupiaxe,  aus- 
ser dieser  Ebene  aber  keine. 

3)  Die  Momente  A,  B,  C  sind  alle  ungleich.    Man  erhält  dann 

aus  den  Gleichungen  (1),  wenn  man  /uvdM=äO,  /uwdM  =  o  setzt 

und  z.B.  C  —  B  eliminirt, 

cos  a  coB  /?(co8  a'  cos  /}''  —  cos  a*'  cos  ß*)  =s  o. 

Weil  die  u,  y,  w  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen,  wird 

cos  y  =  cos  a*  cos  /J"  —  cos  a"  cos  ß' 

und  die  obige  Gleichung  wird  nun 

cos  a  cos  ß  cos  y  =  o. 

Es  müsste  ako,  wenn  u  eine  Hauptaxe  sein  sollte ,  entweder  cos  a 
=5  o ,  oder  cos  /}  =  o ,  oder  cos ;'  =  o  sein.  Wäre  cos  «  =  o,  so 
erhält  man ,  weil  die  Gleichungen  ( 1 )  gleich  Null  sein  sollen  und 
C  —  B  nicht  gleich  Null  ist, 

cos  ß  cos  ß*  =3  o,  cos  y  cos  y'  =s  o,  cos  j9  cos/9''  ==  o,  cos  y  cos  y*^  s=s  o. 

Es  kann  aber  jetzt  nicht  zugleich  cos  ß'  =  Q  und  cos  ß^*  =  o,  oder 
cos;''  =  *o  und  cos;'"  =  o  sein,  weil  die  u  Axe  alsdann  mit  der 
y  Axe  oder  z  Axe  zusammenfallen  würde,  folglich  muss 

cos  /}  S5  o    und    cos  y  s^  o. 

Dies  ist  indessen  unmöglich,  weil  cos'  a  -f-  cos'  ß  +  cos'  y  =  If  und 
daher  nicht  alle  drei  Cosinus  gleich  Null  sein  können.  Ebenso  fin- 
det man,  dass  cos  ß  oder  cos  y  nicht  gleich  Null  sein  können.    Die 
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Bedingungen  /uvdM  und  /uwdH  können,  wenn  Ä,  B,  G  verschieden 
sind,  nie  stattfinden,  oder  es  giebt  alsdann  keine  vierte  durdi  0 
gehende  Hauptaxe. 

Es  giebt  (iir  jeden  Punkt  immer  drei  auf  einander  senkrechte 
Hauptaxen;  wenn  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  diese  Axen 
alle  ungleich  sind,  giebt  es  keine  Hauptaxen;  wenn  die  Momente  in 
Bezug  auf  zwei  dieser  Axen  gleich  sind,  so  kann  das  System  der 
Hauptaxen  beliebig  um  die  dritte  Axe  gedreht  werden,  und  die  Mo- 
mente werden  auch  hierdurch  nicht  geändert;  wenn  endlich  alle  drei 
Trägheitsmomente  gleich  sind,  kann  man  dem  System  der  Hauptaxen 
jede  Lage  geben  und  die  Momente  werden  doch  immer  dieselbe 

Grösse  behalten. 

§.  105. 

Wir  werden  jetzt  die  Lage  der  drei  auf  einander  rechtwinkli- 
gen Hauptaxen  bestimmen.  Es  seien  x,  y,  z  drei  gegebene  senk- 
rechte Coordinatenaxen,  u,  v,  w  die  drei  gesuchten  durch  denselb^ 
Anfangspunkt  gehenden  und  ebenfalls  auf  einander  senkrechten  Haupt- 
axen.  Es  sei  ferner 

Jx'dM  =  L,  /y«dM  =  M,  /»«dM  =  N, 
JyidM  =  1,  JxzdM  =  m,  JxydM  =  n. 
Diese  Grössen  sind  von  der  Gestalt  des  Körpers  und  von  der  Ver- 
theilung  der  Massen  in  ihm  bestimmt.  Bezeichnen  wir  durch  a,  ß^  y 
die  Winkel,  welche  die  u  Axe,  durch  «',  /^,  f  die,  welche  die  v  Axe, 
und  durch  a",  /J",  r"  die,  welche  die  w  Axe  mit  den  drei  Coor- 
dinatenaxen bilden.    Es  sei  ferner 

/u»dM  =  U,    /v»dM  =  V,    /w*dM  =  W, 
und  man  hat  alsdann,  weil  u,  v,  w  Hauptaxen  sind, 

/vwdM  =  o,    /uwdM  =  o,    JuvdM  =  o. 
Es  ist  jetzt 

u  =  X  cos  a  +  y  cos  /J  +  »  coß  y,  x  =  u  cos  a  +  v  cos  a'  +  w  cos  a". 
Es  wird  nun 
ux  =5  x(x  coB  a  +  y  COB  /J  +  ■  cos  y)  —  ö(u  cos  er  +  V  cos  a'  -|-  w  cos  a'% 

und,  weil  /uvdM  =  o,  /uwdM  =:  o. 
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C08  aJjL*  dM  +  cos  /}/zydH  +  cos  7^ JxsdM  »  cos  a/u*  dSI, 
oder 

(L  —  ü)co8a  + ncos/J  +  mcosy  Ä  o,  und  ebenso 

(1)  n  cos  a  +  (M — U)  cos  /S  +  1  cos  7^  =  0, 

m  cos  a  +  1  cos  /J  +  (N  —  U)  cos  y  =s  o. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  cos  a,  cos  ß^  cos  r^  so  erhält  man 
m       (I— U)(M-ü)(N-U)-l»(L-ü)-m>(M-.ü) 
^^  — n»(N-ü)  +  21mn==o. 

Hätte  man  in  diese  EntwickeluDg  v  und  w  statt  u  eingeführt»  so 
wärde  man  zwei  ganz  ähuiiche  Gleichungen  mit  V  und  W  statt  U 
erhalten  haben.  Die  Grössen  U,  V,  W  sind  folglich  die  drei  Wur* 
zeb  der  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  U  aufgelöst  Da  die  drei  Haupt- 
axen,  vde  vorher  bewiesen,  nothwendig  stattfinden  müssen»  so  müs- 
sen auch  die  drei  Wurzeb  jener  Gleichung  alle  reelle  bestimmte 
Werthe  der  Cosinus  a»  ß^  y  u.  s.  w  sein»  was  übrigens  auch  leicht 
bewiesen  werden  kann.    Setzt  man  nämlich  der  Kürze  willen 

L  cos  a  +  °i  c^B  ß  '\-  ^  cos  7^  =  E9 
n  cos  a  +  M  cos  /J  +  I  cos  y  =  F, 
m  cos  a  +  1  <5os  /J  +  N  cos  7^  =  0, 

und  bezeichnet  durch  ü,  V,  W  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (2), 
und  durch  E^,  F,,  G^,  E,,  F,,  G,,  E3,  F,,  G*  die  entsprechen- 
den aus  den  Gleichungen  (1)  hervorgehenden  Werthe  von  E»  F»  G» 

so  wird 

E,  =  U  cos  a,    E,  =  V  cos  «',    E,  ==  W  cos  a", 

(3)         F,  =  U  cos  ft    F.  =  V  cos  ß\    F,  =  W  cos  ß'\ 
G,  =  U  cos  Y^    G,  =  V  cos  /,    G.  =  W  cos  y"^ 
Wäre  nun  eine  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (2),  z.  B.  U,  ima- 
ginär, so  müsste,  weil  alle  Coefficienten  der  Gleichung  (2)  reell  sind, 
eme  andere  Wurzel ,  z.  B.  V,  dem  Werthe  von  U  conjugirt  sein. 
Dann  müssen  aber  auch  cos  a  und  cos  a\  cos  ß  und  cos  ß*^  cos  y 
und  cos  /^  imagii^gre  conjugirte  Ausdrücke  sein.    Es  sei  also 
cos a  =  a  +  oY —  1,   cos a'  =  a  —  aV —  1, 
cos  /J  =  b  -h  6V^^,   cos  /^'  =  b  —  & V^=T^, 

cos  y  =  C  -f-  cY —  1,     cos  y'  =  C  —  cY —  1. 
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Nun  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (3) 

E,  cosa^  +  F,  cos/g^+  G,  cosy'  _  E3  cosa+  F,  cos  ß+G^cosy 

ü  ^V 

=  cos  a  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß*  +  cos  y  cos  y\ 

In  diesen  Brüchen  sind  nun  die  Nenner  ungleich»  die  Zähler  aber 

gleich,  nämlich  jeder  gleich 

L  cos  a  cos  a'+ M  cos /J  cos /J'-|- N  cos  y  cos  ^''^^  Kc<>8 /?  Cös  ;''+ cos  jS' cos  ;') 

+  m(cos  a  cos  y'  -|-  cos  a*  cos  ;')  +  n(cos  ß  cos  y'  -|-  cos  ß^  cos  y). 

Die  Zähler  müssen  also  gleich  Null  sein  und  folglich  auch 

cos  a  cos  a*  +  cos  ß  cos  ß^  -f-  cos  7^  cos  y^  =  o. 

Dies  ist  aber  unmöglich,  wenn  die  Grössen  imaginäre  conjugirte 
Werthe  hätten,  indem  man  alsdann  die  unmögliche  Gleichung 

a»  +  b*  +  c^  +  a*  +  6»  +  c'  =  o 
erhalten  würde.    Die  Gleichung  (2)  muss  daher  nothwendig  drei 
reelle  Wurzeln  haben,  und  es  können  folglich  auch  immer  reelle 
Werthe  der  Cosinus  «,  /?,  y^  a',  i?',  y*^  a",  /J",  /\  welche  den  Glei- 
chungen (1)  entsprechen,  gefunden  werden. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  erhält  man  ferner,  wenn  U,  V,  W 
der  Gleichung  (2)  genügen, 

cos  a[mn--l(L— U)]  =  cos/J[ln  — m(M— ü)]  =  cos;^[lin— n(N-XJ)], 
und  hieraus,   weil  cos* «  +  cos'  ß  +  cos*  ;^  =  1,  wenn  man  der 

Kürze  wegen 
11  1  1 

r»  "^  [mn-l(L  — ü)]»  ■*"  [In-m(M  — ü)]»  "*"  [lm-n(N  — ü)]»  *^^^^ 

XXX 

cos  a  = m FFT'  cos  8  =  , ..7 — nv'  cos  y  =  i -r= — rr-« 

mn  — l(L— ü)  '^       In — m{M  — ü)  '        Im  — n(N— L) 

Setzt  man  ferner 

1  _  1  .  1  ,  1 

fju*  "*  [mo  — l(L  — V)]»"''[ln  — m(M  — V)l»  "f"  [Im  —  n(N  —  V)]> ' 

SO  erhält  man  ebenso 

Setzt  man  endlich 

± 1,1.1 

y»  ""  [mn-l(L  — W)]«  "^[In  — m(M  — W)]»"^[lm  — n(N— W)]»' 

SO  erhält  man 
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mn— l(L-— W)  '^        In— m(M— W)  '        Im— d(N— W) 

Die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptaxen,  welche 
wir  mit  A»  B,  C  bezeichnet  haben»  findet  man 

A=:/(v»  +  w*)dM  =  V  +  W,    B  =  U  +  W,    C  =  ü  +  V. 

§.  106. 

Wenn  im  Körper  ein  Punkt  (S,  17,  £)  sich  befindet»  welcher  die 
Eigenschaft  hat,  dass  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  alle  durch 
diesen  Punkt  gehende  Hauptaxen  gleich  sind,  so  kann  dieser  Punkt 
folgender  Weise  gefunden  werden. 

Es  sei  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  x,  y,  z  im 
Schwerpunkte  gewählt,  so  dass  /xdM  =  o,  /ydlM[  =  o,  /zdM  =  o, 
und  es  sei  femer  als  Coordinatenaxe  die  dem  Schwerpunkte  zuge- 
hörige Hauptaxe  gewählt,  so  dass  also  auch  /yzdM  =  0,  /xzdM  =  0, 
/xydM  =  0.  Denkt  man  sich  jetzt  durch  den  gesuchten  Punkt  drei 
mit  den  x,  y,  z  Axen  parallele  Axen  u,  v,  w  gezogen»  so  wird 

u  =  x  — 5,    v  =  y  — 47,    w  =  i  — j;. 
Damit  jetzt  u,  v,  w  Hauptaxen  seien,  muss  folglich 

JavdM  =  /(x  --  J)(y  -  i7)dM  =  ^i^/dM  =  o, 
JüwdM  =  /(x  -  ?)(£  —  DdM  =  ?f/dM  =  o, 
jTvwdM  =  /(y  —  fj)X%  —  DdM  =  fitfdM  =  o, 
und  daher  auch 

SV  =0»    $f  =  Ol    fit  =  o» 

d.  h.  der  Punkt  ($9  ^,  Q  muss  in  einer  der  drei  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Hauptaxen  liegen.  Die  Trägheitsmomente  P,  Q,  R 
in  Bezug  auf  die  u,  y,  w  Axen  werden,  wenn  man  die  in  Bezug 
auf  die  x,  y,  z  Axen  mit  A,  B,  C  bezeichnet,  nach  §.  102 
P  =  A  +  M(i7-  +  H.  Q  =  B  +  M(r  +  r),  R  =  C  +  M(r+,»). 
Soll  jetzt  P  =  Q  ==  R  sein,  so  muss 

A  — MJ*  =B  — Miy»  =  C  — Mf' 
sein.  Wenn  jetzt  ?  =  o,  17  =  0  wäre,  oder  wenn  der  gesuchte  Punkt 
(^f  ?9  Q  in  der  z  Axe  liegen  sollte ,  so  müssen  A  =s  B  und  G  >  A 
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sein.    Es  ist  dann  f  =  ±  ^  — j-r— ,  und  es  würde  also  nun  zwei 

in  der  z  Axe  liegende  Punkte  geben»  welche  die  verlangte  Eigen* 
schall  hatten.  Sollte  der  Punkt  (?^  ijj  t)  in  der  y  Axe  liegen,  so 
muss  A  =  C  und  B  >  A  sein ;  sollte  er  endlich  in  der  x  Axe  lie- 
gen»  so  muss  B  =  C  und  A  >  B  sein.  Damit  im  Körper  ein  Punkt 
sich  befindet»  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  durch  die- 
sen Punkt  gehende  Axen  Hauptaxen  in  Bezug  auf  diesen  Punkt 
sind,  müssen  die  Momente  in  Bezug  auf  zwei  der  durch  den  Schwer- 
punkt gehende  Hauptaxen  gleich  sein,  und  das  Moment  in  Bezug 
auf  die  dritte  Hauptaxe  grösser  als  jene  sein.  Es  giebt  alsdann  zwei 
in  dieser  dritten  Axe  in  gleichen  Entfernungen  vom  Schwerpunkte 
liegende  Punkte,  welche  die  gesuchte  Eigenschaft  haben.  Sind  die 
Momente  in  Bezug  auf  jede  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe 
gleich,  so  giebt  es  im  Körper  keinen  andern  Punkt,  welcher  diese 
Eigenschaft  besitzt 

§.  107. 

Jede  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Hauptaxe  ist  auch  eine 
Hauptaxe  in  Bezug  auf  jeden  anderen  in  ihr  liegenden  Punkt.  Es 
seien  x,  y,  z  die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  drei  Hauptaxen 
und  0  ein  Punkt  in  der  x  Axe,  dessen  Abstand  vom  Schwerpunkt 
gleich  a  sei.  Man  ziehe  durch  0  zwei  andere  mit  y  und  z  parallele 
Axen  und  bezeichne  diese  drei  durch  O  gebende  Axen,  wovon  die 
erste  mit  der  x  Axe  zusanunenrällt,  durch  u,  v,  w.  Es  ist  alsdann 
u  =  X  —  a,  V  =  y,  w  =  z,  und  folglich 

/uvdM  =  /xydM  —  a/ydM,  .  /uwdM  =  /xidM  —  a/adM. 

Es  ist  aber  JxydM  =  o  und  JxzdM  =  o,  weil  die  x  Axe  eine  Haupt- 
axe ist,  und  /ydM  =  o,  JzdM  =  o,  weil  die  x  Axe  durch  den 

Schwerpunkt  des  Körpers  geht.  Es  wird  also  /uvdM  =  o^  JuwdM 
=  0 ,  oder  die  x  Axe  ist  auch  eine  Hauptaxe  in  Bezug  auf  den 
Punkt  O. 
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§.  108. 
Beieichnet  man  durch  q  die  Dichtigkeit  des  Korpers ,  so  wird 
dM  =  ^dxdydz,  und  folgfich,  wenn  man  die  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  die  drei  Coordinatenaxen  durch  A,  B,  C  bezeichnet 
A  =  Xr/(y'  +  »»)«dxdyd.,    B  =  Xf/(x*  +  i>)gdxdyd», 

C«/Xr(x«+y>dxdydi. 

Hat  der  Korper  überall  dieselbe  Dichtigkeit,  so  ist  q  constant,  und 
setzt  man  der  Kürze  wegen 

/J/x»dxdyd»  =  L,    /y*dxdydi  =  M,    /i«dxdydi  =  N, 
so  wird  A  =  p(M  +  N),   B=:p(L  +  N),   C  =  e(L  +  M). 

Beispiele.        / 

i)  Der  Körper  sei  ein  gerades  Prisma  oder  Cylinder  von  be- 
liebigen Querschnitten.  Der  Schwerpunkt  sei  der  Anfangspunkt,  die 
X  Axe  die  Langenaxe  des  Prismas  und  die  Länge  des  Prismas  2a, 
so  wird,  wenn  die  Integrationen  in  Bezug  auf  x  von  —  a  bis  -f"  & 
ausgeführt  werden, 

L^la'Xfdydi,    M  =  2a/y»dydi,    N  «  2a/i»dydi. 

Die  X  Axe  wird  alsdann  immer  eine  Hauptaxe,  weil  |xdx=:o, 

und  folghch  /xydxdydz  und  /xzdxdydz  beide  gleich  Null  sind.  Der 
Querschnitt  des  Prismas  sei  jetzt  ein  Rechteck,  2b  und  2c  die  Sei- 
ten desselben  und  der  y  und  z  Axe  parallel,  so  wird 

/Jdydi=:4bc,    Xry"dydi  =  |b«c,    //.»dydi  «  |bcS 
und  daher       L  s=  |^a*bc,    M  »  |ab*c,  N  =  |-abc*. 
Das  Volumen  des  Prismas  ist  8abc,  seine  Masse  also  S^abc.   Wird 
diese  mit  m  bezeichnet,  so  wird 

A  =  i(b«  +  c»)m,   B«Ka'+c»)m,    C«i(a«+b«)m. 
Die  y  und  z  Axe  wird  hier,  so  wie  die  x  Axe,  Hauptaxe  werden, 

ydy  =  0,  J  zdz  =  0.    Wenn  a  >  b  >  c  ist,  so  wird  auch 

—  b  — • 

G  >  B  >  A  sein,  wenn  a  »:  b,  wird  auch  A  =  B  sein. 


1 
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Ist  der  Querschnitt  des  Cylinders  elliptisch,  die  y  und  z  Coor- 
dinatenaxe  der  Axe  der  Ellipse  parallel  und  b  und  c  die  Hälfte  der 

Länge  dieser  Axen,  so  wird  y  =  ±  by  1 jf  und  folglich 

//dyd»  =  2b I  Vi  — 5^d»  =  2bc. I  =  bcn-, 

//y'dydz  =  -^J  (l  —  31)  d«  =  |b»cj  eo6*q)dq>  =  |b«cj  coa^^d^, 


gr 
2 


wenn  z  =  c  sin  9)  gesetzt  wird.    Es  ist  aber 

/cos.  ydy  =/(^  +  £?^  +  |)dy  =  5!5|^  +  fi^  +  |<P, 


/ 


coB^ydcp  »-.?==  ^,  folglich  ist  //y*dydz  =  ^b*c^  und  eben- 


so J/z'dydz  =  }bc*7r.    Hieraus  Gndet  man 

L  = -la'bcTr,    M  =  ^ab»C7r,    N=s-J-abc*7n 
Das  Volumen  des  Prismas  ist  2abc7r,  die  Masse  2$abc7i:    Bezeich- 
net man  diese  durch  m,  so  findet  man 

A  =  |(b*  +  c*)m,    B  =  (ic' +Aa»)m,    C  =  (^b* +^a«)m. 
Die  Xy  y,  z  Axen  sind  hier  auch  Hauptaxen. 

2)  Der  Körper  sei  ein  Ellipsoid,  dessen  aufeinander  senkrechte 
Halbaxen  a,  b,  c  seien  und  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfal- 
len. Die  Gleichung  ihrer  Oberfläche  ist  dann  -i  +  ri  +  ^  =  1- 
Es  wird  nun  /  /-+tya*— x> 


L  =  ///x'dxdydz  =  2cp(    I  l^l-^-^dyldx. 


-Sy-^rr 


Es  ist  aber,  wenn  man  der  Kürze  wegen  -  Va* — x*  =  r  setzt, 

l/i-ü-i!  dy  =  i  (vV^r?-»  dv  =  ^  --  ^f«'-^') , 

f  a«       b>°y       b  I  ^  "^        y  ^y        2b  "■         2a»        ' 
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und  folglich        L  =  -5?Jx»(a*  —  x»)dx  ==  ^V^a'bc. 

—  m 

Ebenso  findet  man 

Setzt  man  jetzt  die  Masse  des  Ellipsoids  |abc  =  m,  so  wird 

A  =  |ni(b»  +  c"),  B«im(a>  +  c»),  C  =  Am(a*+b»). 
Die  drei  Axen  sind  hier  Hauptaxen,  und  wenn  a  >  b  >  c,  so  wird 
C  >  B  >  A.  Wenn  a  =  b  =  c ,  der  Körper  also  eine  Kugel  ist, 
werden  alle  drei  Momente  gleich,  und  es  ist  das  Trägheitsmoment 
einer  Kugel  in  Bezug  auf  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe 
=  |ma',  wo  a  den  Halbmesser  bezeichnet 

§.  109. 

Das  allgemeine  dreifache  Integral  des  Trägheitsmomentes  eines 
Körpers  kann  in  mehreren  besonderen  Fällen  auf  ein  einfaches  In- 
tegral reducirt  werden.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  der  Körper  von 
gleichförmiger  Dichtigkeit  ist,  von  einer  Umdrehungsfläche  begrenzt 
wird  und  man  das  Trägheitsmoment  sucht  in  Bezug  auf  eine  Axe, 
welche  entweder  mit  der  Axe  der  Umdrehungsfläcbe  zusammenfällt 
oder  darauf  senkrecht  steht. 

Man  denke  sich  den  Körper  durch  Ebenen  in  Elemente  ge- 
theilt,  wdche  auf  der  Axe  der  Umdrehungsfläche  senkrecht  stehen, 
und  suche  das  Trägheitsmoment  jedes  dieser  Elemente.  Im  ersten 
Falle,  wenn  die  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment 
gesucht  wird,  mit  derjenigen  der  Umdrehungsfläche  zusammenfällt, 
hat  man  dM  =  ^Ti^rdrdx, 

und  folglich  das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  wenn  y  =  f (x)  die 
Gleichung  der  Generatrice  der  Umdrehungsfläche  ist, 


A  ^  27rfUr»drdx  =  ^Jy*dx. 


Im  zweiten  Falle,  wenn  man  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  Axe,  die  x  Axe,  welche  senkrecht  auf  derjenigen  der  Um- 
drehungsfläche, der  y  Axe,  ist,  sucht,  so  ziehe  man  durch  den  Mit- 

Lckrb«eli  iw  MMbanik.  12 
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telpunkt  des  durch  zwei  auf  der  y  Axe  senkrechte  Ebenen  hervor- 
gebrachten Elementarcylinders  eine  mit  der  x  Axe  parallele  Axe, 
und  suche  erst  das  Trägheitsmoment  des  Elementarcylinders  in  Be- 
zug auf  diese  Axe.  Es  sei  (Fig.  43)  ABCEA  der  Elementarcylin- 
der,  D  sein  Mittelpunkt,  AF  parallel  der  x  Axe.  Bezeichnet  man 
durch  9)  den  Winkel  BDC,  durch  X  den  Radius  tector  Dm,  so  ist 
die  Masse  eines  Elementes  dM  des  Cylinders  ABCEA  gleich  dM 
=s  QXdlAydg>^  sein  Abstand  r  von  AF ...  r  =  ^  sin  9,  und  daher  das 
Trügheitsqioment  des  Cylinders  ABCEA  in  Bezug  auf  AF  gleich 

^dyl      lA' Bin'^dJld^  =  7TQdy\k*dX  =  -\7tQX*dj. 

00  o 

Die  Masse  des  Cylinders  ABCEA  ist  femer  gleich  TtqX^dj.  Sein 
Moment  in  Bezug  auf  die  x  Axe  wird  nun 

7ripx"y*dy  +  |7ri^x*dy. 

Wenn  x  =  f (y)  die  Gleichung  der  Generatrice  ist,  wird  folglich 

A  =  7i^;(x»y»+ix*)dy 

das  gesuchte  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  x  Axe. 

Beispiele. 

1)  Man  suche  das  Trägheitsmoment  eines  geraden  abgestumpf- 
ten Kegels  in  Bezug  auf  seine  Axe. 

Es  seien  (Fig.  44)  die  beiden  Halbmesser  0G=  a,  BA  =  b, 
die  Höhe  BE  =  h ,  tang  ODC  =  t.    Es  ist  alsdann 

y  =  b  +  tx,    dx  =  -^9 

«  b 

Es  ist  ferner  die  Masse  H  des  Kegeb 


M 


=  7rX»dx  =  f JyMy  =  f  (a«-b'), 


folglich  A  =  ÄM(il5^). 
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2)  Man  suche  das  Trägheitsmoment  eines  abgestumpften  gera-* 
den  Kegels  in  Bezug  auf  eine  auf  seiner  Axe  senkrechte  Linie. 

Es  sei  (Fig.  45)  Ox  die  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment 
der  Trägheit  gesucht  wird.  Es  sei,  wie  im  vorigen  Beispiele ,  OC 
=  a,  BA  =  b,  BO  =  h,  tangODC  =  t.    Es  ist  alsdann 

y  =  a  — tx,   dy  =  — tdx,    x  =  ^-ZL?, 
A  =  TT^  J(x«y*  +  ix^)iy  =  —  7rßtJ[x*(a  -  tx)*  +  Jx^dx 

o  a 

=  7r^tj[a»x»  —  2atx  +  (t»  +  i)x*]dx 

b 

Es  ist  ferner  die  Masse  M  des  Kegels 

M  =  2S(a._b'), 
(biglich 

3)  Man  suche  das  Trägheitsmoment  eines  Kugelsegments  in 
Bezug  auf  eine  auf  der  abschneidenden  Ebene  senkrechte  Axe. 

Es  sei  (Fig.  46)  ABGD  das  Kugelsegment ,  dessen  Halbmesser 
CD  =  r.  Die  Höhe  des  Segments  DE  =  h,  und  die  x  Axe  parallel 
mit  DG  in  einem  Absland  OE  =  l.    Es  ist  alsdann 

EP  =  X,    PM*  =  pr  — (h  — x)](b  — x), 
und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Linie  DG 

A'  =  ^J  [2r  -  (h  -  x)]*(li  -  x)Mx 

=  —  ^J  [4r»(h  —  X)»  —  4r(h  -  x)»  +  (h  —  x)*]d(h  -  x) 

Die  Masse  M  des  Segments  ist 

M  =  TT^ J[2r  --  (h  —  x)](h  —  x)dx  =  ;r^(rh*  —  ih«), 

12* 
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und  es  wird  nun 

r  — 4h 
In  Bezug  auf  die  x  Axe  wird  das  Trägheitsmoment 

c)  Gesetze  der  relativeD  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  Bezug  auf 

seinen  Schwerpunkt. 

§.  110. 

Wie  im  §•  92  schon  bemerkt,  ist  die  Bewegung  eines  festen 
Körpers  durch  die  Bewegung  eines  festen  Punktes  O  im  Körper 
und  durch  die  relative  Bewegung  aller  übrigen  Punkte  des  Körpers 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt  bestimmt.  Wir  werden  jetzt  die  Ge- 
setze dieser  relativen  Bewegung  untersuchen. 

Denken  wir  uns  jetzt  drei  im  Räume  feste  Axen.  Ziehen  wir 
ferner  durch  den  Punkt  O  drei  damit  parallele  Axen,  die  x,  y,  z 
Axen,  deren  Richtung  fest  ist,  und  drei  im  Körper  feste  Axen,  die 
u,  V,  w  Axen,  und  bezeicHnet  durch  (ux),  (uy),  (uz),  (vx),  (vy) .... 
die  Winkel,  welche  die  Axen  mit  einander  bilden,  durch  x,  y,  z  die 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  P  des  Körpers  relativ  zum  ersten, 
durch  u,  V,  w  relativ  zum  zweiten  Goordinatensystem,  so  wird 

a  =s  X  cos  (ux)  +  y  cos  (uy)  +  *  ^^^  (^>)9 

(1)  V  =  X  COB  (vx)  +  y  coB  (vy)  +  %  cos  (vi), 
w  =  X  co8(wx)  +  y  cos  (wy)  +  s  C08(WS)9 

X  SS  U  cos  (ux)  +  V  cos  (vx)  +  W  C08(WX), 

(2)  y  «  u  COB  (uy)  +  V  COB  (vy)  +  w  coB(wy), 
1  =  n  COB  (ui)  +  V  cos  (vi)  +  W  C08(W1), 

coB»(ux)  4-  cos*(ny)  +  C08'(ui)  =  1, 

(3)  cos*(vx)  +  co8»(vy)  +  C08«(V1)  =  1, 

C08*(WX)  +  COB"(wy)  4-  C0B*(W1)  =  1, 
C08*(UX)  +  C08»(VX)  +  C08'(WX)  «  1, 

(4)  cos*(uy)  +  cos*(vy)  +  co8«(wy)  =  1, 

COb'(ui)  +  COB*  (vi)  +  COB*(Wl)  —  1, 
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cob(ux)  €08  (vx)  +  coB(ay)  cos  (vy)  +  cob(wi)  cos  (vi)  =a  o, 

(5)  C08(ax)  cos(wx)  +  coB(uy)  co8(wy)  +  cos  (ui)  cob(ws)  =  o, 
cos  (vx)  cos  (wx)  +  co8(vy)  C08(wy)  +  cos  (vi)  C06(wi)  =  o, 

co8(ox)  cos  (uy)  -J-  co8(vx)  008  (vy)  +  cos(wx)co8(wy)  =  o, 

(6)  cofl  (ax)  cos  (  ui )  +  cos  (vx)  cos  (  vf  )  +  cos  (wx)  cos  (w»)  «  o, 
cos  (ay)  cos  (u«)  +  cos  (vy)  cos  (v«)  +  cos(wy)co8(wi)  =  a 

Es  sind  jetzt  zur  Zeit  t  die  relativen  Geschwindigkeiten  des 
Punktes  P  gegen  O,  nach  den  drei  Axen  x,  y,  z  zerlegt,  d^x,  d^y, 
d^z,  und  parallel  mit  den  Axen  u,  ?,  w  zerlegt, 

U  =  djX  cos  (ux)  +  dty  cos  (uy)  +  d^i  cos  (u»), 

(7)  V  =  d^x  cos  (vx)  +  d^y  cos  (vy )  +  d^i  cos  (vi), 
W  =s  djX  co8(vvx)  +  d^y  coB(wy)  +  d^i  co8(wi). 

Differentürt  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  (2),  so  erhält  man, 
weil  u,  V,  w  constant  sind, 

d^x  =  udt[co8(ax)]  +  vdt[co8(vx)]  +  wdt[cos(wx)], 

(8)  dt  y  =s  udt  [cos  (uy)]  +  vd^  [cos  (vy)]  +  wd^  [cos  (wy )], 
d^i  BS  adt[cos(Qi)]  +  vdt[co8(v»)]  +  wdt[co8(wi)]. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (7)  und  berück- 
sichtigt die  Differentialen  der  Gleichungen  (3),  so  erhält  man 
U  =  v{co8  (ux)dt[co8(vx)]  +  cos  (uy)dt[co8(vy)] 

+  coB  (ui)dt[cos  (vi)]} 
+  w{cob  (ux)dt[co8(wx)]  +  COB  (uy)dt[coB(wy)] 

+  cos  ( wi)dt  [cos  (wi )]  }  1 
V  5=  nf  cos  (vx)dt[co8(iix)]  +  cob  (vy)dt[co8(ay)] 

+  cos(v»)dt[cos(ui)]} 
+  w{coB  (vx)dt[co8(wx)]  +  cos  (vy)dt[co8(wy)3 

+  COB(vi)dt[C08(Wl)]}, 

W  =  u{co8(wx)d|[co8(ttx)]  +  co8(wy)dt[co8(uy)] 

+  co8(wi)d|[co8(as)]} 
+  v[coB(wx)dt[co8(vx)]  +  cos(wy)dt[cos(vy)] 

+  cos  ( wi)  dj  [cos  (  VI )]  }  j 

Differentürt  man  jetzt  die  Gleichungen  (5),  so  findet  man 

(cos  (ux)dt[coB(vx)]  +  coB(uy)dt[coB(vy)] 
^    ^  +  cos(ui)dt[cos(vi)]} 
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=  -f-  {coß  (vx)dt[co8  (ox)]  +  CO»  (vy)d4[co8  (uy)] 

+  coß  (vs)dj[coi  (ui)]J  =  r, 
I COB  (wx)  dt  [cos  (  ux  )]  +  cos  ( wy )  d^  [cos  (  uy  )] 

+  cos  ( wi )  d|  [cos  (  ui  )i  j 
=  -i-  {cos  (ux)dt[cos(wx)]  +  cos  (uy)dt[cos(wy)] 

+  cos  (uz)d|[co8  (wi)]}  =  q, 
{  cos  (  vx  )  dt  [cos  (wx)]  +  cos  (  vy  )  dt  [cos  (wy)] 

+  cos  (v»)dt[co8(w»)]} 
ac  -T-  [cos  (wx)d|[co8  (vx)]  +  cos(wy)dt[cos(vy)] 

+  cos  (w»)  dt  [cos  (v*)]}  =  p, 

WO  die  neuen  Bezeichnungen  r»  q ,  p  der  Kürze  willen  eingeführt  sind. 
Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (9),  so  findet  man 

(11)  U  ae  vr  —  uq,    V  »  wp  —  ur,    W  =  uq  —  vp. 

Diese  drei  relative  Geschwindigkeiten  des  Punktes  P  gegen  O 
nach  den  drei  Axen  u ,  v,  w  werden  Null  sein  für  jeden  Punkt  ei- 
ner durch  O  gehenden  geraden  Linie,  deren  Gleichung 

(12)  ^^l^Z 

p         q        r 

ist,  und  diese  Gerade  wird  die  augenblickliche  Drehungs- 
axe  des  Körpers. 

Es  geht  femer  aus  den  Gleichungen  (11)  hervor,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit alier  in  einer  der  Axe  (12)  parallelen  geraden  Linie 
liegenden  Punkte  gleich  sind»  Es  sind  nämlich  die  Gleichungen  ei- 
ner solchen  Geraden  vr  —  uq  =  a ,  wp  —  ur  =  b ,  uq .—  vp  =  c, 
wo  a»  b,  c  von  den  Coordinaten  u,  v,  w  unabhängige  Grössen  sind, 
welche  die  Bedingungsgleichung  ap  -f^  bq  -f  ci*  ^=  o  erfüllen. 

Die  Gleichung  einer  auf  der  augenblicklichen  Drehungsaxe  (12) 
senkrechten  Ebene  ist  pu  +  qv  +  rw  =  o.  Betrachtet  man  in  der- 
selben einen  Punkt,  dessen  Abstand  von  O  die  Einheit  ist,  daher 
u»  -j-  Y*  -f-  w*  ==  1 ,  so  wird  die  relative  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  gegen  0  die  augenblickliche  Winkelgeschwindig- 
keit der  Drehung  genannt;  wir  werden  dieselbe  durch  Q  bez^ch- 
nen.    Es  ist  alsdann 
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Es  ist  aber 

U«  +  V*  +  W«  =  (rv  — qw)»  +  (pw  — ru)*  +  (qu  — pv)* 

=  (P*  +  q*  +  r*)(n"  +  ▼'  +  w»)  —  (pu  +  qv  +  rw)* 

=  P'  +  q'  +  r% 
rolglicb  wird 

Q  =   Vp«  +  q»  +  rV 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  augenblickliche  Drehungsaxe 
(12)  mit  den  drei  Axen  u,  v,  w  bildet,  sind 

P  q  "^ 

yp*+q*+r*'     Vp'  +  q'+r*'     Vp"  +  q*  +  r» 

und  die  Winkelgeschwindigkeit  ä  =  Kp'  +  q*  +  r'  ""^  ^'^  Axe 
(12)  kann  als  aus  drei  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  drei  Axen 
Uy  Vy  w,  deren  Grösse  durch  p>  qt  r  dargestellt  wird,  zusammenge- 
setzt gedacht  werden. 

§.  111. 

Durch  Differentiation  der  ersten  der  Gleichungen  (3)  des  vo- 
rigen Paragraphen  findet  man 

C08(ax)dt[c08(iix)]  +  coB(uy)dt[co8(uy)]  +  coB(ui)d([co8(ui)]  =  o, 

und  aus  den  Gleichungen  (10) 

co8(vx)dt[coB(ux)]  +  co8(vy)dt[co8(uy)]-f  co8(w»)dt  [cosfu»)]  =  — r, 
co8(wx)dt[co8(ux)]  +  co8(wy)dj[coB(iiy)]+  co8(wi)dj[co8(a»)]  =  q. 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  cos  (ux), 
cos(tx)9  cos(wx),  und  addirt,  so  erhält  man,  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (4)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen, 

dt[co8(ux)]  =  qco8(wx)  —  r  co8(vx)5  und  ebenso 

dt[coB(uy)]  =  qco8(wy)  —  r  co8(vy), 
dt [co8 (ui )]  =s  q  C08 (wi )  —  r  co8  (  vi ). 
dt[co8(vx)]  =  r  C08(iix)  —  pcoB(\irx), 
dt[coB(vy)]  ==  r  co8(uy)  —  p  coB(wy), 
dt[cos(vi)]  s=  r  co8(ai)  —  pco8(wi), 
dt[co8(wx)]  s=  pco8(vx)  —  q  C08(0X), 
dt[co8(wy)]  =  p  coB(vy)  —  q  C08(uy), 
dt[co8(w»)]  =  pco8(vi)  — qco8(w»). 

Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (8)  substituirt  geben 
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d^  X  =  u[q  GOß  (wx)  —  r  cos  (vx)]  +  v  [r  cos  (ux)  —  p  coa  (wx)] 

+  w[p  coB(yx)  —  q  co8(ux)], 

d^y  BS  u[q  coB(wy)  —  r  coB(vy)]  +  v[r  coB(uy)  —  p  co8(wy)] 

+  w[p  €08  (vy)  —  q  008  (ay)], 

dj  1  =  u[q  cot  ( w»)  —  r  co8  (v*  )]  +  v  [r  cos  (ai )  —  p  cos  (wx)] 

+  w[p  cos  (vi )  —  q  cos  (wi)]. 

Hieraus  können  die  Werthe  der  übergestrichenen  mit  der  Masse 
der  entsprechenden  Punkte  mulliplicirten  Flächenräume  Tür  eine  Zeit- 
einheit gefunden  werden.  Die  Projectionen  dieser  auf  die  drei  Coor- 
dinatenebenen  yz,  xz,  xy  sind  (§.  91) 

i/(*dty-ydt«)dM,    i/(xd,i  — «d,x)dM,    i/(yd,x-xd,y)dM. 
Nehmen  wir»  um  den  Werth  dieser  Ausdrücke  zu  vereinfachen,  an» 
die  im  Körper  festen  Axen  u»  v,  w  seien  drei  Hauptaxen  in  Bezug 
auf  den  Punkt  0»  so  wird  (§.  104} 

/vwdM  =  o,   /uwdM  =  o,    JavdM  =  o. 
Bezeichnet  man  ferner  durch  A,  B,  C  die  in  Bezug  auf  diese  drei 
Hauptaxen  bezüglichen  Trägheitsmomente»  folglich 

/(v«  +  w»)dM  =  A,   /fu«  +  w»)dM  =  B,  /(u*  +  v«)dM  =  C, 
so  wird  durch  Substitution  der  Werthe  von  x,  y,  z  in  die  Glei- 
chungen (2)  des  vorigen  Paragraphen 

/(id^y  —  yd|i)dM  =«=  Ap[co8(w»)  C08(vy)  —  coi(wy)  C08(vx)] 

+  Bq[co8(ux)coB(wy)  —  co8(w»)coB(uy)] 
+  Cr  [co8(uy)  cos  (vi)  —  co8(vy)  cos(ai)]. 

Es  ist  aber  jetzt»  weil  die  u»  v»  w  Axen  und  ebenso  die  x»  y,  z  Axen 

aufeinander  senkrecht  stehen» 

cos  (ux)  =  cos  (wi)  cos  (  vy)  —  cos  (wy)  cos  (vi ), 
C08(vx)  =  C08(ui)  C08(vvy)  —  cos(uy)  cos(wi), 
cos(wx)  =  co8(vi)coB(ay)  —  cos(vy)cos(ai). 

(Diese  Gleichungen»  welche  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt 
sind»  können  leicht  aus  den  Gleichungen  (1)  bis  (6)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen entwickelt  werden»  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §.  63 

die  Gleichung  ^  =  g  •  ^^  —  ^^^  gefunden  wurde.) 
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Substituirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man 
/(*dty  —  ydtS)dM  =  Ap  cob(ux)  +  Bq  C08(vx)  +  Cr  coa(wx), 
und  ebenso 

/(xd^i —  sd^x)dM  =  Ap  coB(uy)  +  Bqc08(vy)  +  Crco8(wy), 
/(ydjx — xd|y)dM  a=  ApcoB(as)  +'Bqco8(vi)  +  CrcoB(wi). 

§•  112. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  lassen  sich  die  Differentialgleichun- 
gen der  Bewegung  eines  freien  festen  Körpers ,  auf  welchen  ver- 
schiedene Kräfte  wirken,  ohne  Schwierigkeit  aufstellen. 

Die  im  §.  90.  entwickelten  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewe- 
gung eines  festen  Körpers  sind 

^Bd^x'^JSX,   :sEd:y'  =  2Y,   ^Bd^s'^^Z, 
j£(.'d,*  y'  -  y'd^  iO  =  -5(Y*'  -  ZyO, 
2E(x'd^'  -  i'd.V)  =  J(Zx'^XiO, 
5|(/d,'x'  -x'd^yO  «  5(Xy'- YxO, 

WO  -  =  dm  die  Masse  eines  Elementes  des  Körpers  bezeichnet. 

dessen  Coordinaten  \\  ff  z'  sind.  Nimmt  man  jetzt  als  den  im 
§.  110  durch  O  bezeichneten  Punkt  den  Schwerpunkt  an,  und  be* 
zeichnet  durch  ^y  9,  C  seine  Coordinaten  nach  den  im  Baume  festeq 
Axen»  durch  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des 
Körpers  nach  den  damit  parallelen  durch  den  Schwerpunkt  gehen- 
den Axen,  so  dass 

x'=x  +  5,    y'«y  +  ,,    i'  =  i  +  C,    ^ 

SO  wird,  weil  /x'dm  =  Sro, 

:?Ed*x'  =  Kx'dm  =  d^'/x'dm  =  md'|. 

Die  drei  ersten  Beweguugsgleichungen  werden  nun 

(1)  md,'|  =  ^X,    md;iy  =  2Y,    mili^SZ. 

Ferner  ist,  weil  /zdm  =  0 ,  /ydm  =  0, 
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=  J[(»  +  0(d*y  +  d;^)  -  (y  +  ,){d;i  +  d^Dldm 
=  /(»d*y  —  yd'i)dm  +  mCfd'iy  —  ijd'ö 
=  d  J(»d,y  -  yd,i)dm  +  C2Y  -  ^  JZ. 

Ferner  ist    ^( Yi'  —  Zy')  =  ^( Yi  —  Zy)  +  C5Y  —  ,^Z. 

Die  drei  letzten  Gleichungen  der  Bewegung  werden  nun 

dj(*d,y-yd,i)din  =  ^(Yx  -Zy), 

(2)  dj(xdti  —  »dtx)dm  =  2(Zx  —  Xi), 

dj(ydtx-xd,y)dm  =  2(Xy- Yx). 

Setzt  man  zur  Abkiirzung  die  Summen  der  Momente  der  ge- 
gebenen Kralle  in  Bezug  auf  die  drei  durch  den  Schwerpunkt  ge- 
henden der  Bichtung  nach  festen  Coordinatenaxen 

^(Yi  — Zy)  =  L,    ^(Zx  — Xi)  =  M,    :!?(Xy  —  Yx)  =  N, 
und  substituirt  aus  dem  vorigen  Paragraphen  die  Werthe  der  lin- 
ken Seite  der  vorhergehenden  Gleichungen,   so  werden  diese  die 
Form  annehmen 

dt[Ap  gob(ux)  +  Bq  co8(vx)  -f-  Cr  co8(wx)]  =  L, 

(3)  d|[Ap  coB(uy)  +  Bq  coB(vy)  +  Cr  coB(wy)]  =  M, 
dt[Ap  C08(ui)  +  Bqco8(yx)  +  Crco8(wi)]  =  N. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  cos(ux), 
cos(uy),  cos  (uz),  addirt  und  bemerkt  die  Gleichungen  (3),  (5),  (10) 
des  vorigen  Paragraphen,  so  wie  die  Differentialen  der  Gleichungen 
(3),  so  erhält  man 

Adip  +  (B  —  C)qr  =  L  co8(ux)  -f-  M  coB(uy)  +  N  coa  (ui), 
und  ebenso 

(4)  Bd^q  +  (C  —  A)rp  =  L  cob(vx)  +  M  coß(vy)  +  N  cofl(vi), 
Cd^T  +  (A  —  B)pq  =  L  co8(wx)  +  M  co8(wy)  +  N  co8(vvs). 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  bestimmen  vollständig  die  Bewe- 
gungen des  Körpers. 

Betrachtet  man  die  Bewegung  eines  schweren  Körpers  im  lee- 
ren Räume  und  nimmt  die  z  Axe  vertical  und  positiv  nach  unten 
an,  so  wird 
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2X  =  o,   2Y  ^  o,  SZ  =  gm,    L  «  o,    M  =  o,    N  =  o. 

Die  Gleichungen  (1)  und  *(4)  geben  mithin 

d'5  =  o,    dlfj  =  o,    d^'j; «  g, 

Ad«p  +  (B  — C)qr  =  o, 
(5)  Bd,q  +  (C  — A)rp  =  o, 

Cd^r  +  (A  —  B)pq  =  o. 

Die  Bewegung  des  Schwerpunkts  und  die  Drehung  des  Körpers  um 
denselben  sind  nun  von  einander  ganz  unabhängig.  Der  Schwerpunkt 
wird  eine  Parabel  beschreiben  und  der  Körper  sich  um  den  Schwer- 
punkt ebenso  drehen,  als. wenn  er  unbeweglich  wäre. 

§.  113. 
Hat  der  Körper  einen  festen  Punkt,  so  nehme  man  diesen  als 
den  im  §.110  mit  0  bezeichneten  Punkt  an.  Es  seien  fortwährend 
i,  9»  C  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes,  x,  y,  z  die  irgend  eines 
andern  Punktes  des  Körpers,  und  die  x,  y,  z  Axen  jetzt  nicht  bloss 
der  Richtung,  sondern  auch  der  Lage  nach  fest.  Der  Druck,  wel- 
chen der  feste  Punkt  O  in  jedem  Augenblicke  erleidet,  sei  durch 
11  bezeichnet  und  die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieses  Drucks 
mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  seien  «,  Z',  y.  Dieser  Druck 
und  seine  Richtung  ist  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt 
^X  — /d'xdm  —  ZT  cos  a  =  o,    2Y  —  Jd^^y  dm  —  /Zcos  ß  «=  o, 

2Z  — Jd^  zdm  —  77  cos  ;^  =  o, 

oder  wegen  der  Gleichungen  Jxdm  =  Jm,  /ydm  =  ^m,  /zdm  =  Cm, 

77 cos  a  =  2X  —  md^$,    77 cos  ^  =  ^Y  —  md^iy, 

/7coB  y  =  2Z  —  md^'C- 
Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers  diehen  die  Gleichun- 
gen (2)  des  vorigen  Paragraphen 

^J(»dty  — yd^»)dm  =  L, 

dtj(xdi»  —  Kdtx)dm  =  M, 
dJ(ydt«-"X«^ty)d'n  =  N, 

woraus  wieder,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  Gleichungen  folgen : 


1 
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d|[Ap  C08(ttx)  +  Bq  co8(vz)  +  Cr  coß(wx)]  =  L, 

(1)  dt  [Ap  co8(iiy)  +  Bq  cos  (vy)  +  Cr  C08(wy)]  =  M, 
dt[Ap  co8(us)  4-  Bq  cob(vi)  +  Crco8(wi)]  s=  N, 

und  hieraus  ferner 

Ad^p  +  (B  —  C)qr  =  L  C08(ax)  +  M  C08(ay)  +  N  co8(as), 

(2)  Bdjq  +  (C  — A)rp  =  Lco8(vx)  +  Mco8(vy)  +  Ncob(vi), 
Cd^r  +  (A  —  B)pq  ==  L  cos  (wx)  +  M  co8(>'vy)  +  N  co8(wz). 

§.  114. 
Nimmt  man  an,  die  Momente  der  gegebenen  Kräfte  in  Bezug 
auf  den  festen  Punkt  L,  M,  N  seien  Null,  so  erhält  man  aus  den 
Gleichungen  (2)  des  vorigen  Paragraphen 

Adtp+(B  — C)qr  =  o, 

(1)  Bd,q  +  (C-A)rp==o, 

Cd^r  +(A  — B)pq«  o, 

und  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  geben  durch  In- 
tegration 

Ap  COB  (ux)  -f-  Bq  coB  (vx)  +  Cr  cos  (wx)  =  b» 

Ap  co8(ay)  +  Bq  coß(vy)  +  Cr  coB(wy)  =  h', 
Ap  co8(ai)  +  Bq  co8(ys)  +  Cr  co8(ws)  =  h", 

WO  h»  h\  h''  constante  Grössen  sind  und  die  Projection  des  zusam- 
mengesetzten Paares  der  Bewegungsmomente  auf  den  Ebenen  yz, 
xz,  xy  bezeichnen,  wie  aus  dem  §.111  hervorgeht  Bezeichnet  man 
die  Intensität  dieses  Paares  durch  k»  wo  alsdann 

(2)  h«  +  h''  +  h""  =  k% 

so  findet  man  durch  Quadriren  und  Addiren  dieser  Gleichungen 

A*p»+B'q*  +C»r»  =  kV 

Bezeichnet  man  durch  (o  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  (x, 
y,  z),  so  ist  (§.  110) 
CO»  =  U»  +  V*  +  W»  «  (rv  —  qw)»  +  (pw  —  ru)»  +  (qu  —  pv)* 
=  p»(v'  +  y^^)  +  q'(w'  +  u«)  +  r>(Q»  +  V*) 

folglich  ""  ^^^^  ""  '^"'P^"  ^  ^P'^^' 

(3)  /«»dm  =  Ap»  +  Bq»  +  Cr»  «=  2«, 

gleich  der  doppelten  lebendigen  Kraft  des  Körpers,  welche  wir  durch 
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i  bezeichnen  werden.  Die  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist  also 
constant. 

Die  Gleichung  der  angeblichen  Drehungsaxe  des  Körpers  ist 

U    VW 

p  ~  q   "^  7' 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  die  Grössen  p,  q,  r,  so  erhält  man  die  Kegel- 
fläche, welche  diese  Axe  während  der  Bewegung  im  Körper  be- 
schreibt   Es  wird  diese  Gleichung 

(4)     A(k*  —  2A«)u*  +  B(k»  —  2Bß)  v»  +  C(k»  —  2C8)w»  =  o, 
folglich  diejenige  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades.    Aus  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  erhält  man  ferner 

k*  —  2A8  =  —  Bq*(A  ~  B)  —  Cr»(A  -^  C), 
k«  —  2C8  =  —  Cp»(A  —  C)  +  Bq'(B  —  C;. 

Weil  jc*zt .  A  =  oder  >  B  =  oder  >  C,  so  wird  immer  k'  = 
oder  <  2A8,  k»  =  oder  >  2C?.  Nur  wenn  A  =  B  =  C,  wird  k* 
=  2A?.  Die  Axe  des  Kegels  (4)  ist  diejenige  des  grössten  Träg- 
heitsmomentes, die  u  Axe,  wenn  k'  >  2B8,  und  diejenige  des  klein- 
sten Trägheitsmomentes,  die  w  Axe,  wenn  k*  <  2B8.  Wenn  A  =  B 
oder  B  =  C,  wird  der  obige  Kegel  ein  gerader. 

Fällt  die  augenblickliche  Drehungsaxe  mit  einer  der  Hauptaxen, 
z.  B.  der  w  Axe,  zusammen,  so  wird  p  =  o  und  q  =  o.  Die  Glei- 
chungen (1)  geben  alsdann  d^p  =  o,  d^q  =  o,  d^r  =  o,  d.h.  die 
Umdrehungsaxe  wird  alsdann  immer  mit  der  Hauptaxe  w  zusam- 
menfallen. Dies  gilt  aber  von  keiner  Axe,  die  nicht  eine  Hauptaxe 
ist  Soll  nämlich  umgekehrt  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  im- 
mer dieselbe  Richtung  im  Körper  beholten,  so  wird  d^p  =  o,  d^q 
=  0,  d^r  =  0  und  die  Gleichungen  (1)  geben  alsdann 

(B  — C)qr=o,    (C  — A)rp  =  o,    (A  — B)pq  =  o. 
Sind  jetzt  alle  drei  Trägheitsmomente  ungleich,  so  müssen  zwei  der 
Grössen  p,  q,  r  gleich  Null  sein ,  d.  h.  die  Axe  muss  mit  einer  der 
Hauptaxen  zusammenfallen.    Sind  zwei  der  Momente  gleich,  z.  B. 
A  SS  B,  so  wird  r  =:  o  sein  müssen,  d.  h.  die  augenblickliche  Um- 
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drehungsaxe  muss  auf  die  w  Axe  oder  in  die  uv  Ebene  fallen;  es 
ist  aber  alsdann  auch  jede  in  die  uv  Ebene  fallende  Axe  eine  Haupt- 
axe.   Ist  endlich  A  =  B  =  C,  so  ist  jede  Axe  eine  Hauptaxe. 

Die  Cosinus,  welche  die  Axe  des  zusammengesetzten  Paares 

h    h'    h^' 
der  Bewegungsmomente  mit  den  x,  y,  z  Axen  bildet,  sind  r*  TT*  ^; 

daher  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  u,  ?,  w  Axen  bildet, 

h  cos(ux)  +  h^  cos(uy)  4*  h"  cos(oz)     h  cos  (vx)  +  h*  cos  (vy)  +  h'*  cos(vz) 

k  '  k  ' 

h  cos(wx)  +  h*  cos(wz)  +  b^*  cos(wz) 

k 

Die  Gleichungen  dieser  Axe  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  u,  v, 

w  sind  folglich 

U  V 


h  cos(ux)  +  h'  cos(uy)  +  h"  cos(az)       h  cos(vx)  +  h'  cos  (vy)  +  h"  cos(vz) 


w 


h  cos(wx)  4-  h'  cos(wy)  +  h"  cos(wz) 

oder,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  h,  h',  h"  substituirt, 

^^^  Ap  ~  ßq  ""  Cr* 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  in  Verbindung  init  denen  der 
(2)  und  (3)  die  Grössen  p,  q,  r,  so  erhält  man  die  Kegeldache, 
welche  die  Axe  des  zusammengesetzten  Paares  der  Bewegungsmo- 
mente im  Körper  beschreibt    Diese  Gleichung  wird 

,ß.        (k«— 2A«)    ,   ,   (k*— 2B8)   ,    ,   (k»  — 2C8)     , 

(6)       ' j ^u«  +  ^^ g ^v«  4 g ^w*  =  o. 

§.  115. 
Denkt  man  sich  auf  den  drei  Hauptaxen  des  Körpers  ein  El- 
Kpsoid  construirt,  dessen  Halbaxen  den  Quadratwurzeln  der  Trag- 

111 
heitsmomente  reciprok  gleich ,  also  gleich  -^ «  -^ «  --^  sind ,  so 

werden  die  Gleichungen  dieses  Eilipsoids 

Au*  +  Bv*  +  Cw*  =  1. 
Es  wird  das  Centralellipsoid  des  Körpers  genannt   Es  hat  die 
Eigenschaft,  dass  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  jede  andere 
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durch  den  Hittelpunkt  gebende  Axe  durch  'den  entsprechenden  Ra- 
dius vector  bestimmt  wird.  Denn  es  sei  dieser  R,  und  die  Winkel, 
welche  er  mit  den  drei  Hauptaxen  bildet,  a,  ß^  y^  so  ist 

YAcos'a  +  ß  C08»  ß  +  C coB«  y 

Es  ist  aber  nach  §.  103  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  diese  Axe 

D  =  A  cos*  a  +  B  cos*  ß+C  coa«  y^ 

1  1 

folglich  wird  R  =  'rr=*  ^^  =  51' 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  die  Gleichungen  der  au- 
genblicklichen Drehungsaxe  des  Körpers  gefunden, 

(1)  -.  -5  I  x=  — ,  folglich  auch  ferner  gleich 

ya*j^y2j^_^t  ^  VAu»+Bv^  +  Cw^  _  VA'u'+ß'v»  +  C'w' 
Vp*  +  q*  +  r»    ""  yAp*  +  Bq»  +  CV    ""  VA'p' +  B»q' +  C*r* 

Es  ist  aber  wegen  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  vorigen  Paragraphen 

Ap*  +  Bq*   +  Cr«  =  2e, 
A»p*  +  B»q»  +  C«r«  ==  k% 

und  femer 

P*  +  q*  +  r»  «  ÄS 

u>  +  V»  +  w*  =  R% 
A>a«+B»v>  +  C*w«  =p^, 

wenn  man,  wie  vorher,  durch  Si  die  augenblickliche  Umdrehungs- 
geschwindigkeit, femer  durch  R  den  Radius  vector  des  Eliipsoids 
längs  der  augenblicklichen  Umdrehungsaxe ,  durch  P  den  senkrech- 
ten Abstand  des  Mittelpunkts  von  der  dem  Eilipsoid  im  Endpunkte 
der  Umdrehungsaxe,  oder  wie  es  genannt  wird,  im  Pole  der  Um- 
drehung, tangireiKlen  Ebene  bezeichnet.  Die  Gleichungen  (1)  ge- 
ben alsdann 

(2)  R  =  _L  =  ± 

Ans  diesen  Gleichungen  gebt  erstens  hervor,  dass 

(3)  fl  =  RV5«, 

d.  h.  die  auget^liddiehe  ümdrihungsgesckumdigkeii  ist  der  Länge 


^ 
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desjenigen  Radius  veetore  des  CentraMlipsoids  propartioMÜ,  um 
welche  die  Umdrehung  eben  stattfindet. 

Bezeichnet  man  durch  A,  /t»,  v  die  Winkel,  welche  die  Normale 
des  Poles  der  Umdrehung  mit  den  drei  Hauptaxeu  bildet»  so  ist 

Au  Bv 

cos  A  =  TT —  _  1     COfl  U  = 


yA»u«+B*v*+C*w*  '^      yA»n»  +  B*v»  +  C«w» 

Cw 

COB  1/  =   ^.  9 

yA*u«+B>v*  +  C*w* 
wo  u,  y»  w  den  Gleichungen  (1)  genügen.    Hieraus  findet  man 
,.  Ap  Bq 

cos  A  =       ^  ^     C08  U  =  ■  ^ 

VA»p*  +  B*q»  +  C>r*  '^       VA»p*  +  B*q»  +  Cr» 

Cr 

COS  p  =   ^  . 

VA*p*  +B*q*  +C»r» 

Diese  Normale  fällt  mit  der  Axe  des  zusammengesetzten  Paares  der 
Bewegungsmomente  zusammen,  denn  die  Gleichung  dieser  letztem 
war  nach  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen 

U     V     w 

Äp  "^  Bq  ■"  Cr' 

Die  dem  Centralellipsoid  im  Pole  der  Umdrehung  langirende  Ebene 
ist  der  Ebene  des  zusammengesetzten  Paares  der  Bewegungsmo- 
mente  parallel  und  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe  ist  dieser 
Ebene  conjugirt. 

Der  Abstand  jener  tangirenden  Ebene  Von  dem  Hittelpunkte 

des  Ellipsoids  ist  P  =  — r— '  folglich  constant»  und  die  tangirende 
Ebene  ist  im  Baume  fest.    Conslruirt  man  um  den  Mittelpunkt  des 

Ellipsoids  eine  Kugel ,  deren  Halbmesser  — r—  ist,  und  denkt  sich 

eine  Ebene,  welche  sich  so  bewegt,  dass  sie  auf  einmal  diese  Ku- 
gel und  das  Centralellipsoid  berührt,  so  wird  der  Berührungspunkt 
mit  dem  Ellipsoid  nach  und  nach  die  von  dem  Pole  der  Umdrehung 
beschriebene  Linie  durchlaufen.  Diese  auf  der  Oberfläche  des  Ceu- 
tralellipsoids  gezeichnete  Curve  wird  die  relative  Poloide  der 
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Umdrehungsbewegung  genannt  Während  der  Pol  der  Um- 
drehung auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  diese  Linie  beschreibt, 
wird  er  auf  der  im  Räume  festen  tangirenden  Ebene  eine  zweite 
Cunre  beschreiben,  welche  die  absolute  Poloide  der  Umdre- 
hungsbewegung genannt  wird.  Construirt  man  durch  den  festen 
Mittelpunkt  des  Ellipsoids  und  durch  die  beiden  Poloiden  zwei  Ke- 
gelflachen,  wovon  die  erste  im  Körper  [Gleichung  (4)  §.  114],  die 
zweite  im  Räume  fest  ist,  so  wird  die  augenblickliche  Umdrehungs- 
axe  immer  beiden  Kegeln  gemeinschaftlich  sein,  und  weil  die  Um- 
drehungsaxe  nur  mit  einer  endlichen  Geschwindigkeit  ihre  Lage  än- 
dert, werden  die  beiden  Kegel  einander  in  der  Umdrehungsaxe  be- 
rühren. Die  Bewegung  des  Körpers  kann  folglich  durch  die  Be- 
wegung der  im  Körper  festen  Kegel  dargestellt  werden^  welche  auf 
den  im  Baume  festen  Kegeln  rollen,  ohne  »u  gleiten. 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  zusammengesetzten  Paares  der 
Bewegungsmomente  ist  Apu  -f*  Bqv  +  Crw  =  o.  Sucht  man  jetzt 
den  Flächeninhalt  der  Ellipse,  welche  durch  den  Durchschnitt  die- 
ser Ebene  mit  dem  Centralellipsoid ,  dessen  Gleichung  Au'-|-By* 
4.  Cw'  =  1  ist ,  gebildet  wird,  so  findet  num  diesen,  wie  aus  der 
analitischen  Geometrie  bekannt  ist,  gleich 

yrVA'p*  +B'q^+C'r» 
VABCVAp»  +  Bq''  +  Cr»' 

oder  gleich  ^ 

y2ABCfi'' 
Die  Fläche  dieser  Ellipse  9  deren  Form  während  der  Bewegung 
immer  geändert  wird,  ist  constanL 

Construirt  man  auf  den  drei  Hauptaxen  ein  zweites  Ellipsoid, 
dessen  Halbaxen  den  Quadratwurzeln  der  Trägheitsmomente  gleich 
sind,  so  wird  die  Gleichung  dieses  zweiten  Ellipsoids 

A  "*"  ¥  +  "iT  ~  ^• 
Sucht  man  den  Durchschnittspunkt  dieses  Ellipsoids  mit  der  Axe 
des  zusammengesetzten  Paares  der  Bewegungsmomente,  deren  Glei- 

L«hrbach  d«r  II««Wnik.  13 
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chung  nach  dem  vorigen  Paragraphen  j-  =  g-  =  ^  war,  so  fin- 
det man  aus  diesen  Gleichungen 


folglich 


A>p» 
22    * 

V» 

B«q> 
""    22    ' 

k 

■ 

Cr« 
22 

V^u« 

+ 

V*  +  w' 

Dieser  Durchschnittspunkt  mrd  während  der  Bewegung  des  Kör'- 
fers  im  Räume  fest  sein.  Die  Axe  des  zusammengesetzten  Paares 
der  Bewegungsmomente  wird  im  Körper  eine  Kegelfläche  beschrei- 
ben, welche  durch  die  Durchschnittslinie  jenes  Eiiipsoids  und  einer 

k 
concentrischen  Kugelfläche,  deren  Halbmesser  —:===  ist,  bestimmt 

wird«  Die  Gleichung  dieser  KegelOäche  ist  schon  im  vorigen  Para- 
graphen gefunden  (6). 

Aus  den  Gleichungen  (1)  folgt,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach 
mit  BGp,  CAq,  ABr  multiplicirt  und  die  Producte  addirt, 

ABC(pdtp  +  qdjq  +  rd^r)  +  (A  — B)(A—  C)(B  —  C)pqr  =  o. 
Es  ist  aber  (§.  110)  fl*  =  p*  -f  q'  +r%  wenn  durch  Ä  die  au 
genblickliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet  wird.  Die  obige  Glei- 
chung wird  alsdann 

(4)        ABCi2dtß  =  (A  —  B)  =  (A  —  B)  (B  —  C)  (C  —  A)pqr. 

Wenn  die  Hauptaxen  in  Bezug  auf  zwei  der  Hauptaxen  gleich  sind, 

A  =  B  oder  B  ==  C,  so  wird  d^i2  =  o  oder  Si  constant   Dasselbe 

ist  der  Fall,  wenn  die  augißnblickliche  Drehungsaxe  mit  einer  der 

Hauptaxen  zusammenfallt,  weil  alsdann  zwei  der  Grössen  p*  q«  r 

gleich  Null  sind. 

§.  116. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  angenommen,  die  Momente 
der  gegebenen  Kräfte  seien  alle  gleich  Null.  Wir  werden  jetzt  die 
allgemeinen  Gleichungen  des  §.113  auf  die  Bewegung  eines  schwe- 
ren Körpers  um  einen  festen  Punkt  anwenden.  Es  ist  alsdann,  wenn 
man  die  z  Axe  vertical  und  positiv  nach  unten  annimmt, 
X  =5  o,   Y  s=  o,   Z  =  gdm,   L  =  —  &fydm,  M  «  cfxdm,   N  «  o, 
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oder,  wenn  man  die  Werthe  Ton  x,  y,  i  aas  den  Gleichungen  (2) 

des  §.110  substituirty 

L  =  —  5f[u  008  (uy)  +  V  co8(vy)  +  w  coB(wy)]  dm, 
M  s=s      gj'[u  €08  (ux)  +  V  C08  (vx)  +  w  COB  (wx)]  dm. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  u',  v^  w'  die  constanten  Coordinaten  des 

Schwerpunkts  nach  den  Hauptaxen  u,  v,  w  gerechnet,  so  wird 

L  c=  —  gva[n'  Gos(ny)  -|-  v'  co8(vy)  +  w'  C08(wy)], 

M  SS        gm[u^€08(iix)  +  V  C08(VX)  +  w'  C08(WX)]. 

Berücksichtigt  man  jetzt  die  Gleichungen 

co8(as)  =s  co8(wy)  C08(vx)  —  C08(vy)  cob(wx), 
cos  (vi  )  =  COB  (  uy)  cob(wx)  —  COB  (>vy)  cob  (ux), 
C08(\V»)  =  coB(vy)co8(ux)  —  C08(uy)  C08(VX), 

SO  erhält  man 

L  €08(ux)  +  M  coB(uy)  -f  N  co8(as)  =  gm[w^C08(vi)  —  v'  cob(wi)], 
Lco8(vx)  +  Mco8(vy)  +  N  cob  (vi)  =  gm[u'co8(wi)  — w^coB(ai)], 
L  co8(wx)  +  Äl  coB(wy)  +  N  cob(wi)  =  gm[v'  C08(us)  —  u'  cob  (vi)]. 

Die  Gleichungen  (2)  des  §«113  geben 

•^^tP  +  (ß  —  ^)V   =  gm[w'COB(T»)  —  ▼'  C08(wi), 

Bd|q  +  (C*— A)rp  «  gm[u'  cob(wi)  —  w'coB(ni), 
Cd^r  +  (A  —  B)pq  =  gm[v'  cos(ui)  —  u'  co8(ys). 

Hultiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  p,  q,  r 
und  addirt,  so  erhält  man 
Apdf p  +  Bqd^q  +  Crd^p  =:  gm{a'[q cob(wi)  —  r  cob(vi)] 

+  v'  [r  cos  (wi)  —  p  cob  (  wä)]  +  w'  [p  C08  (r%)  —  q  cos  (ui)]  j , 

oder»  wenn  man  die  im  §•  111  entwickelten  Werthe  von  d^cos(uz}, 
d^eos(vz),  d,co8(wz)  substituirt, 

Apd|P  +  Bqd^q  +  Crd^r  ss  gm[u'd|C06(us)  +v'd|COB(v*)  +  w^dtC08(ws)], 
und  folglich  durch  Integration 

|[Ap«+Bq*+Cr»]  =  gm[n'coB(ui)  +  v'co8(vi)  +  w'cob(wi)]  +  Const 

s=gm(a'  — »J, 

wenn  t'  und  z^  die  verticalen  Coordinaten  des  Schwerpunkts  am 

Ende  und  Anfang  des  gegebenen  Zeitpunkts  bezeichnen.  Diese  Giei* 

cbung  lehrt,  dass  die  lebendige  Kraft  des  Korpers  gleich  dem  Pro- 

13* 


196  Gesetze  des  Gieicbgewichts  und  der  Bewegung. 

duct  der  Mi^se  des  Korpers  iu  der  Yom  Schwerpunkte  dorcUal- 
lenen  yerticalen  Höhe  ist 

§.  117. 
Hat  der  Körper  eine  feste  Axe,  so  ist  die  Bedingungsgleichuog 
des  Gleichgewichts  nur  eine,  und  mithin  wird  auch  die  9ew^;ung 
des  Körpers  vollständig  durch  eine  Gleichung,  derjenigen  der  leben-: 
digen  Kraft,  dargestellt.  Nimmt  man  die  z  Axe  als  Umdrehungsaxe 
an  und  bezeichnet  durch  o»  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers, 
durch  k'  m  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Umdrehungsaxe, 

SO  ist  (§.  101)  -y  k'm  die  lebendige  Kraft  des  Körpers.  Bezeich- 
net man  ferner  durch  co«  die  anfängliche  Umdrehungsgeschwindig- 
keit, d.  h.  wenn  t  =  o,  und  bemerkt,  dass  d^z  =  o,  so  wird  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

"  7        *''"  =  J(M»  +  Yd,y)dt. 

O 

Es  ist  aber  d^x  =  — j.o»,  dj  =  x.a»,  und  das  Differential  der 

obigen  Gleichung  wird  daher 

k'md^a»  =  -^(Yx  —  Xy).  - 

§.  iia 

Nach  §.  87  wird  bei  jedem  beweglichen  Körper  der  Druck 
oder  die  Spannung  in  jedem  Punkte  auf  dieselbe  Weise  berechnet, 
wie  bei  ebem  im  Gleichgewicht  ruhenden  Körper,  wenn  man  statt 
der  gegebenen  Kräfte  des  Systems  die  yerlorenen  Kräfte  substituirt, 
welche  letzteren  nach  dem  d'A lemb er  t sehen  Princip  während  der 
Bewegung  im  Gleichgewicht  sind.  Im  §.  25  ist  der  Druck  auf  zwei 
befestigte  Punkte  eines  festen  Körpers  entwickelt,  wenn  derselbe 
sich  im  Gleichgewicht  befindet  Bezeichnet  man  jetzt  durch  z^  und 
z,  die  Ordinaten  der  beiden  befestigten  Punkte  der  z  Axe,  welche, 
wenn  die  ganze  Axe  fest  ist,  beliebig  irgendwo  in  ihr  angenommen 
werden  können,  und  bezeichnet  man  den  nach  den  x  und  y  Axen 
zerlegten  Druck  in  jedem  dieser  Punkte  durch  S,,  S)i9.Xaf  S),»  so 
findet  man  nach  §.  25,  wenn  man  statt  der  gegebenen  Kräfte  X,  Y,  Z, 


H 


# 

I 
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die  veriorenen  Kräfte  X  —  d^'x.dm,  Y  — d*y.dm,  Z  setzt  und 
bemerkt,  dass  hier  d^z  =:  o  und  d^*z=  o, 

2(lji  ^  Xz)  +  fzdl  X  dm  +  z^SX  —  z,  fd^  x  dm 

Äj    = 9 

-irCZx  — Xz)+/zd'xdm  +  z,.rX  — zjd'xdm 

^•(Yz  —  Zy)  — /zd*y  dm  —  z,  ^Y  +  z,  Jd^  y  dm 
9. iTZTi; ^ 

^(Yz--Zy)-/zd,'ydm-z,^  +  zJd;ydm 
*  z,-z, 

Der  Druck  längs  der  Axe  wird 

3  =  -5Z. 
Wenn  man  durch  r  den  senkrechten  Abstand  eines  Punktes  (x,  y,  z) 
von  der  z  Axe  bezeichnet ,  also  r'  =  x*  -f~  y*»  ^^^  durch  9)  den 
Winkel,  weichen  ifiese  Linie  mit  der  xz  Ebene  bildet,  so  wird 

X  SS  r  cos  ^,    y  =s  r  sin  4|p, 

d|  X  =s  —  r  cos  <^(dt^)  — ^  r  sin  <)pdf  g), 
dt  y  =s  —  r  sin  5p(dty)'  +  r  cos  q)^^^^ 

d*  X  «=  —  x(dt y)'—  ydt*5p,    d*y  =  —  yCd^y)*  +  xd^y, 

Es  ist  aber  nun  co  =  d^9>,  ^t^  =  ^tVi  ^^^  ^^  obigen  Gleichun- 
gen werden  daher 

^(Zx— Xz)+  z,  SX—  w*[/xzdm — z,Jxdm]—  d^  a>[/yzdm— z  Jydm] 

^' K=^. — ' 

J^(Zx— X2)+Zj2'X— cü»[Jxzdm— z.Jxdm]— djwfjyzdm— zjydm] 


X.  = 


2.-2, 


5(Yz-.Zy)— z,JSY+ai"[/yzdm— zjydm]— dja>[/xzdm— z^xdm] 


z,— z. 


^(Yz— Zy)--z,2Y+w'[/yzdm— zjydm]— dtCö[Jx2dm— zjxdmj 

®>  = iT^i;^ ' 

3  «  :sz. 

Wirken  auf  den  Punkt  keine  beschleunigenden  Kräfte,  so  dass  für 
jeden  Punkt  X  =  0,  Yi=:  0,  2  =  0,  so  wird  nach  dem  vorigen 
Paragraphen  (o=i  m^  constant ;  alsdann  erhält  man 
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w*  f Jxzdm  —  z,Jxdin] 


X,  =  - 


z«— z 


wj/xzdm-zjxdm] 

a>'[/yzdm  — zjydmj 
z,— z, 
_       to'[/yzdm  — zjydm] 

3  =  0. 

Nimmt  man  einen  der  festen  Punkte  der  Umdrehungsaxe»  z.  B.  den 
Punkt  1^9  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an,  so  wird  z,  =  o. 
Wenn  nun  die  z  Axe,  welche  als  Umdrehungsaxe  angenommen  ist, 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Hauptaxe  ist,  so  ist  nach  §.  104 
/yzdm  =  0,  Jxzdm  =  o»  folglich 

X,  =  w'Jxdm,    S),  c=  «•/ydoi,   X,  =  o, ,  g),  =  o, 

d.  h.  es  leidet  der  zweite  beliebig  in  der  Hauptaxe  gewählte  Punkt 
keinen  Druck.  Wenn  daher  die  Umdrehungsaxe  eine  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehende  Hauptaxe  ist  und  auf  den  Körper  keine 
beschleunigenden  Kräfte  wirken,  so  können,  mit  Ausnahme  dieses 
Punktes,  alle  übrigen  Punkte  der  Hauptaxe  frei  beweglich  gemacht 
werden,  weil  sie  nur  in  jenem  Punkt  einen  Druck  erleiden.  Dies 
stimmt  auch  mit  dem  §.  114  überein.  Ist  dieser  Punkt  der  Schwer- 
punkt des  Körpers,  so  ist  ferner  /xdm  =  o,  /ydm  =  o,  folglich 
auch  3E^==o,  3^  =  0,  und  die  Axe  braucht  alsdann  gar  nicht 
befestigt  zu  sein. 

§.  119. 

Wenn  die  verschiedenen  Theile  einer  Maschine  immer  dasselbe 
Verhältniss  der  Gesdiwindigkeit  während  der  Bewegung  beibehalten, 
so  dass,  wenn  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  v  ist,  die  jedes 
anderen  durch  aV  dargestellt  wird,  wo  a  ein  von  der  Zeit  unabbän- 

yl 

giger  Coefficient  ist,  so  wird  die  lebendige  Kraft  o^^P^'  werden» 
und  die  Gleichung  der  iebend^en  Kraft 


Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.  199 

Die  Grössen  •^JTds  und  ^JT'ds'  bezeichnen  die  dynamische  Ar- 

o  o 

beit  der  bewegenden  und  widerstehenden  Kralle.  Wenn  diese  gleich 
iQnehmen  oder  abnehmen»  so  würde  die  Geschwindigkeit  v  eines 
Punktes  und  daher  auch  die  Geschwindigkeit  ay  jedes  Punktes  der 
Maschine  während  der  Bewegung  unverändert  bleiben.  Verändern 
sich  aber  jene  dynamischen  Arbeiten  nicht  gleich»  so  wird  v  nicht 
constant  werden;  wir  können  aber  alsdann  dadurch,  dass  wir  2'pa* 
einen  passenden  Werth  beilegen»  erreichen,  dass  die  Variationen  von 

y  immer  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen,  Vo  +  —  und  v^ 2, 

fallen.  Bezeichnet  man  nimlidi  durdi  db  D  die  grösste  DifiRerenz, 
welche  zwischen  der  dynamischen  Arbeit  der  bewegenden  Kräfte, 

J  Tds,  und  derjenigen  der  widerstehenden  Kräfte,  J  TW,  stattfinden 

0  o 

kann,  so  muss  ^pa'  so  bestimmt  werden,  dass 

oder  d:D  =  g(d:|  +  l)5pa% 

foldicb  ^pa»  =  ±  — ;r-^— 1^  • 

oder,  wenn  n  sehr  klein  ist. 

Um  diesen  Werth  von  ^pa*  zu  erreichen,  fiigt  man  zu  einem 
Theil  der  Maschine  ein  Schwungrad,  d.  b.  einen  Körper,  wel- 
cher um  eine  feste  Axe  sich  bewegt ,  und  mittelst  welches  der 
Werth  yon  ^^pa*  gehörig  vergrössert  wird.  Um  diesen  Werth  gross 
genug  durch  ein  möglichst  kleines  Schwungrad  zu  erbalten,  befe- 
stigt man  es  wo  möglich  auf  den  Theil  der  Maschine,  welcher  die 
grösste  Umdrehungsgeschwindigkeit  hat. 


200  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

Ist  die  Maschine  so  eingerichtet»  dass  die  Geschwindigkeit  et- 
licher Theile  nicht  ein  constantes  Verhaltniss  zu  der  Geschwindig- 
keit der  übrigen  Theile  behält,  so  'kann  man  bei  diesen  letzten  Thei- 
len  durch  Hinzufügen  eines  Schwungrades  eine  Geschwindigkeit*  er- 
reichen, welche  nur  zwischen  gewissen  engen  Grenzen  variiren  kann. 
Wenn  man  von  der  grössten  Differenz  zwischen  den  dynamischen 
Arbeiten  der  bewegenden  und  widerstehenden  Kräfte  den  kleinsten 
Werth  der  lebendigen  Kraft  des  ersten  Theiles  des  Systems  subtrahirt, 
wird  diese  Differenz  dann  in  die  obige  Formel  statt  D  zu  setzen  s^in. 

§•  120. 
Wir  werden  jetzt,  als  Beispiel  der  hier  entwickelten  allgemei- 
nen Formeh),  den  Fall  betrachten,  wenn  die  gegebenen  Kräite  die- 
jenigen der  Schwere  sind  und  der  Körper  nur  um  eine  horizontal 
befestigte  Äxe  drehbar  ist.  Dies  ist  der  Fall  des  gewöhnlichen  phy- 
sischen Pendels  im  leeren  Räume.  Es  ist  alsdann,  wenn  fortwäh- 
rend die  z  Axe  als  Umdrebungsaxe,  folglich  horizontal,  die  x  Axe 
vertical  und  die  y  Axe  horizontal  und  auf  beiden  senkrecht  ange- 
nommen werden, 

X  =3  gdm,  Y  =  o,  Z  ^  o. 

Die  Gleichung  der  Bewegung  wird  nun  nach  §.117 

gl  jd^xdmdt  =  ^  "^^  k»m, 

wo  (»o  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet.  Es  ist  aber, 
wenn  durch  §  die  Ordinate  des  Schwerpunkts,  durch  S^  dessen  An- 
fangswerth  bezeichnet  wird, 

/dtxdm  =3  djxdm  =  md«^,    Jjd^xdm  sa  m(|  —  gj. 

o 

Bezeichnet  man  durch  a  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der 
Umdrebungsaxe,  durch  9)  den  Winkel,  welchen  diese  Linie  a  mit 
der  verticalen  x  Axe  bildet,  durch  a  dessen  AnfangswerÜi,  so  ist 

und  man  erhält  alsdann  die  folgende  Gleichung  der  Bewegung  eines 
physischen  Pendels  im  leeren  Baume 
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gma(co8  9  —  COB  a)  =  -y-K^ty)*  —  ^'li 

und  hieraus 

I»  =  (djy)*  «  ov?  +  T^(coB  9»  —  cos  a), 


(0' 


J    y  ®o  +  "j^(cofl  9  —  cos  a) 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  wenn  9>  =  «,  auch  <o  =  ^^^ 
d.  h.  die  Bewegung  im  aufsteigenden  Theil  der  Bahn  ist  der  im 
absteigenden  vollkommen  gleich* 
Setzt  man  hier 

V  ""  ^^'    w»k*  +  2ag(l  -  cos  a) ""  ^  » 

SO  erhält  man 


VigJ  Vi  — c>8in* 


t 

Weil  9>  immer  gleich  oder  kleiner  als  a ,  folglich  j-^  =  oder  <  ^ 
ist,  so  vnrd  immer  c  sin^  =  oder  <  1.  Sollte  jetzt  c  >  1  sein, 
so  setze  man  ^ 

-  cos  tfj^Xl) 
1  — >-  c*  sin*  ^  s  cos*  ^,   c  sin  ^  s  sin  \p^   d^ 


und  man  erhalt  dann 

k 


yi-(iysin> 


k     /^  d^ 


WO 

sin  /S  s  c  sin  \^^    sin  ;^  &=  c  sin  -^a. 

Benutzt  man  hier  die  üblichen  Bezeichnungen  der  elliptischen  In- 
t^alcy  nämlich 


r. 


-==J===r  =  dig.  (c,  y), 
yl  — c*  Bin*  CD 


so  wird,  wenn  c  <  1, 

(I)  t  =  :^[di«- (c,  4«)  -  <««.  (c,  iy)]' 
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wenn  c  >  1, 

t  =  ~7=:  dig.l  -1  arc.(Bin  =  c  sin^^a)  ) 

(1)  VlüL     Vc  ) 

—  dig.  I  -?  arc. (sin  =»  c  sin  \ip)  \   • 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  auch  umgekehrt,  wenn  c  <  1, 

(2)  9  =  2  ampl.  (dig.  (c,  \d)  -  ^l), 

und  wenn  c  >  1 

(2)    c  flin  \if  =  Bin.  ampl.l  digJ  -»  arc.  (sin  =  c  sin  \a)\ '-j^t  j. 

§.  121. 

Wenn  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  (»^  s=  o  ist,  so  wird 

1  1 


C*  =  -: =     .    ,  .     y       C  = 


1 — cosa       sio' 4a  sio^a 

Es  wird  alsdann  immer  c  >  1»  und  die  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen werden 

t  =  T4=|dig.[8in  }«,  IJ  —  dig.j^sin|a,  arc. (sin  =  ?I5i2jJ|, 


Yh 


?|^=:  sin  ampl.  [dig.(siii|«,  ^)_  V^i], 

oder,  wenn  man  das  vollständige  Digamma  dig.f  sin|cr,  ^j  durch 
D(sin|a)  bezeichnet, 
^^^     *  =  ;^{D(8ini«)-dig.[sinicr,  arc.(sin  =  fj^)]}. 

(2)      sin  \ip  =  sin  \a  .  sin.  ampl.  (  D  (sin  \d)  —  ^^r^t  j 

=  sin  \a .  sin.  coampl.  ( -^-ip^t  V 

Die  elliptischen  Integrale  D(sin  }a)  und  dig.  sin  |a,  arcfsin  =  "°Y^jL 

so  wie  die  elliptische  Transcendente  sin.  coampl.  f—|^tj  lassen  sich 
bekanntlich  in  sehr  schnell  convergirenden  Reihen  entwickeln. 

Aus  der  Gleichung  «'  =  -j^rCcos  g>  —  cos  «)  geht  hervor,  dass 


(3)  T  =  :^D(sm  1«). 
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«  nur  Null  wird,  wenn  y  =  a  oder  —  a.  Der  Pendel  wird  den 
Winkel  a  auf  jeder  Seite  der  verticalen  Stellung  abwechselnd  durch- 
laufen. Bezeichnet  man  durch  T  die  ganze  Zeit  einer  Schwingung, 
80  erhält  man  diese  aus  der  Gleichung  (1),  indem  man  9  =  —  a 

setzt    Es  wird  alsdann 

2k 

Es  ist  jetzt  (Verhulst  Fonctions  elliptiques  pag.  122) 
und  es  wird  nun 

Man  kann  viele  noch  rascher  convergirende  Reihen  für  D(sin^) 
aufstellen.    Setzt  man  z.  B. 

tang»  \a  =  sin  /J,    tang«  \ß  ==  ein  ß',    taug»  \ß'  =  sin  ß"  u.  b.  w. 

so  ist  (Verhulst  pag.  152) 

©(sinia)  «  |(1  +  Bin/J)(l  +  %\nß'){i  +  sin/J")  .... 

(5)  T  =  -^(1  +  sin ß){i  +  sin /J0(1  +  ßin  /?")  .... 

Vag 

Wenn  nicht  a  sehr  nahe  an  n  ist,  nehmen  die  Winkel  ß^  ß^^ß'* 
ausserordentlich  schnell  ab.  Ist  a  sehr  nahe  an  n^  so  braucht  man 
bequemer  die  folgenden  Formeln.    Man  setze 

cos  \a  =  sin  y,    tang'  \y  ==  sin  y'y    lang*  {-/  =  sin  y'*  u.  s.  w., 

SO  wird  (Verhulst  pag.  159) 

A        log  nat( r-  ) 

D(8in  \a)  =  -r-!— V  cos  y  cos  y'  cos  /"....  \sln/"V 

2 

Wenn  tt  —  a  so  klein  ist ,  'dass  man  cos*  \€c  in  Bezug  auf  4  ver- 
nachlässigen kann,  so  wird 
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D(Bin|a)=:lognat(^j^^),  und 
(7)  T  =  JL  log  nat  f-VY 

Setzt  man 

«D(C08  /l) 

SO  findet  man  bei  V  er  hu  Ist  eine  den  verschiedenen  Werthen  von 
f»  entsprechende  Tafel  von  q((A).  Durch  Hülfe  dieser  Tafel  hat  man 
(Verhulst  pag.  256) 

Ml  +  i^accY'  +  4q(|«)**  +  . . .] 


D(8in  ya)  = 


(1  +  y  cos  i«    ,  lYa  +  cos  ia)y  cos+aV 
— 2 — +r 2 ^y 


7t   ..1 


Die  Grösse  q(|a)  ist  immer  sehr  klein,  wenn  a  nicht  ^  übersteigt. 
Man  hat  alsdann  q'*  <  ^-    Für  cc  =  126*^  hat  man  q*^  <  -^ 
und  kann  daher  unbedenklich  setzen 
(8)    T  =  *^  ^ 


Vag  /l+ Vcösjtt      -17(1  + cos  ja)  y  cos  i^Y 

Wenn  a  126''  übersteigt,  kann  man  die  folgende  Formel  gebrau- 
chen (Verhulst  pag.  257), 

D(8ini«)  ==  g^gglig>lognat    .^i,    .d  +  ...), 

wo  die  vernachlässigte  Reihe  kleiner  als  -^  ist.   Es  ist  dsdann 

T  =  i^lognat/       *-^\.- ,/ 

V^  l  q(^)  )  A+VÜri^  ^  1/(1  + sin  i«)V^^\ 

Wenn  a  =  o,  so  wird  D(8in  ^)  =  ^i  und 
(10)  T  =  :^ 

Vag 

wird  die  Zeit  einer  verschwindenden  OsciUation  sein. 
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§.  122. 
Denkt  man  sich  einen  schweren  Punkt  an  einem  Faden,  des- 
sen Masse  Null  wäre,  aufgehängt,  so  wird  dieses  ein  mathematischer 
Pendel  genannt    Bezeichnet  man  durch  r  seine  Länge,  so  ist  hier 

k  =  a  =  r,  folglich  die  Zeit  einer  Schwingung  T  =    ^^L  •    Hätte 

man  Yr  =  -7=»  r  =  — »  so  würden  die  Schwingungen  des  mathe- 

V  a  * 

matischen  Pendels  mit  denjenigen  des  physischen  vollkommen  über- 

k* 
einstimmen.    Die  Länge  r  =  —  wird  daher  die  Länge  des  physi- 
schen Pendels  genannt 

Denkt  man  sich  in  der  durch  die  Cmdrehungsaxe  und  den 
Schwerpunkt  gehenden  Ebene  xind  in  dem  Abstand  r  von  der  Um- 
drehungsaxe  rine  mit  dieser  Axe  parallele  Linie,  so  werden  alle 
Punkte  dieser  Linie  dieselbe  Bewegung  annehmen,  als  wären  sie  nur 
mit  der  Axe,  nicht  mit  den  übrigen  Punkten  verbunden.  Der  Punkt, 
wo  jene  Gerade  die  vom  Schwerpunkt  senkrecht  auf  die  Umdre- 
hungsaxe  gezogene  Linie  schneidet,  wird  der  Schwingungspunkt  des 
Pendels  genannt  Kehrt  man  den  Pendel  um,  lässt  ihn  um  jene 
durch  den  Schwingungspunkt  gehende  Linie  schwingen,  so  wird, 
wenn  k'*m  und  a'  die  neuen  Werthe  des  Trägheitsmomentes  und 
des  Abstandes  des  Schwerpunkts  bezeichnen, 

a'  =  r-^a,    k'*  =  k»  +  (r  — a)»  —  a*  =  r»  — ar, 

k'' 
folglich  -7-  =s  r,  d.  h.  der  Pendel  wird  in  dieser  umgekehrten  Stel^ 

lung  genau  ebenso  schwingen  wie  früher.  Hat  man  umgekehrt  ge- 
funden, dass  ein  Pendel  um  zwei  parallele  Axen,  in  deren  Ebenen 
der  Schwerpunkt  liegt  und  welche  verschiedene  Abstände  vom  Schwer- 
punkte haben,  gleiche  Schwingungen  macht,  so  ist  der  Abstand  die- 

k'*       k* 
ser  Axen  der  Länge  des  Pendels  gleich.    Es  ist  alsdann  — ^=  —  • 

Da  aber  immer,  wenn  man  durch  S  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 


206  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  mit  jener  Axe  parallele  Axe  bezeich- 
net, k»ni==S  +  a*in,  k'*  =  S  +  a'V  folglich  k'"  =  k*  =  a''— a* 

und k*  =  a'  — a*  ist,  weil  angenommen,  dass  nicht  a'=  a, 

k' 

—  ==  a'  +  a  =  r.    Ein  solcher  Pendel  wird  ein  Reversionspefidel 

genannt. 

Man  nennt  die  Länge  des  Secundenpendels  die  Länge  des  ma- 
thematischen Pendels,  welcher  in  einer  Secunde  Mittelzeit  eine  Schwin- 
gung, deren  Bogen  unendlich  klein  ist,  vollendet.  Bezeichnet  man 
diesen  durch  1,  so  hat  man 


1  =  Trl/^-»    S  =  Ti'l. 


§.  123. 

Wenn  der  Pendel  sich  in  der  Luft  bewegt,  so  muss  noch  der 
Widerstand  der  Luft  unter  die  gegebenen  Kräfte  gezählt  werden« 
Wir  werden  diesen  Widerstand  auf  eine  Flächeneinheit  durch  F(y) 
bezeichnen,  wo  y  die  senkrecht  gegen  die  Fläche  stattfindende  Ge* 
schwindigkeit  ist.  Bezeichnet  man  durch  der  ein  Element  der  Ober- 
fläche, durch  d  den  Winkel,  welchen  die  Normale  des  Elementes  der 
mit  der  Richtung  der  Bewegung  biklet,  und  durch  q  den  Abstand 
von  der  Umdrefaungsaxe ,  so  ist  q(o  cos  &  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit längs  der  Normale  des  Flächenelementes  und  folglich 
F(q(jo  cos  d)d(r  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  des 
Flächenelementes.  Die  Componente  dieses  Widerstandes  längs  der 
Richtung  der  Bewegung,  oder  die  Tension  des  Luftwiderstandes  wird 
¥{q(o  cos  d)  cos  3  der  und  seine  elementare  dynamische  Arbeit  folg- 
lich —  F(Qa)  cos  d)  cos  ö  de  Qcodt   Die  dpamische  Arbeit  des  ganzen 

Luftwiderstandes  wird  — jj F(9ai cos d) ^o) cos d derdt ,  wo  die  Inte- 

o 

gration  in  Bezug  auf  er  auf  den  ganzen  Theil  der  Oberfläche,  wel- 
cher dem  Luftwiderstande  ausgesetzt  wird,  auszudehnen  ist.  Die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  \vird 
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^  ^"^  k'  m  =  agm(cos  (p  —  coß  a)  —  I  w[/F(^cö  cos  3)q  cos  d  dcjdl. 

Bei  einem  einfachen  Pendel,  dessen  Länge  r  ist,  bat  man 


y  —  cos  d)  —  ja 


-  r'  m  =  rgm  (cos  g>  —  cos  d)  —  1  ft)  f(r(iö)rdl. 


2 

Seil  jetzt  bei  demselben  Werth  von  o^,  und  cc  die  Bewegung  bei- 
der Pendel  immer  zusammenfallen,  so  muss 

k*  1  r 

r  acs  — 9     {(reo)  =B  —  I  T(q(o  cos  i)Q  cos  d  do" 

sein.  Welches  auch  die  Gestalt  des  Pendels  sein  mag,  und  welches 
auch  das  Gesetz  des  Luftwiderstandes  ist,  so  giebt  es  doch  immer 
nur  einen  mathematischen  Pendel,  dessen  Bewegung,  wenn  ein  an- 
gemessener Widerstand  angenommen  wird,  mit  derjenigen  des  phy- 
sischen Pendeis  zusammenfallt.  Die  Länge  dieses  einfachen  Pendels 
ist  nur  von  der  Form  des  physischen  Pendels,  nicht  von  dem  Luft- 
widerstande abhängig. 

§.  124. 
Wir  werden  annehmen,  der  Luftwiderstand  sei  in  einer  Reihe, 
nach  den  Potenzen  der  Geschwindigkeit  geordnet,  entwickelt,  so  dass 

JF(^ö> cos  d) ^ cos  d der  =  m(Pa)  +  <?«•  +  Rft>*  +   ...)» 
folglich  wird  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

iül^zJ^k*  =  agCcosy  — cosa)— PJw'dt  — Qj^w'dt— RJcd*dt 

o  o  e 

Die  Diiferentialgieichiing  der  Bewegung  wird  nun 

k* caiiia  =  —  ag sin  yd^y  —  P«'  —  2Qcd'  —  3Rto* 

oder,  weil  &>  =  —  d^y, 

(1)  kM'y  +  agsin  y  +  Pd,y  +  QC^ty)'  +  R(dey)*  +    ..  =  o. 

Aus  dieser  Differentialgleichung  soll  jetzt  q>  durch  t,  a  und  o»^ 
ausgedruckt  gefunden  werden.  Wir  werden  nur  den  Fall  betrach- 
ten, dass  C0^  =:  0,  und  alsdann  ^  in  einer  Reihe  nach  den  Potenzen 
von  a  entwickelt  amiehmen,  folglich 

(2)  y  «=  9,a  +  9),a'  +y,a*  -| , 


n 
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^^  9i»  V%y  9i9  •••  Functionen  von  t  sind.    Man  hat  alsdann 

d^y  =1  adty, +a*dty, +a»dty,  H , 

(dtqp)*=  «Hy* +2a*dty,dty,  H , 

(d,y)«=  «•(dt9,)*  +  -  •, 

d'y  ==  ad^y,  +a«d'y,  +  a^d^^,  H , 

sin  ^  =  (p  —  -J-y  *  +  .  • . 

=  aq>,  +  a»9),  +  a»(y,  — iy^)  H 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1),  so  erhält 

man  eine  nach  den  Potenzen  von  a  geordnete  Reihe,  welche  gleich 

Null  sein  soll  und  deren  CoefBcienten  daher  alle  gleich  Null  sein 

müssen.    Setzt  man  der  Kürze  wegen 

ag      ,      P  Q  R 

kä  =  b,    p  =  p,    p==q,    p  =  r, 

so  erhalt  man 

dj  y ,  +  by,  +  pdt9)j  =  o, 

(3)  d*  y,  +  by,  +  pd^y,  +  qCd^y  ^)«  =  o, 

Kvt  +  KsFi  — iy,*)  +  Pdty,  +  2qdft9|dty,  +  r(dty,)*  =  o. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  wird  durch  Integration  9^  ge- 
funden; aus  der  zweiten ,  wenn  der  Werth  von  9^  substituirt  ist, 
wird  9>,  gefunden,  u.  s.  w. 

Die  erste  DifTerentialgleichui^  ist 

(4)  d*y^  +  by,  +  pd^y,  ==  o, 

und  die  durch  die  Integration  hervorgebrachten  Gonstanten  sind  so 
bestimmt,  dass,  wenn  t  =  0,  dt9>^  =  0  und  9^  =  1.  Jede  der 
folgenden  Differentialgleichungen  wird 

(5)  d*y,  +  by,  +  pdty,  =  T., 

wo  T,  eine  Function  von  t  ist,  und  die  durch  die  Integration  die- 
ser Gleichungen  hervorgebrachten  Constanten  sind  so  zu  bestimmen, 
dass,  wenn  t  =  0,  9>b  =  0  und  dt9>.  =  o.  Setzt  man  jetzt  in 
diese  Differentialgleichungen  statt  des  Zeichens  d^  die  Grösse  s,  und 
statt  T  Null,  so  erhält  man  die  Determinante  dieser  Gleichungen 
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s*  +  bs  -f-  p  =  0.    Beieichnet  man  die  zwei  WurzeiB  -dieser  Glei- 
chung durch  s^  und  s,^  so  ist 

_       p       V4b-p«  _       p       V4b~p«^^— T 


2    '  2         '       »  2  2 

Die  allgemeine  Form  des  Int^als  der  Differentialgleichung  (5)  ist 
alsdann* 

WO  A,  und  i,  4urch  die  Gleichungen  i|+.  i.  5=0,  i,Sj+i,s^ 
k'o'  bestimmt  sind  (Moigno,  Caicul  int^al  pag.  584  u.  f.).   Man 

,  ^  __i , 1 ^ 

und  folglich  ^ 

(6)  ; 


/        t 


1 


^    "         '  '(c':+jT.e^  »  dt) 


y4b— p»V— 1 

Setzt  man  n  3£=  1  und  T ,  =  o,  so  findet  man 


^"5    '    |4b-p»V-l\  '  7 


g^r^^y^ 


'...  =  TIE=rv=l[(-^-'^^'>  '  <=•■ 


r* 


V^riv 


V^ 


Bs  ist  jetzt,  wenn  t  =  o,  9>,  =  1,  (l,9>,  =  o;  folglich  wird 
und  hieraus 

UkrbMk  in  qfttlMiiik.  14 
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SabsUHiiii  miü  diese  Werthe,  so.  findet  man 

}  pe  '     .      e  —  e  • 

^'        V4b-p»  2V-T 

oder  2  ■ 

,-'  "«    W4b-p'A  .         p         .  /V4b-p»  \ 

Die  folgenden  Werthe  von  T^ ,  T, ,  T, ,  —  können  aUe  un- 
ter folgende  Form  gesetzt  werden 

T,  «  2e'*  (A  cos  mt  +  B  Bin  ml) 

-5f?(^ — r-'^        + — 2 — •         / 


Man  erhalt  nun 


I  .    I 


A  +  BV-1       V^        «       y    '        I 
+ 2 «  / 


Ä 


f 


T  e  dt  -.  Je 


(+„  +  p+li^)vri 
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.  2 

+ «■ 


und  hieraus  durch  leichte  Reductionen 


JT..  dt 


V4b  — p»V=7 

ir2Ainrh  + 1)  +  B^h«  +  ph  —  m»  +  b)ltm  mt 
+  [^(^*  +  ph  —  m»  +  b^  —  2Bmrh  +  |)lcoi  mt  ? 
(h»  +  ph  +  m»  +  b)*  —  m'(4b  —  p») 
Dies  in  der  Gleichung  (6)  substituirt  giebl 

^ '     ''•     V4b-p»  2V:rT 

[aArnfh  + 1)  +  B^b»  +  ph  -  m»  +  b^lsimnt 

fc«l  "^  L^(^'  +  ph  —  m»  +  b^  —  %Bmfh  +  f)] co*  mt ) 

I  (h»  +  ph  +  tti»  +  b)«  —  iii*(4b  —  p*) 

Hieraus  findet  mau  ferner 

d  ^  .         JMS  C^ "7"C^e^  ., 


■  I      I  I  » 


14* 
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f{[A(h  +  p)  —  Bm]  (m*  +  h»)  +  (Bm  +  Ah)b}  cob  mt 
+  f  [B(h  +  p)  +  Ain](m'  +  h^)  —  (Am  +  Bh)b}  Bin  mt 
(Jj»  +  ph  +  m'  +  b)»  —  m*(4b  —  p«) 

Die  zwei  Gonstanten  C.  und  C  „  sollen  jetzt  in  der  Weise  bestimmt 
werden,  dass  wenn  t  =  o»  9>^  »=  o  und  d^^  =  o.  Man  erbäit 
hierdurch 

Ah-Bm)(h«+ph  +  m»+b+^)  +  ^(h«  +  r»+bjj^ 


([0 

■*   -       (  (h»  +  ph  +  m»  +  b)"  —  m'(4b  —  p») 

.^     ,  J-[A(h»  +  pb-„,»  +  b)-2B(h  +  £)]IJ^V3T| 
"      ~*    (  (h»  +  ph  +  m»  +  b)»  — in»(4b  — p»)  J 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

ah^h»  +  ph  +  m*  +  b  +  y)  "^^^  +  «»'+•>)  =  £,, 

2p(l»*  +  ph  +  ni>  +  b  +^j  =  F.,    h»  +  ph  — m»  +  b  =  G., 

2iii  (h  + 1)  =.  H, ,     (h»+ph  +  m»  +  b)«-m(4b-p>)  =  K., 

und  substituirt  die  gefundenen  Werthe  von  C^  und  C^'  in  der  Glei- 
chung (8),  so  wird 

(9) 

"1  A.B.— B.F.^"'V       2       y  ,  A.G.— B,H.       a^tt 

%  =  «       \— i; YW^^     +  K.       'MY4b=^ 

+  :Se"  ("-^-gP^  Bin  ort  H-  ^2^^  «.b  .t). 

Durch  diese  Form  können  alsdann  9),,  9),,  ...  successive  gerun- 
den werden.  Die  Entwickelung  hat  weiter  keine  Schwierigkeit,  als 
die  WettläuBgkeit  der  Formeln.    In  der  Anwendung  kann  man  sich 
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bcmAe  iinlner  nuf  die  erste  Potent  der  I!loilg|Btioii'«..beididniidn 
uDd.y:8s9>,a  annehiiieR»  oder  ./ 

(10) 

§.124.       ,         ; ,   . 

AuB  der  Formel  (10)  des  vorigen  Paregiiaphea  erhalt  man  . 

d.«)  =  —a'-p==-e       smi  -^ — ^    ^  t  I- 
*^  y4b  — p*  \         2         / 

Am  Ende  jeder  Schwingung  ist  d^^)  =  o»  und  man  erhält,  wenn 
man  durch  T  die  Zeit  einer  Schwingung  bezeichnet, 

&£  A 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  b  s=  j^  und  p  =  j^  substituirt» 

T  =5       ^^    -  a=    ^  1 

r        ♦«« 

Im  leeren  JSaum  Tanden  wir  die  Zeit  einer  Schwingung,  wenn  die 
höheren  Potenzen  des  Elongationswinkels  a  vernachlässigt  wurden, 

T  =  -p=  •    Der  Luftwiderstand  hat  folglich  di^se  Zeit  im  Verhält- 
Vag 


niss 


Y 


rigen  Paragraphen  t  =  nTs=— ;..^= — =»  so  findet  man  die  Elon- 
gätioii  or.  am  Ende  der  n**"  Osctüation.    Es  wird  alsdann 

Bpar  «Aar 

«-  =  (— l)a.e  ==(— l)a.e 

Die  Elongationen  a,  a^,  a^^  a, ,  ....  bilden  folglich   abnehmende 

geometriaehe  Reiben»  dtfto"  Exponent  e    ^  ''^    ist  Dies  wird  auch 
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•durch  die  Erfahraog  bestätigt,  lo .  oft  der  ursprüHgliGhe  ElongAlmis- 
winkel  klein  ist  Wenn  dieser  aber  grösser  wird»  so  nehmen  die 
Elongationen  schneller  ab^  als  in  einer  geometrischen  Reihe  der  Fall 
ist. ,  Die  höheren  Potenzen  der  üloogationswinkel  können  alsdann 
nicht  länger  yernachlassigt  werden,  und  man  wird  sich  leicht  über- 
zeugen, dass  es  nicht  allein  nothwendig  ist,  in  die  Formel  (1)  des  vo- 
rigen Paragraphen  die  höheren  Potenzen  von  g>  bei  der  Entwicke- 
lung  von  sin  9>,  sondern  auch  die  höheren  Potenzen  von  a  bei  der 
Entwickelung  der  Wer^e  des  Luftwiderstandes  mitzunehmen. 

§.  125. 

Ausser  dem  Widerstand,  welchen  die  Luft  gegen  die  Bewe- 
gung eines  Pendels  übt,  hat  sie  noch  andere  Wirkungen  auf  den- 
selben. Die  eine  dieser  Wirkungen  ist,  dass  der  Pendel  in  der 
Luft  etwas  weniger  wiegt,  als  im  luftleeren  Räume,  indem  ein  Theil 
seiner  Schwere,  welcher  gleich  dem  Gewicbt  der  Luftmasse,  deren 
Platz  er  einnimmt,  von  der  Luft  getragen  wird.  Ist  das  Verhält- 
niss  zwischen  der  Dichtigkeit  des  Pandels  und  derjenigen  der  Luft 
durch  Q  ausgedrückt,  und.  bezeichnet  g  die  Grösse  der  Schwere  im 

luftleeren  Räume,  g'  die  in  der  Luft,  so  wird  g'  =  g(i )  und 

die  Zeit  einer  Pendelschwingung  in  der  Luft  wird  folglich,  wenn 
dieser  Winkel  statt  g  in  die  Formel  des  vorigen  Paragraphen  sub- 
stituirt  wird. 


V^   t/. A 1 

Eine  zweite  Wirkung  der  Luft  ist,  dass  ausser  dem  Pendel  auch 
eine  gewisse  Luftmasse  mitschwingt  Hierdurch  wird  das  Trägheits- 
moment des  Pendels  vergrössert ,  und ,  weil  das  Trägheitsmoment 
der  mitschwingenden  Luftmasse  nur  von  der  Form  des  Pendels  und 

von  der  Dichtigkeit  der  Luft  abhängt,  wird  man  statt  k%  k'M  -f--) 

setzen  müssen.-    Es  wird  alsdann  die  Schwingungszeit . in  der  Luft 
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Y^i 


Die  Scbwingungszeit  wird  folglich  durch  die  Anwesenheit  der  Luft 
im  Verhaltniss  ^1  —  j ^Vl-f —  vergrössert  werden. 

Weil  der  direkte  Luftwidergtaud  auch  der  Dichtigkeit  der  Luft 
proportional  sein  muss,  kann  man  auch  A  =  —  setzen,  und  erhalt 

dättüf  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  -  vernachlässigt, 

^-75['+4('+'^+i)> 

wo  k'  und  A'  zwei  nur  von  der  Figur  des  Pendels  abhängige  Con- 
stanten bezeichnen. 

§•  1^6- 
Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphep  entwickelten  Gesetze 
der  Umdrebungsbewegung  drücken  nicht  nur  die  Bewegung  eines 
physischen  Pendels,  sondern  im  Allgemeinen  die  eines  festen  Kör- 
pers aus,  wenn  die  gegebenen  Kräfte  zu  zwei  während  der  Bewe- 
gung immer  in  demselben  Punkte  haftenden  Kräften  reducirt  wer- 
den können,  und  die  eine  dieser  Kräfte  entweder  der  Axe  parallel 
ist,  oder  ihren  Angriffspunkt  in  der  Axe  hat.  (Siehe  die  §§,  65 — 67.) 
Alsdann  kann  diese  Kraft  ausser  Betracht  gesetzt  werden,  weil  ihr 
Moment  in  Bezug  auf  die  x  Axe  immer  Null  ist.  Der  Angriffs- 
punkt der  zweiten  Kraft  muss  dann  in  den  vorhergehenden  Para- 
graphen statt  des  Schwerpunktes  gesetzt  werden,  die  Projection  der 
Kraft  auf  eine  auf  der  Umdrehungsaxe  senkrechte  Ebene  statt  der 
Schwere  gm»  und  eine  durch  die  Umdre^mgsaxe  puralM  mit  die- 
ser Projection  gezogene  Lmie  statt  der  verticalen  x  Axe.  Dies  findet 
z.  B.  bei  den  magnetischen  Körpern  statt,  wenn  die  Umdrehungs- 
axe vertical  ist,  oder  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  geht 
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§.  127- 

Wir  werden  jetzt  die  Gesetze  der  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers auf  einer  festen  Ebene  betrachten,  wenn  er  der  Wirkung  be- 
liebiger Kräfte  unterworfen  ist,  die  jedoch  ihn  von  der  Ebene  nicht 
zu  entfernen  streben.  /       .    .-    . 

Wir  werden,  wie  im  S.  110,  uns  drei  im. Räume  feste  Axen 
x',  y',  z'  denken,  und  diejenige  4er  x'  und  y'  in  der  festen  Ebene 
annehtten.  Es  seien  {,  9,  {;  die  Goordinaften  des  Schwerj^unlftes  O. 
Wir  werden  zuerst  annehmen,  der  Körper  berühre  die  Ebene  nur 
in  einem  Punkte.  Dieser  Punkt  wird  im  Allgemeinen  auf  der  Ober- 
Qache.des  Körpers  wechseln.  Durch  den  Schwerpunkt  O  leg^  mm 
die  drei  Hauptaxen  u,  v,  w  und  die  drei  Axen  x,  y,  z  parallel  mit 
den  drei  im  Räume  festen  Axen  x;',  y',  z^  Die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  relativ  zum  Schwerpunkte  längs  der  letzten  Axen 
seien  x,  y,  z,  und  der  Widerstand  der  Ebene  sei  durch  F  bezeich- 
net. Fügt  man  diese  Kraft  zu  den  gegebenen  Kräften,  so  ist  der 
Körper  als  frei  zu  betrachten.  In  die  Gleichungen  des  §.112  braucht 
man  nur  statt  Z,  Z  +  F,  statt  L,  L  — Fy,  statt  M,  M  +  Fx  zu 
setzen.    Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  des  §.  112  werden  nun 

(1)  md'j^^X,    mdlf/^SY,    md,' f  «  :?Z  +  P, 

dt[Ap  C08(ax)  +  Bq  coß(vx)  +  Cr  co8(wx)]  «  L  —  Py, 

(2)  dt[Ap  COT(uy)  +  Bq  co8(vy)  +  Cr  coB(wy)]  =  M  +  Px, 
dt[Ap  C08(a»)  +  Bq  co8(vs)  +  Cr  C08(ws)]  =r  N.. 

Statt  der  Gleichungen  (3)  des  §.  112  kann  man  auch  die'Gtei- 
chungen  (4)  desselben  Paragraphen  benutzen,  und  man  erbüt  dann 
Adtp  +  (B  —  C)qr  «  Lco8(ax)  +  Mco8(uy)  -f-Nco8(ui) 

+  F[xco8(uy)  —  y  co8(ax)], 
Bd^q  +  (C  — A)rp  =  Lcob(vx)  + Mco8(yy)  +  Nco8(y«) 
.      ^  +  F[x  cos  (vy )  —  y  cos  ( vx)], 

Cdjr  +  (A  — B)pq  »  Lcoi(wx)  +  Mco§(wy)  4-  Ncos(ws) 

+  F[x  coB  (wy)  -r-  y  eos  ( wx)]. 

Es  können  auch  diese  Gleichungen  unter  eiae  andere  Form :  getietit 
werden,  wenn  man  bemerkt,  dass 
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X  coa(ny)  —  y  coi  (la)  «=  w£cqb  (wx)  cos  (iiy)  —  cob  (wy)  ooii(a^)] 

—  ▼  [cos  (  vy  )  CO«  (ux)  —  COB  (  vx  )  co»  (oy)}, 
und  weil  (§.111) 

cos  (wx)  COB  (uy)  —  COB  (wy)  cos  (ux)  =  cob  (  vi  ), 
co»{  vy  )  COB  (ux)  —  COB  (  vx.)  COB  (uy)  =  COB  (wz), 

xco8(oy)  —  y  cob(ux)  s=  wcob(vs)  —  v  cos(wz)| 
und  ebenso 

xcos(vy)  —  ycoB(vx)  «  ucob(wi)  —  wcob(us), 

X  C08  (>Vy) y  C08(WX)  s=s    V  cos  (Wl)  —  U  COB  (vi). 

Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (3)  substituirt  geben 

Adjp  +  (B  —  C)qr  =  L  cob(ux)  +  M  cob  (uy)  +  N  cob(ui) 

+  F[w  COB  (vi)  —  V  cob(wi)], 

Bdiq  +  (C  — A)rp  =  L  cob(vx)  +  McoB(vy)  +  N  cob(vi)' 
^  ^  +  F[u  COB  (wi)  —  w  eoB (ui )], 

Cd|r  +  (A  —  B)pq  =  L  cob(wx)  +  M  cOB(wy)  »f-  N  cob(wi) 

+  F[v  co8(ui) —  u  cofe'(vi)]. 

Bezeichnen  wir  durch  U  =  f  (u,  v,  w)  ==  o  die  Gleichung  der 

Oberfläche  des  Körpers,  so  witd,  'weil  im  Berührungspunkte  die 

Normale  dieser  Oberfläche  auf  der  Ebene  senkrecht  stehen  und  der 

z  Axe  parallel  sein  rouss  (wir  haben  hier  den  Fall  ausgenommen, 

den  wir  später  betrachten  werden,  dass  der  Berührungspunkt  eine 

Spitze  wäre), 

d.ü 


cob(ui)  = 


(6)  COB  (vi)  s= 


cos  (wi)  =5 


f(d.U)'+(d,U)«  +  (d,U)»' 

d^_ 

7(d.U)»+(d,U)'  +  (d,ÜV' 


f 

Man  hat  Terner 

(7)  i«-t 

Die  Gieichongen  (1),  (2)  {(3)  oder  (4)  statt  (2)],  (5)»..(6)  ud  (7) 
geben  zusammen  10  vod  einander  unaUiäng^e  Gleiebungeiii,  w^il 
von  den  drei  Gjeicbungea  (5)  nur  zwei  von  einander  unabhängig 
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sind.  Diese  in  Verbiadung  mit  den  drei  GleichungeD  (2).  und  den 
Werthen  tod  p,  q,  r  des  §.  liQ  geben  13  Gleichungen,  um  die  13 
unbekannten  u,  y,  w,  x,  y,  z,  ?,  17,  C»  F  und  drei  der  Winkel  (ux), 
(uz),  (uz),  (vx)  u.  s.  w.  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen. 

Bildet  der  Berührungspunkt  eine  Spitze  des  Körpers,  so  wer- 
den die  Goordinaten  u,  y,  w  unyeränderlich,  so  lange  sich  der  Kör- 
per auf  diese  Spitze  stützt.  Es  ist  alsdann  nicht  nöthig,  ^ass  der 
Widerstand  F  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  normal  ist.  Die  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  fallen  nun  yyeg,  aber  auch  drei  der  unbekann- 
ten u,  y,  w.  Wenn  der  Körper  die  Ebene  nicht  nur  in  einem  Punkte, 
sondern  in  einer  geraden  Linie  berührt,  und  diese  nicht  eine  Kante 
ist,  so  muss  die  Oberfläche  oder  ein  Theil  derselben  abwickelbar 
sem.  In  jedenii  Punkte  der  Berührungslinie  findet  em  gewisser  Wi<> 
derstand  statt,  und  da  alle  diese  Widerstände  in  demselben  Sinne 
wirken,  so  können  sie  in  eine  einzige  Kraft  zusammengesetzt  wer- 
den. Bezeichnet  man  diese  Kraft  durcli  F  und  die  Goordinaten  ih- 
res Angriffspunkts  durch  u,  y,  w,  so  gelten  ganz  dieselben  Glei- 
chungen, wie  yorher. 

Wäre  die  gerade  Berührungslinie  eine  Kante,  deren  Gleichung 
nach  den  Hauptaxen  u,  y,  w 

(8)  V  =  au  +  b,    yv  =:  a'u  +  b 

wäre,  wo  a,  b,  a',  b'  Constanten  sind,  und  weil  die  Kante  in  der 
xy  Ebene  liegen  soll, 

(9)  cofl(ai)  +  a  C08(yi)  +  a'  coB(yyi)  =  o, 

so  würden  diese  Gleichungen  statt  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  zu 
setzen  sein. 

Diese  und  noch  andere  Fälle  können  auch  nach  einander  bei 
der  Bewegung  eines  festen  Körpers  auf  einer  Ebene  eintreten. 

§.  128. 

Wir  werden  jetzt  annehmen,  die  gegebenen  Kräfte  seien  die 
Schwere  und  eine  d^  Drucke  proportionale  Reibung  /»F.  Wir 
werden  die  x'  Axe  in  der  festen  Ebene  horizontal,  die  y'  Axe  po- 
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sila? .  abwärts  annehmen ,  und  durch  e  die  Neigung  der  Ebene  ge- 
gen  den  Horizont  bezeicbnen.    Es  seien  f  und  f '  die  Projection  der 
Reibung  /t*F  parallel  mit^.den  x'  und  y'  Aren.    Es  ist  min 
2X  »  f,    ^Y  s  mg  sine  +  f\   JSZ  »  mg  cos  e, 

^^  L«f'i,    M==— if,    N=yf— xf. 

Um  die  Geschwindigkeiten  des  Berührungspunktes  anzugeben,  be- 
merke laan»  dass  x  +  £»  }  +  f  wd  q  die  Coordinaten  dieses  Punk^ 
tes  in  Bezug  auf  die  festen  Axen  x'i  yS  z'.sind,  oder,  wenn  man 
die  Werthe  yoj\  x  und  y  substit^irt» 

I  -f-  u cob(iix)  4-  ▼  ^«(vx)  +  w  eos(wx)y 
iy  +  u  co8(uy)  +  ▼  co8(vy)  +  w  coß(wy). 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  i,  i',  i''  die  Geschwindigkeit  des  Berjih* 
rungspunktes,  nach  den  drei  Axen  x^  y',  i'  zerlegt,  so  werden 
i  8  di^  +  udt  co8(ax)  +  vd<  cob(vx)  +  wd,  co8(wx), 
(2)      i'  =s  d|f  -|-  ud^  co8(uy)  -f-  vdj  cos  (vy)  +  wdj  co8  (wy), 


i"«  o. 


Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten.  Es  ist  entweder  die  Reibung 
stark  genug,  um  die  Geschwindigkeit  aufzuheben  oder  nicht  Im 
ersten  Fafie  roUt  der  Körper,  im  zweiten  gleitet  er.  Im  ersten 
Falle  werden 

(3)  f«o,   r«o,    Kf +f''<MR^ 

d.  h.  die  Reibung  tritt  nur  mit  der  Intensität  auf,  die  in  jedem  Au-^ 
genblicke  nöthig  ist,  um  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunk- 
tes zu  vertilgen.    Im  zweiten  Falle  werden 

(4)  Kf  +  f '  =  /*R,  J  =  pi 

d.  h.  die  Reibung  tritt  mit  ihrer  vollen  Intensität  auf  und  ist  der 
Richtung  der  Bewegung  genau  entgegengesetzt. 

§.  129. 

Wir  wollen  die  hier  entwickelte  Theorie  der  Bewegung '  eines 

festen  Körpers  auf  eiiier  festen  Ebene  an  einem  einfachen  Beispiele 

anwenden.   Es  sei  der  Körper  ein  homogener- gerader  Gylinder,  die 

Axa  des  Cjlinders  urspvüngiieb  horisontal,  der  x'  Axe  parallel»  «nil 
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die  ursprungliehe  Bewegung  in  der  y'z'  Ebene.  Die  Axe  wird  dnui 
immer  horizontal  verbleiben.    Es  ist  nun  faso  und 

2X  «  o,  SY  *B  mg  Bin  e  +  f ,  2Z  tss^  ^  Ing  cos  e, 
L=»fi,  M«o,  N«— fx. 
Wenn  r  den  Halbmesser  des  Cylinders  bezeichnet,  wird  das  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  diese  Axe  |r*m  (§.  lOiS).  Nimmt  man 
jetzt  als  ü  Axe  die  Axe  des  Cylinders  an,  und  bezeichnet  durch  12 
die  Umdrehungsgeschwindigkeit  des  Cylinders,  so  wird  q  s='r  =  o, 
p  =  Ä,  A  =  ^r' m.  Es  ist  femer  t  =  —  z  =  r,  5  =  constant 
und  y  =  0,  weil  die  Berührungsiinie  des  Cylinders  in  die  durch  die 
Axe  gelegte  xz  Ebene  fallen  muss.  Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des 
§i  127  werden  alsdann 

md'iy  =  mg  sin  e  +  P,    mdf  f  =  o  e=  —  mg  cos  e  +  F^ 
^^  |rind,i2  =  — f. 

DJe  Gleichungen  (2)  des  §.  127  werden 
(2)  i  =  o,    i'  =  djiy  — ri2. 

Setzt  man  jetzt  d^^  =  V,  und  bezeichnet  durch  V^  und  S^  die  An- 
fangswerthe  von  V  und  i3,  so  wird  wegen  der  Gleichungen  (1) 

md^V  =  mg  sin  e  —  ^rmd|i2, 
^  ^  V_\  =  gaine.t  — ^r(ß-i2o> 

Es  sind  jetzt  drei  Fälle  zu  entscheiden,  wenn  anfänglich  i'  ::=:  Y —  rA 
gleich  Null  ist,  oder  positiv  oder  negativ,  d.h.  ob  \  =  riZ^»  oder 
y,  >  ri2o  oder  \  <  tS2.. 

Es  sei  y,  =  rS2^.  Der  Cylinder  fängt  alsdann  zu  rollen  an. 
Er  wird  auch  damit  fortfahren ,  wenn  fortwährend  V  =  r J2  ver- 
bleibt.   Die  Gleichung  (3)  giebt  nun 

und  weil  —  f  =  oder  <  i^F,  wird 

^rmd^i^  =  i^  fimg  cos  e, . 

oder'  .  .{      '    I 

WenÄ  ^ie  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Ebene  niebt  fröaBei", 
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als  3fk  ist,  wo  /i*  den  ReibiiogscoefficienteD  bezeichnet,  so  wird  der 

Cylinder  fortwährend  rollen  und  die  Umdrehungsgeachwindigkeit  durch 

die  obige  Formel  bestimmt'  werden.   —  Ist  dagegen  tang  e  >  3/;*, 

so  wird  der  Cylinder  gleich  zu  gleiten  anfangen  und  es  wu*d  nun  . 

^-r-  f  Ä  jnF,    4^rindt£  *=  fung  cos  e, 
tind  daher 

V  =  TJ  +  gt(iun  e  —  /i«  C08  e), 

und  es.irt  V>r4J. 

Es.  sei  Jetzt  V;  >  rfi^.    Der.  Cylinder  wird  im  Anfiing  gleitaii« 
Es  wird  daher  iat  Anfange,  wie  oben 

V  =  "^  +  gt(8in  e  —  /i*  cofl  e), 

V  —  ri2  =  Y,  — rfl^  +  gt(fline  —  BgACOse). 

Wenn  die  Zeit  t  wächst,  so  wird,  wenn  sin  e  <  3/i«  cos  e,  oder  wenn 

tang  e  <  3/i*,  die  Grösse  V  —  rS2  Null  werden,  und  der  Körper  zu 

rollen  anfangen  von  einer  Zeit  t'  an,  wo  t'  durch  die  Gleichung 

V^  —  tQ^  +  gt'(Bin  e  —  3/1*  cob  e)  =  o 
bestimmt  wird,  folglich  wird 

3ji*  cos  e  —  sin  e 
Von  dieser  Zeit  an  wird  dann  der  Cylinder  fortwährend  rollen,  und 
es  wird,  wie  vorher 

Ist  dagegen  sin  e  =  oder  >  3fi  cos  e,  so  wird  V  —  r/2  immer  po- 
sitiv verbleiben  und  der  Körper  fortwährend  zugleich  gleiten. 

Es  sei  endlich  y,  <  vSi^.  Der  Cylinder  wird  im  Anfange  eine 
grössere  Umdrehungsgeschwindigkeit  als  fortschreitende  Geschwin- 
digkeit besitzen.  Die  Reibung  P  wird  im  Anfange  abwärts  dieser 
Umdrehungsbewegung  entgegengesetzt  wirken.  Es  wird  folglich  im 
Anfange  f  =£  /i«F,  und  daher 

yr(i2^—  ß)  =  jiigcoBe.t, 


m 
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V  =  V,  -f-  gt(Bin  e  +  fjb  coB  e), 
V  —  rß  «  V;,  —  rÄ^  +  gt(8in  e  +  3/Lt  cos  e). 

Die  Ümdrehungsgeschwiudigkeit  Si  wird  nun  'immer  kleiner  und  die 
fortschreitende  Geschwindigkeit  V  immer  grosser,  bis  zuletzt  V^^  tS^ 
dies  wird  eintreffen  zu  ei^er  Zeit  t',  wo 

ri2o-Vo    ' 

sin  e  +  ^  oos  ö 

Von  dieser  Zeit  t'  an  wird  der  Körper  zu  roileö '  anfangen ,  weim 
tange  ==:  <i|  tgi^  oder  zu  gleiten,  wenn  tange  >  ^,  ganz  nach 
denselben  Gesetzen,  wie  im  ersten  Falle,  wo  V«  ss  ri2«. 


t'  = 


.1 


I 
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Cap.  I. 
Theorie  der  HolekUaniiBaBinieiaetsimg  der  EOrper. 

^  §130. 

JL/ie  Körper  werden  als  aus  sehr  kleioeD  und  in  jeder  Hiasicht 
uDveranderKch^  Theikn  zusammengesetet  gedacht»  welche  Atome 
genaBBt  iterdan.  Diese  Atome  bild^  unter  einander  Gruppen, 
wekhe  Molekülen  genannt  werden.  Die  den  Atomen  inwohnea* 
dea  Kräfte»  wodurch  die  Molekälen  gebildet  sind,  werden  Atomkräfte 
genannt»  und  sind  chemischer  Art,  mdem  sie  durch  keine  mecha- 
nische Kraft  überwunden  werden  können.  In  mechanischer  Hinsicht 
kÖBMB  folglich  die  Molekiilen  als  die  Grundbestandtheile  der  Kör- 
per angesdien  werdea 

Die  Molekülen  werden  durch  Kräfte»  welche  die  Molekülar- 
kräfte  genannt  werden,  in  bestimmten  Entfernungen  von  einander 
gehalten.  Diese  Kräfte  zeigen  sich  als  anziehend,  wenn  ji^er  Ab* 
stand  der  Molekülen  vergröasert»  als  abstossend,  wenn  er  vermin- 
dei^t  wird.-  Wir  können  daher  die  Molekälarkraft  als  das  Resultat 
zweier  Kräfte  betrachtent  die  eine  anziehend,  die  lindere  abstossend, 
welche  beide  abnehmen,  wenn  die  Entfernung  vergrössert  wird, 

Lelirb«eb  iler  Mtckanlk.  15 
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und  zwar  so,  dass  die  abstossende  Kraft  geschwinder  als  die  anzie- 
hende  abnimmt.  Man  kennt  noch  nicht  das  Gesetz,  wonach  diese 
Kräfte  in  sehr  kleinen  Entfernungen  wirken;  wenn  aber  der  Ab- 
stand messbar  wird,  zeigt  sich  die  Molekiilarkraft  nur  als  anziehend 
und  wirkt  proportional  mit  dem  Produkte  der  Massen  dar  beiden 
Molekülen  und  umgekehrt  proportional  mit  dem  Quadrate  dar  Ent- 
fernung. Diese  anziehende  Kraft  wird  die  allgemeine  Gravi- 
tali#iiskrart  der  Körper  geDMuMt»  indeni  der  Name  M^kkUar- 
kraft  aitr  toD  dar  in  sehr  Umm  Eatfamnagep  wäteodea  Siaft 
gebraucht  winL 

§.  131. 

Die  Molekiilarkraft  hält  nicht  allein  die  Molekiilen  eines  Kor- 
pers in  bestimmten  Entfernungen  von  einander  und  widersetzt  sich 
folglich  jedw  Vokunenveranderongy  sondern  halt  auch  oft  die  Molekü- 
len in  einer  bestimmten  relativen  Stellung  zu  einander,  und  wider- 
setzt sich  folglich  auch  mit  einer  gewissen  Kraft  jeder  Formveran- 
derung  des  Körpers«  Körper  dieser  Art  werden  feste  genannt; 
diejenigen  dagegen,  deren  Moieküiarkraft  sich  nur  einer  Volumen** 
Veränderung  widersetzt,  werden  flüssige  genannt  hden  dir 
Widerstand  des  Körpers  gegen  Formteranderong  sehr  Idein  aeia 
karni,  gehen  die  festen  Körper  allmaiig  in  flüssige  ttber,«iQd 
wetxien  schon,  wenn  jener  Widerstand  nicht  Null,  sondern  nur 
Mein  ist,  klebrigflussig*e  Körper  genannt 

Flüssige  Körper,  die  sich  uns  immer  nur  im 
drückten  Zustande  zeigen,  und  folglich  immer  ihr  Volumen  an  r&tt 
grossem  strd[>en,  werden  luftförmige  Körper  oder  Gase  ge- 
kannt. Im  Gegensatz  hierzu  werden  die  übrigen  flüssigen  Körper, 
welche  ein  bestimmtes  Volumen  haben,  weiches  sie  nicht  zu  ver* 
grössern  streben,  tropfbarflüssige  Körper  genannt 

Diese  drei  verschiedenen  Zustände,  worin  ein  Körper  sich  b^* 
finden  kann,  der  feste»  der  tropfbar-  und  der  luftformigflfissige^ 
werden  die  Aggregatzustande  des  Körpers  genannt 
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§•  132. 

Bei  den  festen  Körpern  widersetzen  sich  die  Molekölarkraite 
sowoU  jeder  Formveriiiiderong,  wie  jeder  Volumenveränderung. 
Dieser  Widerstand  muss  eine  Funetion  jener  Veränderung  sein» 
QDd  wild  zwischen  gewissen  Grenzen  nur  Null,  wenn  die  Form- 
oder  VolomenTeranderuhg  Ndl  ist;  diese  Grenzen  werden  die 
Grenzen  der  Eiasticitat  des  Korpers  genannt,  und  der  Körper 
wird  zwischen  diesen  Grenzen  elastisch  genannt  Innerhalb  der 
firenzen  der  Eiasticitat  ist  folglich  das  Gleidigewicht  der  Molekülen 
dn  stetiges^  d.  fa.  sie  kehren  nach  dem  Auihören  der  die  Verän* 
derang  bewirkenden  Krallte  in  die  urspränglidbe  Lage  zurück. 
Sind  dagegen  jene  Grenzen  überschritten,  so  nehmen  die  Molekülen 
eine  neue  Gleichgewichtsbge  an,  wekhe  auch  als  eine  Theilung 
des  Körpers  angesehen  wird. 

§.  133. 

Wenn  ein  Körper  erwärmt  wird«  so  wird  dadurch  die  abstos- 
sende  Molekülarkraft  yergrössert.  Wenn  keine  äusseren  Hinder- 
nisse stattfinden  9  kommen  folglich  die  Molekülen  ent  m  einem 
grösseren  Abstand  von  einander  ins  Gleichgewicht ,  und  eine 
Ausdehmmg  des  Körpers  findet  folglieh  Statt  Nimmt  dagegen  die 
Wärme  eines  Körpers  ab,  so  wird  hierdurob-  die  abstossende  Kraft 
der  Molekülen  vermindert,  und  der  Körper  zieht  sieh  folglich  zai* 
Mnmeii. 

lüfan  hat  froher  dieses  erklärt,  indem  man  die  Wärme  ab 
einen  feinen  unwägbaren  Stoff  betrachtete,  welcher  jedes  der  Mole- 
küleii  wie  eine  Atmosphäre  umgebe  und  in  welchem  StofT  aliein 
die  abstossende  Kraft  der  Molekülen  liege.  Man  nahm  nämlich 
nur  anaiehende  Kräfte  an,  sowohl  zwischen  den  Molekülen  der 
Körper  ooter  einander,  wie  zwischen  diesen  und  dem  Stofie,  wel- 
4!heii  man  als  WärfnestofT  bezeichnete,  wogegen  man  annahm,  dass 
die  Tbeile  dieses  letzteren  Stoffes  sich  unter  einander  abstossen. 
fa  der  letzten  Zeit  ist  indessen  diese  Hypothese,  weil  sie  nur  we- 
nige der  physisdien  FluienoiMne  der  Wärme  zu  erklären  erianht, 

15* 
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verlassen  i^orden»   ohne  dass  man  indessen  eine  andere  Theorie 
aufzustellen  vermocht  bat 

So  wie  eine  Tennehrung  oder  Verminderung  der  Wärme 
eines  Körpers  eine  entsprechende  Volumenveränderung  hervorbringt^ 
so  bringt  auch  umgekehrt  eine  auf  irgend  eine  andere  Weise  her^ 
vorgebrachte  AusdehiiDng  eines  Körpers  eine  Verminderung,  und 
ein  Zusammendrucken  eine  Vergrösserung  seiner  Wanne  her* 
vor.  Im  ersten  Falle,  sucht  der  Körper  aus  den  ihn  umgd>ea- 
den  wärmeren  Körpern  die  stattgefundene  Wärmeverminderung 
zu  erstatten;  im  letzten  Falle  wird  er  diesen  den  Ueberschuas 
seiner  Wärme  abgeben. 

§.  134. 

Die  Wirkung  der  Wärme  besteht  nicht  allein  darin,  dass  sie  die 
abstossende  Kraft  der  Molekülen  vergrössert,  sondern  sie  verändert 
auch  die  formbildende  Kraft  der  Molekülen.  Bei  festen  Körpern 
wird  diese  formbildende  Kraft  durch  Vermehrung  der  Wärme  ge- 
schwächt und  verschwindet  zuletzt  ganz;  der  Körper  geht  folglich 
von  dem  festen  zum  flüssigen  Aggregatzustand  über,  d  h.  er 
schmilzt.  Durch  eine  hinreichende  Verminderung  der  Wärme 
erhalten  umgekehrt  die  tropfbarflüssigen  Körper  die  formbiidende 
Kraft,  welche  sie  früher  nicht  hatten ;  sie  werden  folglich  fest,  d.  b. 
sie  erstarren.  Durch  eine  Vermehrung  der  Wärme  gehen  da- 
gegen zuletzt  die  tropfbarflüssigen  Körper  in  luftiormige  über, 
d.  h.  sie  verdampfen.  Man  hat  Grund  anzunehmen,  dass  jeder 
Körper  durch  eine  hinlängliche  Vermehrung  odar  Verminderuog 
der  Wärme  jeden  der  drei  Aggregatzustände  annehmen  könne. 

§.  135. 

So  lange  der  Aggregatzustand,  des  Körpers  nicht  verändert 
wird,  und  folglich  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  der  Wärme 
des  Körpers  nur  eine  entsprechende  Veränderung  der  abstosseodm 
Molekülarkraft  hervorbringt,  sucht  diese  Wärme  sich  allen  umge* 
benden  kälteren  Körpern  mitzutheilen.  Sie  wirkt  dadurch  auf  das 
Gefühl  und  auf  das  Thermometer,  und  wird  daher  freie  Wärme 
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genannL  Wenn  dagegen  dar  Aggregatzlistand  des  Körpers  durdi 
die  Warme  verändert  wird,  so  dass  der  Körper  aus  dem  festen 
in  den  tropfbarflüssigen  Zustand,  oder  lius  diesem  in  den  luftför^ 
migflässigen  Zustand  übergebt,  so  wird  durch  diese  Veränderung 
des  Aggregatzustandes  eine  gewisse  Quantität  der  Wärtne  gebui^ 
den,  so  dass  sie  nicht  zu  anderen  umgebenden  Körpern  übergehen 
kann,  und  folglich  auch  weder  auf  das  Gefiihl,  noch  auf  das  Ther- 
mometer wirken  kann.  Diese  Warme  wird  daher  gebundene 
oder  latente  Wärme  genannt.  Dasselbe  ist  auch  der  Fall, 
wenn  dieselbe  Veränderung  des  Aggregatzuatandes  durch  irgeiid 
eine  andere  Ursache  bewirkt  wird,  und  die  Temperatur  des  Rör** 
pers  sinkt  alsdann,  weil  ein  Theii  seiner  Wärme  gebundeil  wor- 
den ist.  Geht  umgekehrt '  der  Körper  aus  dem  tropfbarflüssigen 
Znstande  in  den  festen  oder  aus  dem  loftiSraiigen  in  den  tropfbar- 
flüssigen  Zustand  über,  so  wird  ein  Theil  der  vorher  gebundenen 
Wärme  frei,  und  die  Temperatur  des  Körpers  steigt,  sofern  die 
frei  gewordene  Wärme  nicht  von  anderen  umgebenden  kälteren 
Körpern  absorbirt  wird. 


Cap.  II. 
der  aUgemeinen  Gravitation. 

§.  136. 

Betrachten  wir  einen  materiellen  Punkt  O,  welcher  von  einem 
Körper  beliebiger  Form  angezogen  wird.  Diese  Anziehung  gebt 
von  aUen  Elementen  des  Körpers  aus,  und  die  Resultante  dieser 
elementaren  Anziehungen  ist  die  totale  Anziehung  des  gegebenen 
Körpers. 

Es  sei  (Fig.  48)  G  ein  beliebiger  fester  Punkt  im  Körper  und 
Cx,  Cy,  Gz  drei  durch  diesen  Punkt  gezogene  rechtwinklige  Coor- 
dinatenaxen.    Es  seien  x,  y,  z  die  Coorditiaten  eines  Elementes  P 
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des  gegebenen  Körpers,  dm  dessen  Hasse,  S»  n?  C  <fi^  <^^  Coor- 
dinaten  des  materiellen  Punktes  O,  (*  dessen  Masse  9  und  endBch 
r  der  Abstand  OP,  wo  folglich: 

Die  Anziehung  des  Elementes  P  auf  den  materiellen  Punkt  O 
wird  dann  nach  §.130  gleich: 


r* 


WO  k  ein  constanter  GoeflBcient  ist,  welcher  die  Intensität  der  An* 
riehungskraft  beseichnet,  zur  Einheit  der  Massen  und  des  AbstaiH 
des  hingeführt. 

Die  Kraft  K  wirkt  tings  der  P  und  0  verbindenden  Geraden 
PO.  Die  Cosinus  der  drei  Winkel/  welche  diese  Gerade  nit 
den  drei  Coordinaten  bildet,  sind: 

g  — z  ly— y  C— g 

— = — »  — r — >  — z — > 
r  r  p 

und  die  Componenteri  der  Anziehungskraft  K  längs  diesen  im 
Axen  werden  folglich: 

k^illidm,  k^azildm,  k^f^dm. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  A,  B  und  C  die  drei  Componenten  der 
auf  den  Punkt  O  ausgeübten  totalen  Anziehungskraft,  so  findet 
man  durch  Integration: 

wo  die  Integration  auf  alle  Massenel^nente  des  anzidiendeü  Kör- 
pers ausgedehnt  werden  muss« 

Bezeichnet  man  durch  U  die  Kräftefunction  (§•  18),  wo: 

U  « J(Ad|  +  Bd^  +  cdC)  «  -  k^J^, 

so  können  die  drei  Integrale  A,  B  und  C  durch  dieses  einzige  In- 
tegrd  U  ausgedrückt  werden,  indem: 

A  »d  U,  B==*d  üj  Ce=d,U. 

4  '*?  ^ 
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b  ist  hier  M  benwiion»  dasa  bei  det  Beteckmug  der  KriUteAwßäoii 
U»  r  iQUiiMr  potttiv  genoiaaiea  werden  mxm. 

§.  187. 

Die  K/aitefiiDetioD  U«  so  wie  auch  ihre  DiffiereotialooefficieiiteD 
10  Bezug  auf  (,  17,  C  sind  endliche  und  stelige  Funodoiiea  ^iieaer 
Variabeb,  iosofern  die  Dichtigkeit  überall  als  endlich  vorauageaetat 
wird.  Dasa  dies  der  Fall  ist»  wenn  der  angezogene  Punkt  ausser^ 
halb  des  anziehenden  Körpers  liegt,  und  fclgKch  r  >  0  ist»  folgt 
oninittdbar  aus  den  FormeUi  itir  U,  A,  B  und  C.  Dass  dies  aber 
auch  der  Fall  ist,  wenn  der  angezogene  Punkt  selbst  dem  anzie- 
henden Körper  angehört,  siebt  man  Jeicht,  wenn  man  Polarcoordi- 
nafian  einfihrt  Setzt  man  nämlich: 
X  «9  $  +  r  ooi  9>|  y  «9  ij  +  r  «in  9>  CO»  y^,  %  ^  i  +  t  %mf  mt/ßy 

wo  9  den  Winkd  bezeichnet,  welchen  r  mit  der  xAxe  bildet,  und 
f/f  den  Winkel,  welchen  die  durch  r  und  die  xAxe  gehende  Ebene 
mit  der  xyEbene  bildet.  Es  wird  alsdann  das  Element  des  VohimeBs 
gleich:  r'  sin  9  df  d^  dr,  und  folglich,  wenn  man  die  Dichtigkeit 
im  nmkte  (x,  j,  z)  mit  D  bezeichnet: 

dm  a  Dr*  sin  9  Af  itff  dr, 
U  »  —  kfk/jyDt  Bin  9  df  iifß  dr, 
A  SS  d^U  a  —  kfkjyyT)  sin  q>  cot  9  dy  d^  dr, 

B  »  d  U  a  —  ^V^fff^  «>(^'  9  c®^  V^  ^9  ^^  ^9 
C  »  d^U  a  —  ^^i'fffO  sin'  9  Bin  ^  dy  d^  dr, 

woraus  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Werthe  von  U  und  sei- 
nen Differentiaicoefficienten  hervorgebt. 

Sucht  man  die  zweiten  Differentiaicoefficienten  von  D,  so  fin- 
det man: 

dlü^d^A vj"J3JlrilV-J.j  da,, 

d;ü  -  d,B  -  -  k^/j^V:!!  --ij  d«, 

d|U  =  d^C  -  -k^|jilLzIÜ-J..j   dm. 
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•HierMM  findet  man  ftr  den  Fell,  dass  r  nicht  gieieh  Null  wird, 

d.  h.  wenn  der  angezogese  Punkt  ausserhalb  des  ansieheoden  fior- 

pers  liegt: 

d|U  +  d«ü+d^U  =  o. 

Wenn  dagegen  der  angezogene  Punkt  selbst  einen  Theil  der  an- 
ziehenden Hasse  bildet,  so  kann  man  sich  eine  unendlich  kleine 
Kugel,  welche  diesen  Punkt  einsohliesst,  denken,  und  besonders  die 
Sräfkefunetion  U'  dieser  Kugel  und  diejenige  U''  des  übrigen  Tbeäs 
des  Körpers  suchen.  Es  wird  alsdann  D  «s  D'  +  U'^  wo  U''  der 
oUgen  Diffi«rentialgleicfaung  entspridit  Bezeidinet  man  durch  a, 
b  und  c  die  Goerdinaten  des  Mittelpunkts  S  jener  Kugel  (Fig.  49), 
durch  B  ihren  Halbmesser,  durch  D  die  Dichtigkeit  im  angeisoge- 
nen  Punkte  O  und  folglich  auch  in  der  ganzen  unendlich  kleinen 
Kugel,  durch  q  den  Abstand  SO  des  slngezogenen  Punktes  O  vom 
Hittelpunkte  der  Kugel,  durdi  r  den  Abstand  des  anziehenden 
Elementes  in  P  Tom  Mittelpunkte  S,  endiicb  durch  t|i  den  von  PS 
und  SO  gebildeten  Winkel  PSO,  so  wird: 

PO  =a  r  t=  Yx*  —  2x(^^o»tfj  +  Q*l 
Bezeichnet  man  ferner  durch  <p  den  Wbkel,  welchen  die  Ebene 
PSO  mit  einer  festen  durch  SO  gelegten  Ebene  bildet,  so  wird: 

dm  =s  Dt^  sin  ^  d^p  d^  dt, 

und 

r  r  r       t*  «in  th  dop  d0  dt 

wo  die  Integrationen  in  Bezug  auf  r  von  t  =»  o  bis  r  =  R,  in  Bö- 
zug  auf  tp  von  yj  =  o  bis  tf/  s=s  it  und  in  Bezug  auf  9  von  sp  ss  o 
bis  9  =  2n  auszudehnen  sind.  Führt  man  die  Integrationen  aus, 
so  erhält  man: 

U'  =  -  2;r  k^  T>J\q  +  X  -VCt-e)*)^' 

wo  für  |/^(r  —  Qj^  immer  der  positive  Werth  zu  nehmen  ist  Da 
hier  ^  <  R  ist,  10  wird:^ 


aaf  die  Qemixe  des  Gleichg^wiehls  imd  der  Bew^gofig*       2S1 

cdc 


JV,  +  ,_VT7=r^yf=jrC(^  +  t)-(,-r)> 


Q 


« 


=  i^*  +  (R*  —  ^') «  R*  -  ie*- 

Substituirt  man  diesen  Werth,  so  erhält  man: 

U'  =  —  ink  ^  D  (R«  —  1  ^«), 

und  weil:  q^  =  (5  — a)'  +  {v-hy  +  (C  -  c)': 

ü'  «  -  2  ^k^D  (r«  ~  i(r-  a)»  -  i  (ij  _  b)?  -  |(C  -  c)*) 
Hieraus  findet  man  dann  durcti  Differentiation: 

djÜ' =  t  ;rk  f*  D  (5  —  a),  d|U' =  I  Trk^  D; 

d  ü'  =  |»k^D(i?— b),  d»ü'  =  |jrk/i*D; 

d^ü'*:|3yk/»D(f  — c),  d«ü'«t3rk^D; 

und  folglich:       d/  ü'  +  d* ü'  +  djU'  >=  4  ;r  k  ^  D. 

Es  ist  'iiir  den  übrigen  Theil  des  anzieheöden  Korpers  vorher 
gefunden,  dass:       d|ü"  +  d*ü"  +  d^U"  =  o, 

und  man  findet  folglich  durch  Addition  fiir  einen  inneren  angelo- 
genen Punkt: 

d|U  +  d^U  +  d^U  »  4  jrkju  D, 

wo  D  die  Dichtigkeit  in  dem  angezogenen  Punkte  bezeichnet.  Diese 

Formel  kann  als  eine  allgemeine  bezeichnet  werden,  wenn  man  bei 

•  einem  äusseren  Punkte  die  Dichtigkeit  als  Null  betrachtet.     Auf 

der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  wird  d|  D  zwei  Wertbe 

haben,  welche  den  zwei  Grenzen  des  VerhältAisses  |—  gleicfa 

sein  werden,  lur  einen  unendlicb  kleinen,  positive  oder  negatiyeti 
Werth  von  A$.  Ebenso  werden  auch  d^  D  und  d|  U  zweideutige 
Wertbe  erhalten,  und  es  wird  folglich  in  diesem  Falle  der  Ausdrudc: 

djü  +  d*ü  +  d^ü 

acht  verschiedene  Wertbe  erbalten. 
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§.  13& 
Wem  der  Abstand  des  angesogenen  Punktes  O  von  dem  an- 
tiehenden  Körper  sehr  gross  in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  dieses 
Körpers  ist,  sa  kann  man  bei  der  Berechnung  der  Kraftefunction 

U  die  Grösse  •—  in  eine  convergireude  Reihe  nach  den  Potenzen 

mid  Produkten  der  Coordinaten  x,  y  und  z  entwickehi.   Setzt  man 
alsdann  den  Abstand: 

CO  =  (ft  +  i;i  +  C«)*^  «  R, 

so  wird:  ^ 

R^  R*  ^  2R»  ^•••' 

und  folglich: 

U  =  -k^J^  =  -k^  jijdm  +  ljxdm  +^Jydoi  +^,J.  dm 

l  +  2f/($»  +  W  +  C«)*  *m  -O^/  (3^'  +  y»  +  *•)  <hn 


Nimmt  man  jetzt  an,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  C  wäre 
der  Schwerpunkt  des  anziehenden  Körpers,  se  wird: 

r  X  dm  s  o,  I  y  dm  «ss  o,  1  i  dm  =  o. 

B^eichnet  man  jetzt  durch  M  die  ganze  Ahsse  dM  KSip^Y, 
fio  wird: 

ü— k/»  ||+j|jj (Jx  +  lyy +  {;.)•  dm-^J(x«+y«+i«)dm+,..j 

bt  jetzt  der  Abetand  R  sehr  gross  in  Bezug  auf  die  CoordiaateD 
Xt  jf  z,  so  kann  man  diesen  Werth  der  KraftefiinctioD  aitf  sein 
efttes  Glied  redudren  und  hat  folglich : 

U^-k^J,  A  =  k^g,  B  =  k^|S,  C^k^g. 


mt  did  Graeize  de8  Gleiohgewiehls  iiwi  der  Baw^uttg.       tC0 
Resoltaiit&  dieser  drei  ComponeiÜeD  der  Anziehungskraft  wird 
gleich  -^f   und  wirkt  auf  den  Punkt  0  in  der  Richtung  CO. 

Es  folgt  hieraus  9  dass,  wenn  der  Abstand  des  angezogenen 
Punktes  sehr  gross  in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  des  anziehteden 
Körpers  ist»  die  Anziehung  annaherui^weise  sowohl  in  Grösse 
wie  in  Richtung  dieselbe  ist,  als  wenn  die  ganze  Masse  dieses  Kör- 
pers  in  seinem  Schwerpunkt  concentrirt  wära 

§•  139. 

Es  sei  der  anziehende  Körper  eine  concentrische  und  homogene 
Kugelschicht  (Fig.  SO).  Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  C  als  An- 
fangspunkt der  Goordioaten  an.  Es  sei  CO  =s  R  ss  V5«+ij*4-C* 
gleich  dem  Abstand  des  angesogenen  Punktes  O  vom  Mittelpunkte, 
P  ehi  Element  der  Kngßischicht,  CP  ss  ^  der  Abstand  dieses  Ele<- 
mentes  vom  Mittelpunkte  C,  9  der  Winkel,  welchen  diese  Gerade 
mit  CO  bildet,  und  if/  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  CPO  mit 
einer  durch  CO  gehenden  beliebigen  festen  Ebene  bildet  Wir 
werden  ferner  durch  a  und  b  den  äusseren  und  inneren  Halbmes^ 
•er  der  Kugebcfaieht  bezeichnen ,  und  endlk^h  wie  frulier  durch  r 
den  Abstand  PO,  durch  $,  f?,  {;  die  Coordinaten  des  Punktes  O, 
folglich  dib  drei  Projectionen  des  Abstandes  R,  endlich  durch  D 
die  gleichförmige  Dichtigkeit  d^r  Kugelschicht    Man  hat  jetzt: 

dm  -SS  Df  *  tin  91  d^  d)i>  d^, 

ri  a  Rt  _  2  R^  COB  9>  +  «S 

und  hieraus  die  Kraftefunction: 

wo  die  Integrationen  auszufbhrm  sind  in  Rezug  auf  9  yon  9  ss  b 
Ins  (  SS  a;  in  Bezug  mat^  wn  9  ^=0  bis  ^ssm;  nud  in  Bezug 
auf  ^  von  ^  =s  o  bis  1;^  as  2n.  Führt  man  jetzt  ghsicb  die  hte^ 
gration  aus  in  Bezug  auf  tp^  so  erhiilt  man: 
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Es  ist  aber: 
JvP#i^^='T  VR»-2R,co.,p  +  ,«  +  Con.t, 

^0  das  Warzelzeichen  ^  immer  positiv  zu  nehmen  ist.  Es  wird 
folglich^  wenn  R  grösser  als  oder  gleich  q  ist: 

wenn  dagegen  R  kleiner  als  q  ist,  so  wird: 

o 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  findet  man: 

a)  Wenn  der  angezogene  Punkt  aussoriialb  der  Kugelsehicht 
liegt  oder  auf  deren  äusseren  OberQäche,  und  folglich  R  immer 
grösser  als  ^  ist  (Fig.  50) : 

wenn  M  die  Masse  der  ganzen  Kugelschkht  bezeichnet  Substituirt 
man  jetzt  den  Werth  von  R  und  diflfertatirt  in  Bezug  auf  i,  n  ood 
Cf  so  findet  man: 

Die  Resultante  dieser  drei  Gomponenten  giebt  die  Anziehung 
der  Kugelsehicht  gleich: 

lEgjin. + ,. + 1»  =\^ 

und  in  der, Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  hin  wir- 
kend. Die  Anziehung  einer  homogenen  und  concentrischctt  Kng^ 
schiebt  auf  einen  äusseren  Punkt  ist  folglich  dieselbe,  als  weoa 
die  ganze  Masse  der  Kugelschicht  in  ihrem  Mittelpunkte  coDcen- 
trirt  wäre. 


—  b«)  _  _  k/uH 
""       TT 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewiebto  und  der  Bewegtmg.       S8S 

6)  Wenn  der  angezogene  Punkt  innerhalb  der  Kugelscbicht 
liegt,  und  folglich  R  immer  kleiner  ab  n  ist  (Fig.  51): 

ü  =  —  2;ik/*DJ2^  d^  =  —  2  JT  V  D  (a*  —  b«). 

Hieraus  findet  man  die  Componenten  der  Anziehung: 

A  «  d^ü  =n  o,  B  =  d^ü  »  o,  C  «  d^U  »  o. 

Die  Anziehung  einer  homogenen  coneentrischen  Kngebehicht 
anf  einen  inneren  Punkt  ist  folglich  gleich  Null« 

c)  Wenn  der  angezogene  Punkt  in  der  Kugebehicht  seihst 
liegt,  und  folglich  R  >  b  aber  R  <  a  ist  (Fig.  52).  Es  ist 
alsdann : 

n^/  [* Q  sin  y  dg)  ^  ) 

Weil  hier  im  ersten  Integrale  R  immer  kleiner  als  q,  im  zweiten 
inuner  grösser  als  (^  ist,  so  wird: 

a  b 

=  -  2;r  V  D  j(»*  -  R»)  +  t .  — ~— j 

Hieraus  findet  man  dann  die  Componenten  der  Anziehung: 

und  folglich  die  totale  Anziehung  gleich: 

uiid  es  wirkt  dieselbe  in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  hin. 
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Zq  derselben  Formel  kommt  man  auch,  wemi  man  die 
Kugebchicht  mit  Hülfe  einer  durch  den  angezogenen  Pookt 
gehenden  Kugeloberfläche  in  zwei  concentrische  Schichten  theilt, 
so  übt  die  äussere  Schicht  auf  den  Punkt  keine  Wirkung  aus, 
sondern  dieser  wird  nur  von  der  inneren  Schicht,  deren  Bfasse 
1 9r  D  (R'  —  b')  ist,  angezogen. 

Ist  b  =  0»  oder  die  Kugel  voll,  so  wird  die  Anziehung 
gleich:  |  n  k/i*  DR,  d.  h.  die  Anziehung  emer  homogenen  Kugel  auf 
einen  inneren  Punkt  ist  dem  Abstand  dieses  Punktes  vom  Mittel- 
punkte  direct  proportkmai/ 

§.  140. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Wertbe  der 
Krältefunction  U  und  der  Anziehung  hatten  auch  aus  der  Formel: 

d|ü  +  d»ü  +  d^ü  «  0, 
oder: 

d|U  +  d'U  +  d^U  »  4;rk/i  D, 

je  nachdem  der  angezogene  Punkt  ausserhalb  des  anziehenden  Kor« 
pers  liegt  oder  einen  Theil  derselben  ausmacht,  hergeieäet  werden 
können. 

Die  Gleichung:  R'  =  $*  -f  f}*  -|-  {;*  giebt  nändich: 

und  folglich: 

d|ü  -  diu .  (d^R)«  +  V  •  «j^R = ^  •  «»i" + 1- "aU -!;«•«». 

d;0  =  diü.(d,R)«  +  d,U.d;R  =  |!.diü  +  ^.d^ü-g.d,U, 

djü  -  d^ü  .  (d^R)«  +  d,U  .  d^R  -  ^  .  djü  +  |.  d^ü-|!.d,ü. 
Hieraus  findet  man  dann  durch  Addition: 

d^ü  +  d;ü  +  d^u  =  d;ü  +  I  d^u, 
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und  man  bat  folglich  fiir  einen  Punkt,  welcher  nicht  einen  Theil 


des  anziehenden  Körpers  ausmacht: 

und  für  einen  Punkt  der  Kugelscfaicbt  selbst: 

Da  die  Kogelschicht  rin^  um  den  Abstand  R  symmetriseh 
80  muss  die  Krafterunction  nur  eine  Function  von  R  iBein^  und  die 
Anziehung  wird  längs  der  Geraden  R  wirken  und  gleich  d^^U  seia* 
Die  obigen  Differentialgleichungen  werden  folglich  vollständige  Dif- 
ferenlialgleidrangoi ,  und  geben  durch  Multiplication  mit  R'  und 
Integration,  liir  den  FaH,  dass  der  angezogene  Punkt  nicht  einea 
Theil  der  anziehenden  Kugelschicht  ausmacht: 

R«  d^V  «  const, 

dagegen,  wenn  der  angezog^ie  Punkt  einen  Theil  der  anziehenden 
Kugdsehicbt  bihkt: 

R>  d^U  B  inkfA  D/R*  dR  »  |  sr  k/»  D  R*  +  eonst 
Es  sei  jetzt  der  angezogene  Punkt  ganz  innerhalb  der  Kugel- 
schicht gelegen,  oder  R  <  b.  Man  hat  alsdann:  R'  d|^U  s=s  const, 
und  die  Anziehung  gleich: 

Um  hier  die  Constante  zu  bestimmen,  kann  man  bemeiken,  dass 
wenn  R  ^»  o,  oder  wenn  der  angezogene  Punkt  im  Mittetpunkte 
liegt»  die  Anziehung  d,|U  gleich  Null  sein  muss;  man  muss  feiglieh 
hier  immer  const  =  o,  und  fol^icb  auch  immer  in  diesem  Falle 
die  Attziehang  gleidi  Null  haben.  Da  die  Anziehung  eine  conti- 
omrlaehe  FVinction  Ton  R  ist 9  so  muss  dies  noch  gelten,  wenn 
R  sa  b  ist,  d.  h.  wenn  der  angezogene  Punkt  auf  der  inneren  Flache 
der  Kttgdsehiofat  liegt 

Es  sei  jetzt  der  angezogene  Punkt  selbst  ein  TheH  der  anzie- 
henden Kugebehicht.    Es  wird  alsdann  die  Anziehung: 
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^  TT       4     1,    T*    ß*  +  oonst 


Diese  Anziehung  soll  jetzt  wegen  ihrer  Continuirliehkeit  sich  Null 
nahernt  wenn  R  sich  b  nähert,  und  es  rouss  darum  const  s=  — b' 
angenommen  werden,  und  folglich: 

sein.  Auf  die  äussere  Oberfläche,  oder  wenn  R  =  a,  wird  die  An* 
liehttng  gleich: 

»       »^  a*  a» 

Es  sei  endlich  der  angezogene  Punkt  ganz  ausserhalb  der  Ku- 
gebchicht  gdegen,  oder  R  >  a,  so  hat  man  wieder: 

d  ü  =  ^^ 

Setzt  man  hier  R  =:=:  o,  so  muss  dieser  Ausdruck  {^eich  dem  vw- 

her  gefundenen  Werthe  der  Anziehung  auf  der  äusseren  Oberflache 

der  Kugelschicht  sein,  oder: 

const      kj^M 
a«    ^    a«    ' 

woraus  const  =  k/i*M  und  die  Anziehung: 

A  RS 

Die  auf  diesem  Wege  für  die  verschiedene  Lage  des  angeiageneo 
Punktes  gefundenen  Werihe  der  Anziehung  stimmen  ganz  mit  den 
im  vorigen  Paragrafthen  gefundenen  überein. 

§.  141. 
Dieselben  Satze  der  Anziehung  gelten  auch  von  einer  aus 
concentrischen  homogenen  Schichten  verschiedener  Dichtigkeit  be» 
stehenden  Kugd.  Die  Anziehung  wird  nämlich  gleich  der  Summe 
der  Anziehungen  aller  einzelnen  Schichten  sein.  Wenn  der  ange- 
zogene Punkt  ausserhalb  der  Kugel  liegt,  wird  die  Anziehungskraft 
dieselbe  sein,  als  wäre  die  ganze  Masse  der  Kugel  in  ihrem  Mittelr 


Mfat.  dto  AeMtzd  4bb  OletehgeirviditB  oad  der  Biwepiiig.      AM 

|Miiiiiit  v4reiri^;\  im  die  üidbtigMt  'SNii  mo.MikR  ätiiidit  iiir 
anderen  ändert,  ist  ohne  Einfluss.  Wenn  der  angezogene' PndU; 
in  der  Kugel  ^selbst  ir^gt.  kann  man  »eh  dfirch  di^en  Punkt  eine 
concentriscbe  KugeloberASctie  construirC  denken;  die  Anziehung  der 
aoMeren  Kugehchidlt  •  wird  idann  gieioh.  NuU;  .und  nur  diefctoige 
der  inneren  Kugel  zu  rbfrficksichtigen«  In  idiesent  Falk  .ist  ahMr» 
um  eine  allgemeine  Formel  der  Anaiehung  zu  entwickeln,  nothwen- 
d^ ,  das  Gesetz  zu  kennen ,  wie  die  Dichtigkeit  sich  von  einer 
Schicht  zur  anderen  ändert. 

<Ba  »ncbme  m.  B.  die ^Diobtigiieit« in  einer  '«rilhmatiaclien  Reihe 
vom  Wttdpunfabe  «aa  ab;  sie  sei  im  lliltelpudktei  gldich  D^,  und 
m  Afetaddo  r  vom  Mittelpankie  gleich  D^^^^icr.  Es  sei  wie  vor- 
her a  der  Halbmesser  der  Kugel,  R  der  Abstand  des  angezogenen 
Punktes  vom  Qlitlielpunkte  und  R  <  .a.  Die  )f aase  ^es  Kugelkemes, 
auf  welchem  der 'angezogene  Punkt  liegt,  wird  dai^  gleich: 

'       4;^!   r«  (D^— cr)dr  =  IttR»  (D^— |cR). 

Diese  Masse,  im  Mittelpuiilite  concentrirt,  wird  eine  Anziehung  gleidi: 
f^[f«»»  (D^-  i  cR)]  =  J  ^V  R  (D.-l  cR) 

ausüben,  iu$d  <)ieae  .Ansiefiung,  wird  4oi|ni  der  Anatjiehijtng  der  g4|n- 
zen  Kitgel  gleich  sein.  Die  Aliziehung  aur  einen  inneren  Punkt 
wird  fdglich  vßter  der  VomusaetzoBg '  einer  iv«m  illfltdpunkte  «ms 
gleichmässig  abnehmenden  Diohtigkeil  gieivh  der  fiterem  -fweier 
•filieder  s^,  vmi  dcaen  das  etste  den  ^nfaohed  Abst«ide  des 
«ngezogMen  Punfctes  vrai  Hiltdpunktey  daa  imeiht  dem  Qsa^Bite 
dieses  Abstandes  proportional  ist. 

Es  sei  der  anziehend^  KÖrpaii  cjini  hq^iogenps  l^llipsoid,  dessen 
Oberflaehe  durch  die  Gleichung: 


ti»o.  y«.  .   Eü.. 


^'  X  1_  J.  !!C  =  1 

beatimmt  ist.     Wir  werden  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  be- 


'  I  t  ■  1 1 
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nutztai  BczeichiNingeii  atieh  hier  HAwendeo  «id  ziimi  die  Kriifte- 

gaohen;  wo  die.  Integvetionen  auf  alle  Werlhe.  v6n  x;  y  tuid  i 
aossudehnen  sindt  welche  der  Cngleiefahdl;:        !  r 

a»        b>       c*  ^ 

entsprechen. 

.Um  dieses  Integral  zu  besÜaunen,  kann  nan  nach  einer  von 
'Lejeune-Dirichlel;  zuerst  angegebenen  Methode,  die  Grenaen 
des  Integrals  erst  erweitern  ^  indem  man  jenen  Auadmck  mit  der 
Grosse: 

multiplicirt,  welche  Grösse  gleich  der  Einheit  ist,  wenn  der  Factor 

il  +  L!  +  —  kleiner  als  die  Einheit  ist,  aber  gleich  Null,  wenn 

dieser  Factor   die   Einheit   übertrifft   (Moigno»   Caicul  int^al, 
pag.  269).    Man  erhalt  folglich: 

WO   die  Integrationen  in  Bezug  auf  x ,  y  und  z  jetzt  vein  -^  oo 
bis  -f~  ^^  ausgedehnt  werden  können. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  kann  nsan  jetzt  statt  des 
vorigen  Integrals  das  folgende,  dessen  reeller  Tbeil  damit  znsamr 
mentällt,  betrachten: 

o 

Um  hier  die  veränderliche  Grösse  r  auch  nur  im  Exponenten  zu 
haben,  kann  man  das  bestimmte  Integral: 


«of  «Ke  G«sMaft  de»  GMdigewioiila  and  der  BbMtcfmiig.      Ul 

[ — rr^   — r-.^^^ . . .. ;  r Vt '' : 

(Moigno,  Galcul  int^al,  j)ag.  309),  benataen,  woraus: 

Snbstitairt  maii  diesen  Wertb  tob  -f,  so  erhalt  man:  U'« 

+• 


v=r) 


—  OD 


oder,   wenn  man  statt  r*  seinen  Werth,  (?  —  x)* .+  {n  —  y)? 
+  (C  - 1)*,  setit:  '         '  '       ■ 


8i„„    «1+,><»)*V^ 


dx.  I  e  dy 


dl. 


Es  ist  aber  jetzt  (Moigno,  Caicul  integral,  »pag.  310): 

u^d  4>cpv|0  findet  man  die  W^rtlm  dpr^^iwrei.. andere«  Ihnlicbm 
Inlt^giiale.. ..  SubßMtuirt  ipan  dwßq-Wicrthe  ^nd,  le^ucirtt .  so  ef^ 
halt  man: 

16* 


tH     MMiNBriidib  fllgehMhclMn  der'Ksrper  und  deren  BlnflMs 

Dieses  Integral  kaivi  Tereinfai^ht  werden,  wenn  man  statt  tfj  dtie 
neue  Variable  ^  einfuhrt;'  ifo  s  =^  ist.  Setzt  man  dann  der 
Kürze  wegen: 


so  wird; 


*  - 

e 


SrVCi 


Der  reelle  Theil  dieses  Ausdrucks  wird  (iann: 

o         O  I         .       . 

Differentiirt  man  hier  in  Bezug  auf  |,  so  erhalt  mpn  die  Com- 
ponente  der  Anziehühg  längs  der  xAxer  ' 

A  =  ^MPJ?  C"^  ^^  r*0O8  (Sy)  gjo  p  dy 

'*  i  1^0+t^)'0+.ri)(«+i;)j  9" 

Es  ist  jetzt: 

r**  cos  (Sy)  sin  y  dy         ;r 

'•   .      J  '  •    'y    •    '     ^-      -T* 

wepn  S  <  1,  und  .  ,        . .     • 

f*cD8  (^  sin  y  dy  ^ 
j  y  "     • 

'wenn  S  >  I  (Hoigüo,  Oaliüoi  iiA:^gral,  pag.  tä9),  tind  (es  «fnd 

MgKch  besdfldeb  tWei  Imie  zu  idnterscbeiden ,  wienn  der  lmge2<^- 

gene  Punkt  ein  innerer  oder  ein  äusserer  Punkt  ist. 

1)  Für  ^en  inneren  angezogenen  Punkt  hat  man: 


*  •       ' 


1 


•  • ' 


4iif  .dp»  Amlzf^  des  (f(0iibgOTrMtta  on^  clor  Qf^fiwg,.       M9 

t    ^     h»     ^    c«    ^   *» 


a«  ^    b»    ^   c 

und  f^M'rf^  auch; 
woraus : 

f^cos  (Sy)  jste  y  ^iy  ^    ^ 
.  y  ,        Ä 

nnii    '    <       '    .       ' 


r  .da 

J  V(i+A)'(i+-)(i+^)- 


I    «> 


;  2)  Für  cinea  liiMereii  ai^gezogeoeQ  PoolU  bat  oian: 

V       v*       C* 

F  +  B^  +  5^  >  *' 

» 

ui^  folglich  S  >  1  Tür  8  :s=  0,  und  bis  auf  fiieii  Werlh  von  s, 
welcher  der  Gleichung: 

^a«  +  g  ^b«  +  8  ^  c«+8        * 

entspricht;  von  da  ab  und  bis  s  =  oo  wird  dag^en  S  <  1«  Be- 
zeiduien  wir  durch  S|  die  einsig^  positiref  Wurzel  dieser  Gleichung, 
so  wird  manr  die  Iiltegratioa  in  B^zog^imf  s  nur  von  s  =  S|  bis 
g  3«:  4tq  aosxuföhren  babw^  und  ^  wM  folglich  tu  diimmFUiet 


k/i*D|p  ds 


Ebfofo  findet  map  die.  swei  andei^p  Gompo^eoteii  ier  An* 
Ziehung: 


C-^ 


t/tPC  r  da 
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wo  die  Integrationen  für  einen  inneren  Punkt  von  o  bis  oo,  für 
einen  äusseren  von  Si  bis  oo  auszudehnen  sind. 

Diese  Integrale  können  auf  elliptische  Integrale  erstä^  und 
dritter  Gattung  nach  den  gewöhnfichen  Reductionsmethodeo  zurück- 
geführt werden. 

•  .  4       9 

«  I     < 

§.  148. 
Die  Anziehung  eines  ElUpsoids  auf  einen  inneren  Punkt  wird 
nicht  verändert,  wenn  auch  die  Axen  in  gleichem  Verhältnisse 
wachsen  oder  abnehmen.  Man  suche  namKch  nach  den  im  von- 
gen  Paragraphen  enljwickelten  Fonneki  die  Componenten  der  Anzie- 
hung eines  Ellipsoids,  dessen  Halbaxen  (1  +  ^)^t  (1  +  ')b»  (1  +  ^ 
sind,  auf  einen  inneren  Punkt  IMe  Abzieihung  lai^  der  xAxe 
wird  dann: 

^y  ^  2^  k/i  Dg  r  ds 

(t+d)«  a»  1  1/fi  -!■       »       Wl  +        •  '  Vi  +       '      V' 

•^o'    ^     ^(l+6)««»^^     ^a+6)«b8'f^     ^.^1+«)««»-^ 

Setzt  man  hier    ^     «^     =  o-,  und  bemerkt,  dass,  wenn  s  =  oo, 

auch  or  =  oo,  und  wenn  s  =  o,  auch  er  =  o  ist,  so  findet  man: 

'  '        '      '     •  .  ■  • 

A/_   2jrk/ADSf  da 

folglich  genau  deosdbeii  Werth,  wie  wenh  die  Axen  des*  BBipsoids 
a,  b,  c  wären. 

Es  geht  hieraus  hervor,,  dass  eine  ellipsoidische  homogene 
Schicht,  welche  durch  zwei  gleichfornäge  EUipsoide  mit  propor- 
tionalen Axen  begrenzt  wird ,  keine  Wirkung  auf  einen  innerhalb 
der  Schicht  gelegenen  Punkt  ausübt. 

Sucht  man  dagegen  die  Anziehung,  d^s  zweiten  Ellipsoides, 
dessen  Halbaxen  (1  +  d)a,  (1 +d)b,  (1  +  d)c  sind,  auf  einen  äusse- 
ren Punkt,  so  findet  man  die  Componente  dieser  Anziehung  längs 
der  xAxe; 


äif  die  6«ieta6idM  -GMobgawichls^  luid  der  Bewegung^      245 

•i 
wo  8  2  die  einzige  reelle  Warzel  derGleidiung: 

ist     Setzt  man  jetzt  ..      ^^  =  <r,  so  wird  der  Grenze  s  ==  oo 

auch  0-  =  oo  entsprechen»  und  zu  s  =  Sj,    er  =  cr^    gehöiaii, 
wo  <r,  die  reelle  Wurzel  der  Gleichung: 

ist»  un^ 

«1  --    (1  +  d)'  "^^  "   (1  +  d)  ♦  ^*  ""  (1  +  d)  • 
Man  erhält  dann: 


A'  =  2;r 


oder  '' 

.A'«(l  +  d>A,      . 

wenn  A  die  Componente  der  Anziehung  eines  EUipsoides»  dessen 
HaibsKen  a,  b  und  c  sind,  auf  einen  Punkt,  dessen  Coordinaten  ^it  7, 
und  C|  sind,  bezeichnet.    Auf  dieselbe  Weise  erhält  man: 

B'  =  (1  +  d)  B,  C  =  (1  +  d)  C. 

Wenn  folglich  sowohl  die  Axen  des  Ellipsoids,  wie  auch  der  Ab- 
stand des  angezogenen  Punktes  vom  Mittelpunkte  in  einem  gewissen 
Verhältnisse  wachsen,  und  die  gerade  Linie,  welche  den  Punkt  mit 
dem  Mittelpunkte  verbindet,  dieselbe  Richtung  gegen  die  Axen  behält, 
so  wachsen  auch  die  Componehten  der  Anziehung  und  folglich  auch 
die  Anziehung  selbst  in  demselben  Verhältnisse. 

§.  144. 
Wenn  das  gegebene  EUipsoid  ein  Umdrehi^ngsellipsoid  ist,  sp 
können  die  elliptischen  Integrale  auf  Kreisfunctionen  oder  auf  loga- 
rithmische  Functionen  reducirt  werden.    Es  sei  die  xAxe  die  Um- 
drehungsaxe  und  folglich  b  :s:  &    Es  wird  alsdann: 


2n 


A 


k/i»Dg  r  ds  .^ 


27rkuD|'  r  .     ds  . 

■  ■      I  I  1*11      I     lltl  ll  tii>«i««  J< 


a^    "  ■  "  — — ^ 


Die  Integration  wird  jetzt  verschieden  auszuführen  seui ,  je  nach- 
dem a  >  b  oddr  a  <  b  idt.     E»  s^  erst  a  >  b.     E^'  wi^d 

aiadaim:-  i  >  -^-        '*  ii  •*  . 

ds        •  •,       l         •      ab« 

=  2a«   V 


/■ 


(H.JL)(l+JL)Vl  +  J^  M.«  -r  b«)  VSMTi 

ab«        ,  /Va*  +  s  +  Va«  —  bA)  L.,h     !. 

(a*— b«)f      °         I  ya»  +  s—  V  a»^—  b*  Ii    . 

Für  einen  inneren  angezogenen  Punkt,  wo  die  Gn^ifw^Hi  dft  l^\(^ 
gration  o  und  oo  sind,  wird  folglich:  r  "  ..  ; 

-    ,♦    ^  .        l       ^    "    »        »    :/a  + Va«  — bA  1       J 

A  =  4.k^  D  b.?  j,-^;z^t  log  nat^,!  ;,._,,  j-  -^rr^ . 

Für  einen  äusseren  angezögdneil  Pdnkt,  ^o  die  Grenzen  der  hte- 
gnitionen  9,  ntiA  tsösiud,  vHwlS'  •       '■■         ■    . '     '         •'   '' 

'  •  .    .    a  •.     /' 

(a«  -  b»)  nn  +  i:{  • 

y^(^  ^i  durch  die  Gleichung  zweiten  Grades: 

S«  17^  +  £*         ^ 

a«  +  8,    ^     b«  +  8^ 

bestimmt  ist. 

Wenn  a  <  b,  so  wird: 

f  da  -  .(      ab'  /  Vb«-a«\ 

ab«       •  }  .  .  . 
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woraus  Tur  eüaen  littnetea  fnyioyoep  Pnaht:  ..      .     .      [     !   ^i 

und  iur  einen  äusseren  aiigezogeipen  Punkt: 

Die  iweT  anderen  C^mponenten  ides  lfmdrebung|sellipseids  jirer- 
den  ttqpcb  die' ^oriiiei :  '   " "  '        -    .  *       *       ,       . 

JB  C  .      27ik^I>r  ^  ds 

-i "  T  ,^  .  »V  j  (1 + j.rKiT^' 

bestinupL^  Es  iit  |e^t,..w^oa  a  >  bt    i  ..    .  •  .  .| 

r       ,       ds  .  .      l  1  '  /Vs+a*+Va>— b"\ 

^         ^   +  Const, 


2a(a«— b»)V«+b»j 

und  es  wird  fblglicb  m  diesem  Falle  für'  eine«^  ihnereii  angezoge- 
nen Punkt: 

.  •  ■  '  .  '    .  '  •  "  .*        ^  .        i 

'JV.       fr,    rr""        |2b*(K»_b>)        '     i 

,     -4.(,.vn* /"',""*.(.- vv^;!' 

una  für  eineo  äusseren  Ponkt: 

n      T     •'•"'*"■  "    |28(t»-b«)(8,+b«) 


-4.(a>-Lfc.ji  »»«  "•'  (vs    ;!.»'- Y;'-b«j  • 
Wenn  a  <  b  ist,  so  wird: 


I j  ■  >-j^3fc=t  sto  2a^  K*    1 ' — "^ — 


-a»)(8+b') 


*  >  •  « 


I  • .      I     ,  / 


Mj^)i  •"  G"-^«  "   v"  s  +  '.0(  ' 


y 
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und  folgiich  iur  einen  imiei^n  angpraog^enen  Punkt: 


.   •  .  2(b«— a«)b»(» 

und  för  einen  äusseren  Punkt: 

B     C"        ,,  ,,  ,^.  i        1  A  Vb^^lPx 

— Bs-ira=4jrkiiUa*b«  {- — ■  arc  I  tanc  «  J  ,  .  ) 

•^  2a(b«— a*>(l)«+8jj- 

Die  beiden  Componenten  B  und  €  können,  weil  --  a=  -«•  ist,  m 

einer  Kraft  zusammßngeaetzt  werden,  welche  längs  der  Senkrecb- 
ten  (alit,  welche  von  dem  angezogenen  Punkte  aür  die  Umdi^e^ 
hungsaxe  gezogen  wird.  Ihre  Grosse  wird,  wenn  man  die  Lange  die- 
ser Senkrechten  mit  S  bezeichnet: 


B  1/  ,    .    V,        B 


B'«  VB»  +  C«  =  -^  Vi?*  +  C*  ^  -  d. 

Es  sei  die  Excentricitat  der  Ellipse  sehr  klein«  Wenn  a  >  b, 

Va*  —  b* 
setze  man  - — g sä  e,  a'  =  b*  (1  4-  e*),  wo  e  eine  sehr 

kleine  Grösse  ist.    Man  findet  dann: 

^  ^   AnVfAÜj  (YiT^  ,^g  ^^4  /Vbni+6M  +  s,  +be\ 
e*       I       2e  VVb*(l  +e«)  +  8,  -  bfcj 

_       by  1  +  6>     l 

B'  s=  ^»k^DJ  (bVi  +6>Vb»(l  +en  +  8, 
«'       j  2(b*+8.) 

VT+e*.  ^  /Vb«(l+e')  +  s,  +be\) 

-  ~te-  '<*«  «^«^  lVb>(l+e>)  +  s!-^beJ|  ' 

WO  für  einen  inneren  Punkt  Sj  =  o,  Pur  einen  Süsseren  Punkt  S| 
durch  die  Gleichung 


auf  die  GMeftae  des  Gleiehgewidito  iisd  der  B^egubg» '     ft4f 


bestimmt  ist  Entwickelt  man  hier  nach  dm  steigenden  Potenzen 
von  e^  ond  vernachlässigf  die  höheren  Potenzen,  so  findet  man: 

oder,  wenn  man  $*  -f  d'  =s  R^  setzt,  wo  R  den  Abstand  des 
angetogenen  Punktes  vom  fllittetpunkte  des  EUip8oi<ib  bezeichnet: 

Entwickelt  man  jetzt  die  obigen  Formeb  der  Anziehung  Mob  den 
stdgeoden  PoteoMi  ^a.  e*  mid  -  venMcUässigt  die  höheren  Po- 
tenzen, so  findet  man: 

1)  Für.  einen    inninren    angezogencin   Pimkt,    wenä   folglich 
8|  =9=  0  ist: 

A  «  JtTfkfk  Dg  (1  —  |c*),  H'  «  ^TT  k^  IM  (1  +  ie^). 

2)  Fär  einen  äusseren  angezogenen  Punkt,   wenn  man  den 
oben  gefondeoeD  Wertb  von  S|  shlwtftuirt: 

A       4   u  T^  •»•Ji,    ,/.    .  3b«      3b»J»\  J 

» 

Es  sei  dagegen  jetzt  a  >  b,  oder  das  Umdrehangsellipsoid 
ein    flact^edrücktes.     Man    setze   dann:    iJ^ljzJt  =  e,  oder 

!)•  =  a»  (1  -f  e«),  und  man  whilti 

^,  _  4nk„M(i  +  e«)  ( 1  ..,  f        _        ae      N 

_  aV««+a,  > 

2(a»(l  +e»)+8.)j' 
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wo  für  einen  inneren  PunM  s^  =?=:  o,  ffir  einen  äusseren  Punkt 
aber  s,  durch  die  Gleichung: 

■ 

bestimmt  ist    Aus  idieser  Gleichung  findet  man  dann,  wenn  man 
die  höheren  Potenzen  von  e^  vernachlässigt: 

'      *         ,U.  .    •.        •X        a*d»e»        w  .       ,          a^*»«« 
.       .  «v=^(|*  +  <^V'^""  t»>4^^'  ^R'-a» 


Entwickelt  man  jet^t  ;dif  obigen  Formeln  der  Anziehung  nach 
den  steigenden  Potenzen  'von  e^  und  vernachlässigt  die  höho^n 
Pitteitoi»  so  findet'  maik:  .  i 

*  1  1)   Für   einen   inn^na   angezogenen  Punkte  wtfnii   folglidh 
S|  s=  o  ist: 
!         .    A«tÄfcj»»j?(l  +  |e»),    »^  ^  tnkfj>d ii  ^  i^^%     : 

2)  Für  einen  äusseren  angezogenen  Punkt  wird:      -    > 


B 


«•«>(.    .   y.        6a«    .   3a»<J*' 


§.  t4^. 
Wir  werden  jetzt  die.  Anziehung  der  Erde  auf  einen  äusseren 

Punkt  suchen,  wenn  auf  ihre  UnMirehungibewegung  Riieksicht  ge- 

liommen  wird. 

Die  Form  der  Erde  ist  theflweise  durch  Messungen  bestimmt, 

welche  gezeigt  haben »  dass  sie  annäh^ungsweise  als  eilt 'fMchge^ 

drücktes  Umdrehungsellipsoid  angesehen  werden  kann,  dessen  Um«- 

drehungsaxe  a  gleich  20260000  n.  Fuss,  und  dessen  Aequatoraxe 

ß  gleich  20330000  n.  Fusi»  ist    Es  wird  foigltcb  die  Excentzicifiit: 

I' ' 

8  _  Yß^—a*  _  Q  Qg2^    Wenp  hier  vqn  der  Form  der  Erde  ge- 

sprochen  wird,  ist  dadurch  die  Form  der  Heeresoberfläche  zu  ver- 
stehen, und  diese  durch  NiveOining  toter  der  erhöheten  Landmasse 
fortgesetzt  zu  denken,    i      .        *.  i 
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VoD  der  innereo  Sttactur  der  ISrde^  die  äusserste  Schicht  aus- 
geoommeD,  kennen  wir  nichts ,  ausser  äass  die  Dichtigkeit  im  In- 
nerii  vietgoMiel*  ifrie  auf ^der  ObelDflaohd  sein  miss,-  ia4eqiNdiB 
mittlere  Dichtigifeif  der  Erde  <|oppelt  ^o  gröas  gefunden  ist,  wie 
die  der  auf  der  Oberflache  ani  häufigsten  vorkommenden  Minera- 
lien. Die  natürlichste  Yprausset^iing  iibef  iKe  inner/9  Structur  der 
Erde  scheint  die  zu  sein,  dass  sie  aus  Schichten  verschiedener 
DiefatigkeH'  kesteht,  welche  durch  •oonceatribobe:UiDdreiMiig8eli|y- 
wide  vc^sdttädeiier»  aber  inner  sehr  kleiner  ExeeatfioitiH:-he^ 
]||vansi''Wird/  .•lu: 

Gm  die:  Amiebung  emea  seichen  EDipsöids  rza  ifindeni,  aoehfli 
wir  isMt  4te  eider  nnendlich  dimaen  B^hicfat^  delren  Urndtahaägsate 
gleich  a,  Dicke  gleitefa  da«  fixointrfeiUK  iglercfa  e  und /Djehliglait 
gleidi  D  ist.  Die  CempoDcnfen' dieser  Anziehung  ifaidetinian,  wenn 
man  die  am  finde  kids  vorigen  /ParagrapiMa  gegebenen'  Soniadh 
ai  fieztag  auf  a  ^tffbrtiitirt^  und  D  und  e  als  eonabnfe  GröeaHi 
MsiehL    Jttaq  erhält  dann: 

inkuDSl.  /.  3a«        15a*rf»\      / 

dA  =  ^-gH)3a* +(8a» -gr  + -ilpr)  «*|  dfc,  ... 

Megrirt  hmn  jefa^t  wieder  -in  Bezug  aerf  a  zwischen  den  Gr^ietfi 
a  s==  0  und  a  =  oo,  und  zwar  so,  dass  jetzt  D  und  e  ahf'iiMlieMh 
^et  a  ai^esehen  werden,  so  findet  maa  dieCompon^nleaderAA- 
ziehmig  der  Erde  pardlei  mit  der  iJmdrebnngsaxe  und  senkrecht 
lauf  derseibeil:  •    . 

A-.'^fD58..+(u.-^+.!^)..ja.. 


.1 


^,       iy^iASr^^i  /^  6a*       15a*d!*\    ), 


oder/  wenn  mui  der  Sfkne  -wegen] 


t . 


252      Meohanwohe  Bigensohaften  der  Kdrper  und  der«n  Binflass 
J  DaHl  +  e«)da  =jl)b«da  -P,  j^Töa^e'da  =  S 

Mtzt^  WO  S  eine  sehr  kleine  <Sr$s^  derMben  Ordnong .  "ww  «^  »t: 

"  -      R'     I  ■       V,R»       *•    R*  yA- 

• 

Wirde  mon  das  Gcaetz  kennen,  tronacb  die  Dichtigkeit  und  Excel»- 
tiieitat  Biok  nit  a  ändern»  so  könnte  :inaii  die  Integrale  P  und  S  bestiiiir 
men,  und  hierdurch  die  ganze  Anziehung  der  Erde.  In  BnnengeloBf 
dessen  Jcarin  man  auf  folgende  Weise  Jndirect«  wenn  die  Grösse 
der  AniiebuDg  auf  einer  Stelle  der  Erde  gegeben  iat,  bienua  u^ 
bibeningsweiae  die  Wertbe  der  bitegrale.  beaCiituneo, 

*  Es  sei  auerst  der  angeMgaie  Paakt.  iatil  det  ObeüOiebe  dar 
Erde  und  ^  deasen  geographische  Breite^  d<  b.  der  Winkel«  welr 
eben  die  Normale  in  diesem  Puakte  mit  dem  Aequator  bildet   Mas 

hat  alsdann,  wenn  «  =  V/^*  —  «*  die  Excentricitat  der  Oberfliche 

a 

der  Erde  bezeichnet: 


o  sin  y  «(1  +  t*)  cos  y  aVi  4»  (2€»+g*)co8*y 

^*^  V^l  +  a*cos*  y'    "^Vl  +  t^cos^^*  Vj|+t*cos»y 

oder^.weno  man  nach  den  Potenzen  vf^n  «'  entwickelt  und  die 
böheren  Potenzen  vernachlässigt:  .. 

I  »cDi  tia  y  (1  — is*  cos»  y),  <f  «  a  coi  9  (l  +  «*  H  ^i  co».«^^)), 

R«a(l  +i«»coB»y), 

Substituirt  man  dann  diese  Wertbe  und  vernachlässigt  die. mit. af 
vergleichbaren  kleinen  Grössen  e^S,  so  findet  man: 

A  -  ^^^5^)  (P  -  S)  +'  CO,.  ,  US  -  2..P)  f, 

B»  ;=  :^e§2ÜPJ  ^p  .{.  jtp^^aS)  +  C06*  f.  (|S  —  '2««?)  j. 

Durch  die  tägliche  Umdrehangsbewegudg  der  £rde  .vir4  «Joe 
auf  der  Umdrehungsaxe  senkredite  Ceotrifugalkraft  herrorgerufeo, 


auf  die  AeseUe  deg  Gteicbgewkhls  und  der  Bewegung.       256 
deren  Grösse  nach  §.  86  gleich  ^^  wenn  v  die  Geschwindigkeit 


1  I 

des  angezogenen  Punktes  bezeichnet.  Nimmt  man  als  Zeiteinheit 
die.  SikuDde<  Mittelzeit  an,  so  ist ,  .weil  in  einem  Steroentag 
86164;o9  Sefandeo  Mittelaeit  enthalten  sind: 


wem  man  der  Kiiree  w^n  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  gleich 
w  setzt.    Die  Centrirugalkraft  wird  folglich  gleich:. 

E  * 

Die  Componente  B'  der  Anziehung  senkrecht  auf  der  Axc .  wjr4 
um  diese  Centrifugalkrafl  vermindert,  und  folglich  gleich:  B'—  iM4a^i. 
Die  Resultante  dieser  Knift  und  der  Componente  A  wird  dann  die 
Schwere  des  angezogenen  Punktes  sein,  und  dei;,  Winkel  '«l',  wel- 
chen ihre  Richtung  mit  dem  Aequator  bildet,  wird  durch  die 
Gleiehtttig:*i  . 

bestimmt  Die  Richtung  der  Schwere  muss  aber ,  wie  wir  in  einem 
der  folgenden  Capitel  über  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  der 
tropfbarflössigen  Körper  sehen  werden,  auf  der  Meeresobf^rPicjhe 
senkrecht  sein,  und  folglich  V^  ==  9),  oder: 

A  B^  ~  /U4tf^<y  A  . 

taug  9p  —   B'  — fKö»J  '        coa  9        "=  sin  9  • 

Substituirt  man  hier  die  oben  gefundenen  Werthe  von  A,  B'^  und 
'imt^d^  so  erhall  BMindie  Bedingun^leicbang: 

i^j(P-S)  +  co.*9,(|S-2.«P)j 

-  ^|(P  +  «'P  -  25)  +  «»»*  y-a^  -  2*»p){ 

—  fUtf*tt|  1  +  «%  (i  —  4  cos^  ipyky       ->  .1 


254      Ifecbanische  Eigensehaflen  der  R^per  Und  -deren  BiDSuss 
und  hieraus  dqrch  Reduction: 

••  .  •      •  .  ■■>■  ■■  4 

a>«a|l  +  €«  (1  —  ico8«fl))|  =  l5*  (gip  _  S). 


Da  diese-  Gteiehnng  (ur  «He  Werthe  von  9  sbift6n4ai  MI ,  00 
muss  oi*a  eine  mit  c*  ivargleichbare  kleiiie  Grösse 'Seib;' imdi   >    ' 

^«  -  ^  jC^*P  -  S). 


Die  Grösse  der  Kesultantö/  oder  die  Schträre  p  des  anf^o^ 

genen  Punktes  findet  man  ferner:  ' 

...  ^ 


idder»  wton  man  den  Werlh  von  A  isnbstitttirt : 

p  =p  ^^  JCP-  S)  +  C08«  y  ifS  -,i««P)j  ^ 


sin  9' 


'  1 1 1 )•  I 


•  '     •' •■■■'•     «»?.  •  «*  .  .,.••  ,     • 

Substituirt  man  hier  lA  Ictrten  Gliede  die  Gleichung: 

'se  ^rb8lt  man:  .  -    . 

p  =   *^(P  +  |S  -  26»P)  +  /*(t««««-i6V.i^  ,i„»^. 

D^  di^  lllasse  /tt  gleich  ^  ist  (§.  6),  wenn  man , durch  g^»  die  Ge- 
schwindigkeit bezeicfaBet,  weicbe  ein  Körper  «ii»  ftefln  Falte*  und 
im  luftleeren  Baume  nach  einer  Sekunde  (fittelaait  erlangt  bat, 
so  wird: 

Setzt  man  sp  =  O9  so  crbak  man  aal  A^^aator: 


uf  dia  Gtsdtie  des  GMohgtwieUs  und  der  Bdweguiig;      2S5 

6o=^(p  +  is-2.*p),  ; 

und  hieraus:     .  ld  ^^ 

^  =  8.  -  ^  (IS  -  2*«P). 

Substituirt  mau  diese  Grössen  in  der  obigen  Gleiobung,  und  rer«^ 
nachlassigt  die  mit  c^  vergleichbaren  Grössen  s*S  und  «^P,  so  er- 
halt man: 

gy  =  go  +  (f««a  —  4«*go)  Bin»  9. 

Da  10'a^itte  mit  «*  vergleichbare  Grösse  ist»,  so  kann  man  auch 
statt  iii*a  die  davon  nur  um  eine  mit  s^  vergleichbare  kleine  Grösse 
verschiedene  Grösse  ia*ß  =  w*«  (1  +  i«*)  setsen»  wo  ia*ß  die  Cen- 

trifugalkraft  am  Aequator  bezeichnet.  Bezeichnet  man  dureh  us=3  -^^ 

das  Verhaltniss  zwischen  der  Centrifogalkrafk  und  der  Schwere  am 
Aequator,  so  erhält  man: 

89»  «  80    |l  +  (ftt  —  i«*)  8«n«  9)|  . 

Diese  Formel  der  Schwere  auf  der  Oberfläche  der  Erde  ist  zuerst 

von  La  place  in  seiner  M6canique  Celeste  auf  eine  sehr  weitläufige 

Weise  entwickelt  worden. 

Durch  Peodelbeobachtungen  auf  vielen  verschiedenen  Punkten 

der  Erdoberfläche   sind  als  die  wahrscheinlichen  Werthe  von  g^ 

und  (fu  —  |fi')  gefunden: 

g«,  »  31,i74M  n.  Fqbb,  |a  —  i«<  »  0,0051757. 

Subititnirt  man  diese  ZaUenwerthe  und  setzt  dann  zug^cb 
sin'  9»=si  —  icos29>,  so  erhält  man: 

g^  »  31,»8M  (1  —  0^:0025911  C09  2q>)  t,  Fa»8, 

welche  Formel  die  im  §.  6  gegebene  ist  Da  die  Aequatoraxe  der 
Erde  durch  Messungen  gleich  203StO00O  n«  Fu^s  gefunden  ist,  so 
erhalt  man: 

O  ="  T      =      iaaiaä^x»    •    o     =  0,00347, 
go  (86164,00)«        go  .        ' 

und  folglieh  |u  =  0,00867.     Oben  ist  aber  gegeben  die  durcb 

Ubrbacb  der  M«€lia«ilc.  17 


28S      Meehanhdie  BigenaebaOta-dttr  K^er  und  derao  BSoAws 

PendelbeobachtUDgen  i^estimmte  Zahl:  |«  —  ^'  =  0,00518,  und 
man  findet  folglich  hieraus: 

i€*  =  0^00349,  €  =  0,083, 
welcher  Werth  sehr  wenig  von  dem  durch  Messungen  gefundenen 
Werthe  «.«  0,088  abweicht 

§.  146. 
Aus  dea  Gleichungen: 

Bildet  nian; 


47rk 


1+i«*  +|a, 


S-ÄI..-.1. 


Diese  Wertbe,  in  den  oben  entwickeltei>  Gleichungen  der  Anzie-; 
hung  der  Erde  auf  irgend  einen  äusseren  Punkt  substituirt»  geben  j 

.A_i«^j.+  fi..+,._,..-.>(;:-^^)]j, 

Bekäicfanet  man  dufcch  b  die  iKhe  des  aiigesogenen  Puilktes  ober 
der  Meeresoberfläche,  und  wie  vorher  durch  9  die  gedgraphische 
Breite  des  entsprechenden  Punktes  dieiser  OberflSobe,  m  wird: 

J  =  tt  sin  'y  (1  — 4*'  ^^^^  y)  +  1*  sin  9,  * 

ff  :^  «  cofl  jp  ^1  +  €*  (1  —  |cob"  y))  +  h  CO«  y;- ' ' 

R  =  a  +  b  +1««  coB«  y  .  -^  (a  +  2h  cos«  ^). 

Ist  die  Höhe  h  sehr  klein  in  Bezug  auf  den  Hiilbmesser  der  Erde 
9$  Äo  wird:  .      .;      '      ;»;.  . 
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$  »  (a  4.  b)  tio  y  (1  —  if  *  COß*  y), 

d  ssz  (a  +  h)  coB  9)  1 1  +  «*  (1  —  fcofl*  y)j, 

R  «  (tt  +  h)  (1  +  |fit  CO8«  y). 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  findet  man: 

A  ^  ^go  Bin  y  .  (—^    i  —  2««  C08«y| 
jl  +[!«»  +  40  —  (<»*  -  n)  (t  —  jfo0s«y)l| 

B'  =  /*go  COB  y.   -  Ih)«  r  +  «'  (1  —  2  coß«y) 
jl  +  [i«*  +  fu  —  U*  -  u)  f2  —  4coß«  ^)1  j 


I  «• 


» .  • 


Die  auf  den  angezogenen  Punkt  wirkende  Centrirugaikran;  ist: 

l$fa*d  ^.^ftb)^  («  -t  b)^  COB  ip  SS  fUt>*a  COB  €p  a  ^l|g^  COB.y, 

Werl  man  die  mit  i?*  vergleichbare  Meine  Grösse  fiw^  .  — '  vemach- 

^  ann.  Um  diese  Grösse  wu'd  die  Componente  der  Anzie- 
hung senkrecht  auf  die  Axe  vermindert,  und  man .  erhalt : 

B'  T-  fm^d  =  ^o  cÖBip  \-j;;^^^  +  (f »  -  4«*)  •ia'ipj  .     ... 

Bier«ii6  findet  man:' 

Ä 

d.  fa.  die  Bicbtaqg  df r .  3chwera  ist  dieselbe  in  d^r  Höbe  h.  über 
dar  Ober iÜcba 'der  Er4e«'  wie  aenkreobt  darunter mU)  dieiMr  Qber^ 
fliehe« seilMt*   ;£s  ^ird.ferfiwr  die  Ide^ultiaAe :    d   .     i    :  .^ .  . 


h'  -  uu^^i  '  -"  ^«°8  V' 


258     MeohMiMfae  BigelMohftfttai  der  Körper  und  def en  Ekiflnsi 

p  =  I^A«  +  (B'  — ^w«J)« 

Bezeichnet  man  durch  g^^^  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper 
an  diesem  Punkte  im  freien  Falle  im  luftleeren  Rpume  nach  einer 
Secunde  Mittelzeit  erlangen  wird,  so  erhält  man  p  =s  fig   ^  ,  und : 

'"89  •  iß  +  h)* » 

d.  h.  die  Schwerkraft  ist  jn  einer  mit  Rücksicht  auf  den  Halbmes- 
ser der  Erde  kleinen  Höhe  über  der  Meeresoberfläche  umgekehrt 
proportional  mit  dem  Abstand  vom  Mittelpunkte  der  Erde. 

Wir  haben  bisher  die  Anziehung  des  über  die  Meeresoberfläche 
erhöheteii  Continents  vernachlässigt  Es  sei  (Fig.  53)  AH'B  die 
Oberfläche  des  Continents,  DAMBE  die  Meeresoberfläche  und  ihre 
Erweiterung  unter  die  des  Continents.  Es  sei  H'  der  angezogene 
Punkt  9  M'M  normal  zur  Erweiterung  der  Meßresoberfläche  und 
gleich  h;  es  sei  femer  die  Oberfläche  des  Continents  in  der  Nähe 
von  M'  annäherungsweise  auf  MM'  senkrecht.  Die  Grösse  der 
Schwere  im  Punkte  MS  wenn  der  Continent  AM'B  keine  Anziehung 

Übt,  ist  vorher  gefunden  gleich  gg) .  .   >    .    ,  wenn  gtp  dife  Grösse 

der  Schwere  im  Punkte  M  bezeichnet  Man  braucht  jetit  nur  zu 
dieser  Grösse  die  Anziehung  des  Continentes  AM'B,  deren  Rich- 
tung, wie  wir  sehen  werden,  mit  MM'  zusammenrältt,  zu  addiren. 
\Sm  diese  letzte  Anziehung  zu  finden,  bezeichne  man  dorcli 
D'  die  Dichtigkeit  der  ab  homogen  anzusehenden  Masse  des  Con- 
tinents, und  durch  y  ^nd  z  die  Coordinaten  eines  Punkfes  P  die^ 
ser  Masse  von  M'  ab  gerechnet,  parallel  mit  MM'  und  senkrecht 
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auf  derselben.  Man  constraire  jetzt  um  MM'  als  Äxe  zwei  Cylin- 
derflächen,  deren  Halbmesser  respective  y  und  y  -f  ^'y  ^>°<li  ^^^ 
tiMÜe  die  zwischen  ihnen  geiegene  elementare  Cyliikderschicht  diudi 
horizontale  Ebenen  in  elementare  Ringe.  Die  Masse  des  den  Punkt 
K  einschliessenden  elementaren  Ringes  wird  dm  ==  2;r  D'  y  dy  dz. 
Der  Abstand  jedes  Punktes  dieses  Ringes  von  H'  ist  gleich 
PM"  «=:  l^y»  +  z%  und  die  mit  MM'  parallel  Resultante  der  An- 
ziehung des  Ringes  auf  M'  wird  folglich  (§.  136): 

km.5=?dm=^iM:i*^yi* 

■"         -   (y  +  z*)* 

Weil  Alles  um  MM'  symmetrisch  ist,  wird  die  Richtung  der  An- 
ziehung jedes  elementaren  Ringes  auf  M'  längs  MM'  fallen,  und 
fblglicfa  gleich  dieser  Coroponente« '  Diese  elementare  Anziehung 
moas  jetzt  in  Resug  auf  y  und  z  integrirt  und  die  Integra« 
tien  auf  aHe  Punkte  des  anziehenden  Continents  ausgedehnt  wer* 
den.  Begrenzt  man  zuerst  diesen  Continent  durch  eine  mit 
einem  Halbmesser  c  um  MM'  construirte  Gylinderoberfläche ,  so 
kann  man  hier  die  Höhe  h  des  Continentes  als  constant  betrach- 
ten,  und  folglich  in  Bezug  auf  y  v6n  y  =tt  o  bis  y  »»  c,  und  in 
Bezug  auf  z  von  z  =  o  bis  z  =  h  integriren.  Man  erhalt  dann 
die  Anziehung  gleich: 

o  o  o 

«  2nVfil>'  (c  +  h  —  Vc«  +  hO- 

Ist  h  sehr  klein  in  Bezug  auf  c,  'was  bei  grösseren  Continenten 
immer  der  Fall  ist,  so  wird  dieser  Ausdruck  gleich: 

2;rk/iD'  (h  —  2^)  «  2;rk^D'h. 

■ 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  c,  wenn  nur  c  sehr  gross  in 
Bezug  auf  h  ist,  und  er  kann  folglich  als  die  ganze  Anziehung  des 
Continents  betrachtet  werden»    Dieser  Ausdruck,  mit  der  Masse 


1160     MeobaiMMhe  BigeösehtllM'iler  Kdrper  und  deren  BdAms 

(A  des  angezogenen  Punktes  dividirt  und  zu  *gy  .      '     , .  ^  addirt» 

giebt  daDD  die  Groise  der  Schwere  g9,h  in  Punide  \W,  ubd  dmIi 
findet  diese  gleicb: 

Der  Goefficient  k  kann,  weAR  cfie  Masse  der  Ei^^e  o^er  d^$Kn 
mittlere  Dichtigkeit  gegeben  ist,  auf  folgende  Weise  geftüden  Wer* 
den.   Es  ist  die  Masse' ekies  Ellipsoids,  dessen  Dichtigkeit  gidch  D, 

Halbaxen  gleich  a  und  b  nnd  Excentricität  ^^*  ""  **  =  e  ist: 

M  —  fjrDa»  (1  +  c»). 

Differentiirt  mah.  hier  in  Bezug  Auf  a,  so  data  man  D  und  e 
9^  constante  Grössen  betrachten  kann,  und  integrirt  dann  wieder 
zwischen  den  Cremen  8^=0  und  a  ss  a,  indem  man  dann  D  uod 
e  als  Functionen  von  a  be^aciitet,  so  findet  man  die  Misse. der 
Erde  gleich: 

M  ^  4«pa2^  (1  ^  e^)  da  «)  4;r  P. 
3.ub8tituirt  man  hier  den.Werth  von  P»  so  findet  mati: 

und  hieraus: 

Bezeichnet  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  durch  D",  öder 
setzt  man  M  =  |7rD"a»  (1  +  e^),  so  erhält  man: 

'^«      *  1  —  i«»  +  in 


Subslituirt  man  diesen  Werth  von  k,   und  vernachlässigt  die  mit 

h  h 

«*   vergleichbaren   kleinen   Grössen   «*  .  —  und   u  .  — »  so   er-: 

hält  map:  '^ 


Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde .  ist  5,44  Mal  grösser  als 
die  Dichtigkeit  des  Waasers,  'Und  foIglic|i  ungeOihr  gleich  der  dop- 
pelten Dichtigkeit  der  auf  der  Erdoberflache  am  häuGgsten  vor- 

kommenden  Mineralien  gefunden.     Setzt  man  demnach  ^  =  j-, 
so  wird: 


) 


=     g^    .  (J^t^ 

^^      (Ja  -l-'ti)^ 


4  h*  die  ^nwbttilg  dt»  über  d»  MseresioberQiiche  enporragtadesl 
auagedejknten  Landstrichs  bewirkt  t  4ass  4ie  Schwere  so  abnimmt« 
ab  wäre  d^  Halb«iesaer  4er  Erde  |Mal  so  ffom,  als  ^  in  der 
Wiridiobkeit  iat 

Wir  haben  bisher  nmr  die  Artziehurig  fi)r  de«  Fall  Mtaeblet« 
data  der  cwie  der  alaieheMien  Körper  «k:  ein  miMrieUer  Punkt 
angescben '  werden  ktona.  Es  'saien  jetst  ab€»r  beide  -der  aqC  einen- 
d*  wirkfttadei»  Missan  als  ausgedehnt  zu  betrachten.  :  Bezeichnet 
ntti  daiin  durch  x»  yi  z  die;  Coordinateft  eifies  beKebigau  Punktes 
dea^irsteh  KSrplara,  durch  x^:y\  z/  die  diteb  boNebigea  Punktes 
dei'  zweitMi  Körpers»  m  braucht  man  nur  in  §•  136  statt  g^  17,  C 
x't  7^  z'  uad  fitatt  ^U'  dm'  zu  sbtaen.  MaA  ecbitt  dann-  die.Com^ 
poneBten  4er  Aniiehuiig  zwischeb  dei  2irei  reapiecti¥e'den.'Punktai 
(k,  7«  ?)  und  (x'»  y,  E^)  entapreebendea  .Maas^nel^menten  dm 
ottd  di»^/  gfeich:    <  * 

Je  .  —    -_  dm' .  dm',  k  .  i i  dqi' .  dm.  k  . dm'  .  dm. 


•     -1 
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ARe  diese  elementaren  Aniiehongskrafte ,  zum  Anfangspunkt  der 
G>ordinaten  hingeführt,  bilden  die  drei  Gomponenten  der  Reaul- 
tante: 

X«  kjji^dm'.dm, 
Y«  kjril=Jdin',dni, 

""  *  dm' .  dm, 


-f/=^ 


und  die  drei  Kräftepaare: 

L « k  rrii=i!y  dm' .  dm, 

M  «  kffi^irii!?  dm' .  dm, 
N  =  kJJfcJ^  dm' .  dm. 

Die  Integrationen  sind  hier  auf  alle  Elemente  der  Körper  auszu- 
dehnen. Nur  insofern  LX  -f  MY  -f«  NZ  =  o  ist,  wird  one 
Resultante  stattfinden;  sonst  aber  werden  die  Körper  zugleich 
sich  einander  zu  nähern  und  zu  drehen  streben.  Die  Ausführung 
jener  Integrale  ist  gewöhnlich  sehr  schwierig,  und  wir  werden 
daher  hier  nur  den  einfachsten  Fall  näher  betrachten,  wenn  beide 
einander  anziehenden  Körper  kugelförmig  sind  und  entweder  homo- 
gen oder  aus  homogenen  concentrischen  Schichten  bestehend« 

Es  sei  M  die  Hasse  der  einen  Kugel,  G  deren  Mittelpunkt» 
M'  die  Masse  der  zweiten  Kugel  und  C  deren  Hittelpunkt  Die 
Anziehung  der  Kugel  M  auf  einen  beliebigen  Punkt  O'  der  Kugel 
M'  wird  dann  dieselbe  sein,  ds  wäre  die  ganze  Masse  M  im  Hit- 
tdpunkte  G  Tereinigt.  Diese  Anziehung  der  in  G  vereinigten  Hasse 
M  auf  alle  Elemente  O'  der  Kugel  H'  ist  femer  gleich  und  entge«- 
gengesetzt  der  Anziehung  all^  dieser  Punkte  oder  der  Kugel  H' 
auf  C,  und  diese  Anziehung  ist  wiederum  dieselbe,  ab  wäre  die 
Masse  M'  im  Mittelpunkte  C'  vereinigt.  Die  gegenseitige  Anziehung 
der  beiden  Kugeln  wird  folglich  genau  dieselbe,  als  wären  beide 


wif  die  GtMi»  des  Gleiefasewiohto  und  der  Bewctgnog.  261 
Massea  m  den  respectiven  MittelponkteD  vereinigt,  und  folg^ch  gleich : 
-|^9  wenn  R  den  Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  bezeichnet. 

Man  hat  mittekt  der  TorsionsbakoM^  die  Grosse  der  Anziehung 
zweier  Kugeln»  deren  Massen  und  Abstand  yon  einander  bekannt 
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waren,  beobachtet,  und  hieraus  k  s=s  j^  gefunden»   wenn  das 

norwegische  Pfand  und  der  norwegische  Fuss  als  Einheiten 
nommen  werden. 
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•     §.'  14ß. 

Tufel 

der  bei  den  verschiedenen  Körpern  statlGndenden  Gewichte  einer 


• 
0 

Cvbikeinfaöit.!  ^        i 

.  :.              ■•    > 

^er  _    .  ■  - 

ßpecifisches 
Gewichr. 

IUI'     11  "^'  1'      M  ■  11! 

Gewicht    eines  norw. 

Gewicht  eines  norw. 

3er  Körper. 

.!    42ubikfiissOf  i«   . 
norw.  Pfunden. 

CHbiWolls  Hl 
norw.  Pfunden. 

Holzarten. 

Eiche  (alt) 

Un 

72,54 

0,0420 

Tanoe  (trocken)) 
Fichte  (trocken) ) 

0,555 

34,41 

0,0199 

HetiUe. 

Eisen,  gegossen 

7,207 

446,83 

0,2206 

geschmiedet 

7,788 

452,86 

0,2794 

gewallt 

7,800 

471,20 

0,2727 

Gnssstahi 

7,910 

400,98 

0,2842 

Eisendraht 

7,831 

473,11 

0,2738 

Blei,  gegossen 

11,380 

706,12 

0,4086 

Zinn,  gegossen 

7,aoi 

452,04 

0,2616 

Kupfer,  gegossen 

8,807 

551,61 

0,3192 

Gold,  gegossen 

19,258 

1194,00 

0,6909 

gemänst 

19,325 

1198,15 

0,6934 

Silber,  gegossen 

10,105 

626,51 

0,3625 

gemOnzt 

10,448 

647,78 

0,0749 

Platin,  gemünzt 

22,100 

1370,20 

0,7929 

aasgezogen 

19,«7 

1194^5 

0,6013 

Quecksilber 

13,508 

843,M 

0,4879 

Minerallen. 

Basalt 

3,310 

205,M 

0,1187 

Granit 

3,063 

189,», 

0,1098 

Marmor 

2,837 

175^ 

0,1016 

Sandstein 

2,700 

lfi7,« 

0,0969 

Flintglas,  v.  Frauenhofer 

3,779 

234^ 

0,1356 

französisches 

3,179 

197,,, 

0,1140 

englisches 

3,442 

213,40 

0,1234 

Flftssigkeiten. 

Destillirtes  Wasser 

1,000 

62,M 

0,0359 

Schwefelsäure 

(concentrirte  engl.) 

1,850 

114,70 

0,0664 

Salpetersäure 

(concentrirte) 

1,522 

94,3« 

0,0546 

Heerwasser 

1,040 

64,48 

0,0373 

Alcohol,  absoluter 

0,792 

49.,o 

0,0284 

Milch 

1,031 

63,92 

0,0370 

auf  die  Gewtia  .des  Gtoiol^wiehls  .uod  dflrttowegaDg.       26S 


cap.  ni. 

*  «  •   »  ... 

a)  Widerstand  der  KOrper  gegen  Zerreiftsen  und  ZerdrOcken. 


i. 


Betnebfeff  wir  eineii  Körper»  von  t^iptoalleloi;  «beten  midi 
a«f  der  ihre  Schwerpunkte  vereiragendeik  lAxe  ßenkrecbtM  Bnd^ 
fläohe  b<^enzl;  dessen  Seitenflieiie  do  gerok-dtt  iit,  'dasd  d^r  Sch^AFer- 
puttkt  jedes. BMt  dieeen  Endflächen  |)aBallefen  Qtterichüittes  in  .leBe- 
selbe  Axe  Fattt.  Es  wirksn.  senkreobt  ahf  jeder'  der  beiden  Endr 
flächen  gleichmässig  vertheilte  Kräfte,  deren  ResdtaftUn  :  ftj^lfeb 
längs  dtff  Ale  fällen  werden,  uhd.  einander,  das  Gleiehgdwicht 
balteö.  Dehken  wir  nns:  den  Körper  ab'ASs  mit  4enMEndläohai 
parallelen  Schichten  von  Molekülen  beat^nd»  so  w^den 'diesb 
durch  die  äueseron  Kräfte  parallel  genähert  oder  >von  »eioandet«  ent- 
fernt werden.  Die  hierdurch  zwischen  je  zwei  Schiebten  yöo  Ikw 
lekülen  entwickelten  Molek^ülarkräfte  vyerden  dann  in  jeder  Schicht 
immer  eine  längs  der  Axe  wirkende  Resultante  haben.  Be- 
zeichnen wir  diese  durch  R,  die  ursprüngliche  Entfernung'  die j: 
Schichten  durch  r^,  die  jetzige  durch  r,  so  wird  nach  §.  132  R 
eine  Function  von  r  sein,  welche  innerhalb  einer  gewissen  Grenze, 
der  Ebsticitätsgrenze,  tiur  mit  r  —  i*^ 'V^rsdhWindet;  Das  Verhäff- 
niss,  welches  zwischen  der  Aenderud^  Von  R  und  der'  entsprechen^ 
den  von  r  besteht»  oder  (fie  dertvirte  Function  drR,  wird  die  Stei- 
figkeit des  Körpers  genannt.  Wennl*  nur  sehr  wenig  von  dem 
ursprünglichen  tVerth'  r^  verschieden  ist,  kann  man  diese  Steifigkert 
als  oons4ant  afniehenv  und  die  Errahnihg>  -  hat  geseigV,  tdass  «fie 
Aepd^ruQgeasd^r.  Steifigkjeit  iai^b#  ^d<^  E^sMcität^gcenze  Aef 
Körpers  immer  nur  sehr  klein  sind.  Seta^t.  man  folgtichi  innerhalb 
dieser  Grenzen:  drR  =  a,  so  wird  R  p=3  a  (r  —  r«),  oder  die  mit 
der  Axe    parallele  Resultanti   der    zwischen    zwei    auf   einander 
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folgenden  Schichten  wiiienden  -Molekölarkiifte  wird,  wenn  die 
Elasticitätsgrenze  nicht  überschritten  ist,  annäherungsweise  der  Ver- 
änderung des  Abstandes  dieser  Schichten  proportional  augenommen 
werden  können.  Diese  Folgerung  wird  auch  noch  gelten,  wenn 
man  angenommen  fiatte,  der  Wirkungskreis  der  Molekülarkraile 
d^ne  sich  auf  mehrere  auf  einander  folgende  Schichten  aus. 

Wenn  die  Anzahl  der  in  jeder  Schicht  befindlichen  Molekülen 
sehr  g^ross  ist,  und  der  Flacheninhait  der  Schicht  innerhalb  des 
Wirkungskreises  der  Moiekularkräfte  sich  nicht  merklieh  ändert,  so 
wird  die  Molekularkraft  R  auch  diesem  Flächeninhalte  proportional 
seh.  Bexeichnet  man  den  Flächeninhalt  eines  mit  beiden  EndOicheo 
pardielen  Querschnittes  des  g^benen  Körpers  durch  n»,  so  wird 
folgiich:  R  =  a«  (r  —  r^). 

Es  sei  1  die  ursprüngliche  Lange  der  Axe,  1  4*  AI  die  jetzige, 
P  und  —  P  die  Resultanten  der  auf  die  beiden  Endflächen  wirken- 
den Kräfte,  so  wird  alsdann: 

P  s  aftf(r  —  r.)  «  aVCr'  —  ToO  «  a"w"(r"  —  r^»")  u.  s.  w„ 

und  folglich: 

:S(r_r.)-Al=Pj(i). 

und: 

1)  P .         ^« 


S 


\aw) 


Wenn  der  Körper  homogen  ist,  und  folglich  a  b  a'  a  a"  &»  . . ., 
r^  =  tJ  =  r^"  SÄ  . . , .,  so  wird 

^aoi        a         w 

Bezeichnet  man  durch  x  die  Entfernung  des  Querschnittes  w  tod 

j_ 

der  einen  Endfläche,  so  kann  man  den  letzten  Ausdruck  mit  — 

multipliciren,  und  statt  des  Summationszeichens  das  Integralzeichen 
setzen.    Man  erhält  abdann: 

a»  "*  aro  I  w  * 
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wo  M  eine  Fnndion  von  x  ist.    Dies  in  der  Gfeiebung  (1)  substi- 
tuirt,  gid>t: 

2)        P="^»E.     ^ 


rdx  pd£ » 


wo  E  SS  ar^  eine  nur  von  der  Materie  des  Körpers  abhangige 
Gonstante  Grösse  ist.  Dieser  CoefBciept  E  wird  der  Elastieitäts- 
coefficient  des  Körpers  genannt  Er  ist  der  Steifigkeit  desBdr- 
pers  proportional. 

Beispiele.     1)  Es  sei  der  Körper  ein  gerades  Prisma.    Es 
ist  alsdann  w  constant,  und  es  wird  folglieh: 


J      «U  CD 


nnd  Äi  —  £L 

Ba»' 

d.  h.  die  Ausdehnung  oder  Zosammendriickong  des  Prismas  wird 

der  ursprünglichen  Länge  und  der  ausdehnenden  oder  nisammen- 

ditckenden  Kraft  proportional,  und  den  Querschnitten  des  Prismas 

umgekehrt  proportional  sein.     Durch   diese  Gleichung  kann  man 

auch,  wem  P,  I,  oi.und  AI  durch  directe  Beobachtungen  bekannt 

sind,  den  Elasticitatscoefficienteii  E  des  Körpers  finden.    Es  wird 

P      l 
nämlich  E  =  —  . -r^.     Wenn  w  =  1  und  AI  =  1   wäre,   so 

wiirde  E  =  P  sein,  d.  h.  der  ElasticitätscoelBcient  einer  Materie 
ist  der  Kraft  gleich,  welche  ein  Prisma,  dessen  Querschnitt  die 
Flächeneinheit  ist,  zu  der  doppelten  Länge  ausziehen  wurde,  wenn 
die  Verlängerungen  immer  der  ausdehnenden  Kraft  proportional 
blieben.  Da  diese  letzte  Bedingung  indessen  gar  nicht  bei  solcher 
Ausdehnung  stattfindet,  so  ist  obiger  Satz,  welcher  oft  ab  De- 
finition des  Elasticitätscoefficienten  gebraucht  wird ,  nur  eine 
Fiction. 
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'<2)  Bs  sei.  der  Börpte  .ein  parallel  «bgeatumpfter.  gerader  Kegel, 
R  und  r  die  Halbmesser  der  beiden  Grundflächen,  1  dieHöke/  Ei 
ist  alsdann: 

^^„(-iB-x(B-r)y 

und 

jto    "*  7»  j (IR  - X (R ~ t))*  ^  7r(R-.iO*rR— x(R-r)» 
J    0)         7r{R-r)jlR  — l(R  — r)       TS"^ 

2r(R  — r)  Jlr        TRI   ~^iar». 
und  folglich: 


I  '  -^      jrRrE 


§.  150. 

Besteht  der  zusammengedriickte  oder  ausgedehnte  Körper  am 
mehreren  Theilen  verschiedener  Elasticitat,  so  muss  man  besonders 
die  Grösse  der  Zusammfendruekong  odter  Ausdefanung  jed^s  ewelneli 
Tbedes  berechnen.  Hat.  jeder  Theil  die  im.  §.  149.  besduiebane 
Form,  und  fallen  die  Aten  aller  Xheile  in  dieselbe.  Gerade^  so 
dasfl  folgUch  keine  Biegung  stattfindet,  so  wird  nfean  leicht  die  gaaie 
Längem^eräDderüog '  finden.  Es  seien  I,  V,  1" . « .  .•  dia  Aunlangea 
der  verschiedenen  Theile,  «»i»  o»',  cu''....  die  Querschnitte  j<idea 
Theiles  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Ende,  E,  Ef,  E".... 
die  ElasticitätscoefBcienten ,  so  findet  man  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen : 

o  "b  o' 

und  hieifftus: 


I 


AL  =  -rAi  =  p51 


B 


auf  die  fiMeIxA.des  Oteicbgewiobts  and  der  Eewegong.      2)69 

§;.  151... 
.'  Die  Mfttbtmatiker  htben  for  den  Ehatioifitscoefficientea  Aus« 
dlMke^  ^esDCiftt,  iir'  welcke  4ie  Molekülariaifte  ab  «nbekaohte.  Fum> 
tionen  des  AbBtandes.  der  Molekälen  eioUreteti.  Sie  gehen  ^bei 
VM  gewissen  VoratMsetzungen  über  die  MolekülariarälW  aud.  Es 
liegt  auaaerhalb  des  Bereiehes  des  gegenwärtigen  Lehrbuchs »  diese 
UiitersBohungen  wiederrögeben.  Ich  wehrde  nur  das  Reankat  der 
Uotersttchurigen  Pdssoos  in  seinem  »iH^meire  snr  r^uflibife  et  le 
meovemenl  des  oorjM  ^lastiques^%  in  den  Hemoiren  der  französi-^ 
sehen  Acaderaie  T<mie  VllL  1889,  hier  orwähnenj  BettoiGhoel 
N  eine  constanler  aitf  <iie  .BUfit  der  Obedläobe  des  Kör-» 
ptte  iseifarechte  Kraft  ^  d  die  Ton  ihr  bewirkte  ptoportioriiala 
Kneare  Atiadahnnig  oder  Contraction,  r  den  Abstand  iiReier  Me-» 
Ickülen,  ((r)  die.Fonetion,  dnreh  welche  man  das.Gesets  der  gan«- 
zen  Molekijlarkraft  ausgedrückt  annimmt,,  a  den  mittleren  Abstand 
zweier  benachbarten  MoteküleA,  so  wird:  ' 


r    1    > 


Wendet  n^an, diese  Formel  auf, ein  gerades  Prisma  an,  so  wirkt 
die  Kraft  an  beiden  Enden,  und  wenn  man  den  Querschnitt  (0=1 
settt,  so  wird  nach  ailsarer  vorigen  Beseiefanungs weise: 


* 

N  =  2P.  <f  -=  ^. 

<       •          1       1 

folglich 

ond 

1  « 

1 

— f  :i:  «^ '•  (4  «•>) 

.) 


Die  Biahtigkait   dieeeh  Formel  Poiason's   ist  indessen,  wie!  wjc 
gleich  sehen  werden,  sehr  zwwifeHiaft«     -    !• 

.   .  ■  ...:..       S^  i52.  .....  . 

1      Wenn,  zwei  SdäoUen  von  Mblekolenlpafattel  einender  genirr 
tRrfc'Joder  Tiki  eüiander' entfernt' werden^  ».  werden -die 
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ihnen  entwickelten  Moiekularkraile  nicht  allein  in  jeder  Schicht  eine 
senkrecht  auf  die  Ebene  der  Schiebt  wirkende  Beanltanle  ha- 
ben, sondern  es  werden  auch,  in  der  Ebene  der  Schiebten  wirkende 
Kraflke  hervorgebracht,  weiche  die  Molekülen  in  jeder  Schicht  voil 
einander  zu  entfernen  oder  einander  zu  nähern  streben  werden, 
d.  h.  wenn  ein  Körper  zusammengedrückt  wird,  so  wird  auch  sei« 
Qverschnitt  erweitert,  und  wenn  er  ausgedehnt  wird,  so  wird  der 
Querschnitt  sicii  zusammenziehen.  Foisson  hat  auch  in  der  er« 
wähnten  Abhandlung  die  Grösse  dieser  Ausdehnung  oder  Zuaann 
menziehung  des  Querschnittes  für  homogene  Körper,  dereü  Elasli« 
citat  nach  allen  Richtnngen  hin  als  gleich  angenomaen  wird,  go^ 
sacht,  und  geiunden,  dass  diese  auf  der  FiacheneiniMt  des 
Querschnittes  gleich  der  Hälfte  der  auf  der  Längeneinheit  der  Axe 
stattfindenden  Zusammendrückung  oder  Ausdehnung  sein  soU,  d  b. 

es  soll  bei  einem  prismatischen  Körper  -^  =  —  ^-p  sein.     Ein 

Prisma,  dessen  Volumen  Ica  wäre,  sollte  Mgiich  nach  einer  Aus- 
dehnung das  Volumen: 

(1  +  Äl)  (w  +  Aw)  «  (1  +  Al)  fta  —  |«üy^  «  lo»  +iwl\l 

erhalten,    und    nach   einer    Zusanunendrmirang  .den   Kubikinhdit 

I  —  iciAL 

Durch  directe  Beobachtungen  über  diese  Volumenveränderung  bei 
Glas  und  Messing,  welche  Wertheim  angestellt  hat  (Annales  de 
cbimie  et  de  physique,  III.  Serie  Tome  XXIIL),  hat  derselbe  indeseea 

diese  gleich  |itf  AI  gefunden,  wekhem  Werthe  Aw  ==>  —  f  t  ^^* 

spricht.  Diese  Abweichung  von  Poisson*s  Resultat  kann,  nur  da-* 
durch  erklärt  werden,  dass  etliche  von  seinen  Voraussetzungen  «n» 
richtig  sind,  und  es  wird  daher  auch  die  im  vorigen  Paragraphen 
citirte  Formel  des  Elasticitätscoefficienten  zweifelhaft.  Es  scheint, 
HMn  müsse  annehmen,  dass  die  Molekülen  des  Körpers^  wann  dieser 
nadi  einer  Richtung  zusammengedrückt  oder  ausgedehnt  wordeBi; 
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heben  ihrer  Verschiebung  sich  auch  drehen,  und  dass  der  Mangel 
der  Beräcksiehtigung  dieser  Drehung  die  Ursache  d«e  Fehlers  in 
den  Formeb  ist 

Es  ist  noch  zu  ^bemerken ,  dass  hei  der  Zusantnoendräckung 
oder  Ausdehnung  eines  Körpers  dieser,  ausser  der  nach  sehr  knt^ 
zer  Zeit  stattfindenden,  unter  fortgesetzter  ^iwirkung  des  Gewich- 
tes noch  athfiäh'g  eine  weitere  Ausdehnung  oder  ZosamnAendrücknng 
erleidet  Diese  wird  die  elastische  Nachwirkung  genannt, 
und  ist  insbesondere  bei  Seideniäden  bederkbar,  wo  sie  -|^  der  ur- 
sprüngKchen  Wirkung  betragt.  Bei  Metallen  und  Helearten  ist  sie 
dag^en  sehr  klein.  £s  ist  natürNch  hier  nur  die  Bede  von  Ver- 
Bnderungen,  welche  die  Blasticitfitsgranze  nicht  äbers<direiteR. 

In  der  technischen  Mechanik  braucht  man  weder  auf  die  Ver^ 
anderung  des  Querscbnitles  noch  auf  die  elastische  Nachwirkung 
Bucksieht  zu  nehmen. 

•    '  §.  153. 
Bei    eviem   prismatischen    Körper,    dessen    Querschnitt   die 

Flächeneinheit  ist,  war  P  =  E  .  -j.     Derjenige  Werth   von  P, 

m 

WO  die  Elastidtitsgränze  erreicht  wh*d,  und  bei  dessen  Ueberschrei- 
ten  folglich  der  Körper  nach  Aufhören  der  Kraft  P  seine  urspriing- 
liehe  Lange  nicht  wieder  annimmt,  wird,  wenn  es  sich  um  eine 
Verlingerung  des  KSrpers  handelt,  der  absolute  Tragfäbig^^ 
keitseoefficient  des  Körpers  genannt;  wenn  es  sich  um  ein 
^sammendrücken  des  Körpers  handelt,  und  der  Körper  nicht  so 
hing  ist,  dass  eine  Biegung  stattfinden  kann,  oder  wenn  diese  auf 
andere  Weise  verhindert  ist,  so  wird  dieser  W^rth  von  P  der 
ruckwirkende  Tragfähi^keitseoiefficient  genannt  Wir 
werden  diese  beiden  Coeificienten  fortan  respeetive  durch  T«  und 
Tr  bezeichnen. 

Wird  diese  Belastung  der  Flacheneinheit  überschritten,  so  tritt 
eine  fortdauernde  Aenderung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Moie- 
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P 
külen  ein.    Der  Elaelicitatacoefficient  E  s  /^\  wird  «bdn»  in 

AUgemeinen  nicht  langer  als  eonstant  angesbhen  werden  können. 
Doch  irt  dies  bei  MetaHen  der  Fall,  lange  nachdem  die  Elasticitats- 
grenze  iibersdbritten  ist,  wenn  man  als  die  Lunge  1  nicht  die  ur- 
sprüoglicbe,  aondern  diejenige  ansieht,  welche  der  Körper  nach 
AttOiören  der  Kraft  P  annimmt 

Den  Werth  von  P*  bei  welchem  der  Körper  zerrissen  oder 
zerdrückt  wird,  nennt  man  den  absoluten  oder  riickwirkea* 
den  Festigkeitscoefficienten  des  Körpers,  je  nachdem  es 
sich  um  ein  Zerreissen  oder  Zerdrücken  handelt  Wir  werden  sie 
respective  durch  F«  und  Fr  bezeichnea  Handelt  es  sich  um  eine 
Zusammendrückong,  so  wird  fortwährend  vorausgeaetzt,  dass  keine 
Biegung  stattfindet.  Dieser  letztere  Fall  wird  im  folgenden  Capi* 
tel  besonders  betrachtet  werden. 

Wenn  ein  Körper,  wie  im  §.  149  vorausgesetzt,  von  zwei 
parallelen,  ebenen»  und  m(  der  ihre  Schwerpunkte  vereinigenden 
Axe  senkrechten  Endflächen  begrenzt  und  übrigens  so  geformt  ist 
dass  der  Schwerpunkt  jedes  mit  den  Endflächen  paraflelen  Quer- 
schnittes in  dieselbe  Axe  lallt,  und  wird  dieser  Körper  an  einer  der 
Endflächen  festgehalten  und  an  der  andern  Endfläche  durcii  eine 
parallel  mit  der  Axe  wirkende  Kraft  entweder  ausgezogen  odo*  zu«* 
sammengedröckt,  so  findet  man  die  Triigiafafg^Keit  dieses  Körpers, 
oder  die  Last  welche  er  tragen  kann,  ohne  dass  irgendwo  die 
Elaslkitätsgrense  überschritten  wird,  wenn  man  den  entsprechen- 
den Tragiahigkeitseoefficienten  des  Körpers  nut  dem  Fttcbeninhait 
des  kleinsten  Querschnittes  mukiplicirt.  Ebenso  findet  man  die 
Festigkeit  des  Körpers,  oder  die  Last  welche  den  Körper  zerreisst 
oder  zerdruckt  wenn  man  den  entsprechenden  FestigkeitscoefBcieii- 
ten  mit  dem  Flächeninhalt  des  kleinsten  Querschnittes  mukipiicirt. 

Was  die  Tragfähigkeit  und  Festigkeit  anderer  Körper  hetriflft, 
so  kennt  man  noch  nicht  die  theoretische  Abkitu^  donieHNA. 
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JDie  Erfeihniiig  dag^m  hat  gezeigt,  dass  die  Traglalagkeit  ««les 
Kegendan  Cjlindan  gleich  \  derjeDigea  des  unsdiriebenen  Paralle- 
iapipads  ist. 

§.154. 

Die  nun  Znttmmemirwkm  oder  AMdehaen  eines  pramatt- 
aehen  Körpen  angewandte  ijnmpadie  Arbeit  iai: 

N  (AI). 


/' 


SobatHuirt  man  hier  drn  Werth  von 

so  erhSIt  man  die  dynamische  Arbeit  gleich: 

Dieser  Ausdruck  wird  auch,  wegen  seiner  Aehnlichkeit  mit  dem 
Ausdrucke  der  lebendigen  Krall  eines  bewegten' Korpen,  die  le- 
bendige Widerstandskraft  des  Körpers  genannt.  In  diesem 
Ausdracke  wird  derjenige  Werth  deä  Coefficienten 


Hn 


'itmUhet  der  Bhisdciüt^nenze  entsprieht,  mmi  fdgüob  aar  von  der 
Maleiia  dis  Prismas  abimgig  tat,  der  Ceerfieiettt  des  lebeii*- 
digen  Elasticitatswiderstandes  genannt  Damit  keine  bha- 
beade  Aendervng  in  der  Länge  des  Prismas  stattfinden  soll,  darf 
folglieh  die  zur  Zusammendrückung  oder  Ausdehnung  angewandte 
.flynamJMha  Aibeit  nicht  daa  Produkt  diesei  Caattcienteii  in  den 

Bafadiinhalt  des  Prismas  äkrschneiten. 

•       .  .    . 

§.  155. 

Wenn    ein    prismatischer    Körper    an    einem    Ende   aufge- 

Jiingt  und  sowohl  durch  sein  eigenes  Gewicht  wie    auch  durch 

ein   am    freien    Ende    angebrachtes  Gewicht  P  ausgezogen    wird, 

so  wird  die  Ausdrimung  md  Trqgfiihigkeit  dieses  Körpers  a«f  M^ 

18» 


274      Heokaiiische  BigenicIiaAen  der  Kdrper  und  deren  Bioflass 


geide  Weine  golhnden.  Eb  sei  a>  der  QoerscimiU  des  Körpers, 
p  das  «Gewieht  einer  Kekikeiobeil,  folglich  po»  das  Gewicht  einer 
Längeneinheit,  I  die  urspriingliche,  I  -f-  AI  die  ausgedehnte  Lange 
des  Körpers.  Bezeichnet  man  durch  x'  die  Entfernung  eines 
Querschnittes  vom  unteren  Ende,  durch  x  die  ursprüngliche 
Grösse  dieser  Entfemung,  so  wird  die  Spamumg  in  dieBem^  Quer- 
schnitte: pcox  -|-  P,  und  ein  Laagendement  wnrd  folglich  hier  im 

Verhältnisse  1:1+  ^^^p    —  ausgedehnt  werden,  oder  es  wird: 


d,.  =  d.(,  +!!fi±I). 


woraus,  wenn  man  integrirt,  in  Bezug  auf  x  zwischen  den  Grenzen 
o  und  I,  und  in  Bezug  auf  x'  zwischen  den  Grenzen  o  und  I  -|-  AI: 

1  +  ^1  =  I  +  -^  (ipoil  +  P), 
und  hieraus  die  Ausdehnung: 

Die  Hallte  des  Gewichts  des  prisopatischen  Körpers^  kann  folgltch 
als  am  unteren  Ende  wirkend  angenommen  werden. 

Die  grösste  Spamwng  wirf!  an  den  oberen  befestigten  finde 
stattfinden ,  und  hier  gleich  pail  +  P  sein.  An  der  Haslicilils- 
grenze  wird  folglich: 

coT.  =  pcl  +  P,  P  =  CO  (T.  -  pl),o>  =  ,pg— ^,1=  "^;^^ 

wbduffcb  das  JMerhalb  der  -  Elastidtatsgrenze  gtösste  Gewicht  P, 
.der  kleinste  Querschnitt  oi  und  die  grösste  Lange  1,  jede  GrSsae 
durch  die  übrigen,  bestimmt  sind.   Eine  Stange,  deren  Lange  grös- 

ser  als  -^  ist,  wird  folglich  durch  ihr  eigenes  Gewicht  die  Elasticitats- 

p 

grenze  überschreiten,  und  eine,  deren  Länge  -^  überschreitet,  wird 

durch  ihr  eigenes  Gewicht  gleich  zertimen  werden. 
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btder  IL&rper.am  ootcnleB  Ende  horiMiiil  onterAiilit  Qod 
8OW0U  4ir6h  seio  eigeulni  GewiAt  ab  durch,  die  htrit  P  zuMmr 
meugedrückt,  so  wenbn  die  YOiigen  Formebl  auch  hier  gelten, 
wenn  man  nur  die  Zeichen  der  Grös^n  AI  und  E  ändert.  Die 
Zusammendrückung  des  Körpers  wird  folglich  wie  vorher  die  Aus- 
dehnimg 


und  man  kann  folglieb  ifdrtwlhrend  die  Hälfte  des  Gewiohts  des 
Körpers  als  am  freien  Ende  wirkend  annehmen. 

Der  grdssta  Olruck  wird  im  unteren  bmentuMe»  Ende 
atuttfittdeo  und  hier  ^ch  poil  +  P  sein.  An  der  EfaisticitätflgiMce' 
«iidialglidi: 

oiT,  =  pwl  +  P,  P  =  (0  (Tr  -  pl),  Ol  =  =r47T^  I  =  —^ 

T 

Eine  Stange,  die  höher  als  -^  ist,  ^ird  folglich  durch  ihr  eigenes 
Gewiebt  die  Elasticitätsgrenze  überschreiten,  und  eine,  deren  Höhe 
-^  überschreitet,  wird  durch  ihr  eigenes  Gewicht  zerquetscht  wer- 

dn«  Ba  ist  hier  voraoigtselit,  dass  die  Stange  am  Biegett  ver^ 
hindert  worden  ist,  welcher  Fall  im  folgenden  Gapitel  behandelt 
werden  wird. 

§.  15ß. 

Ist  der  Körper  kein  Prisma,  und  sind  folglich  die  auf  der  Axe 

senkrediteo'  Qaeraebiiitte  de»'Köi|wrB  nicht  alle  gieicl,  aber  doeb 

m^  daw  die  Axe  fortwährend  dorch  ihre*  Sehwerpunkter  gebt». 

so  wird:  / 


durch  welche  Gleichung  die  Ausdehnung  oder  Zuaammendrückung 
des.  Körpers^  sowohl  durch  sein  eigenes  Geiridit»  als  dui^tb  4aije^ 
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m%e  der  Last  P,  baftiimnt  wini  wmd  m  ab  Fonctioii  ifon  x  be- 
kannt isL  Die  Spannung  oder  der  Druck  in  der  uripriaglfehfa 
EnUeroung  x  von  deui  freieo  Endpunkte  wird: 


P  +  p  pLdx. 


bt  umgekehrt  die  Ausdehnung  oder  Zuaammendrückupg  AI 
lur  jeden  Wertb  von  I,  oder  die  Spannung  oder  der  Druck  b 
jedem  Querschnitte  des  Körpers  gegeben,  so  kann  hierdurch  der 
Flächeninhalt  det  Querschnittes  m  ab  Function  voa  x  gefanden 
werden. 

Man  fttche  z.  B.  die  Form  eines  an  der  oberen  Bndflache  auf- 
geiängten  Körpers  (Fig.  54),  welcher  sowohl  dwch  sein  eigeM» 
Gewicht,  wie  durch  die  Last  P  ausgedehnt  ist,  wenn  die  Spannung' 
in  jedem  Querschnitte  dem  Flächeninhalt  desselben  proportional  und 
folglich  auf  der  Quadrateinheit  constant  sein  soll.  Es  sei  diese 
constante  Spannung  auf  der  Flächeneinheit  gleich  t,  so  wird: 

tcü  =3  P  4-  p  I  wdx, 

o 

und  hieraus  durch  Differentiation  in  Bezug  auf  x: 

tdai  SB  pctfdx, 

und  wieder  durch .  Integration,   indem  imo  bemeiit,  daia'  Wenn 
X  »  0^  titf  tt  P  wird: 


=  llo6nat(^«),«  =  f.e'' 


Es  beaeiehneC  hier  x  den  ursprünglichen  Ahrtand  dns  Quet^iebailr 
tea  m  von.  der  belesteten  EudBäche,  ehe  der  Körper  auagadefaat 
worden  ist,  und  durch  die  obige  Gleichung  ist  daher  die  Form 
bestimmt,  welche  der  Körper  haben  moss,  ehe  er  aufgehängt  vrird. 
Will  man  dagegen  die  Form  des  Körpers,  nachdem  er  ausgedehnt 
worden  ist,  bestimmt  haben,  so  findet  man  diese,  wenn  man  be- 
merkt, dass  jene  Ausdehnung,  weil  die  Spannung  auf  jeder  Qua- 
drateiibHt  jedes  Querscbnittas  oonatant  gleich  t  lat^  dieaelfae  Wir* 
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kling  baben  muss,  ab  wäre  der  Körper  unausdehnbar,  aber  die 
Schwere  jeder  Kubikeinheit  im  Verbältniss  1  :  1  —  -^  vermiodert, 

we  E  den  EiarticitatscoeiBGientea  dea  Körper»  beieiefanet  SeUt 
man  folglich  in  der  obigen  Formel  des  Quersdmittes  pf  1  —  -^J 

alatt  p»  und  x'  statt  x»  wo  x'  den  jetzigen  Abstand  des  Quer- 
schnittes von  der  belasteten  Endflache  beieichnet,  so  findet  man 
die  Form  des  Körpers  im  ausgedehnten  Zustande  durch  die 
Glokbung: 

fii  SB  —  e 
t 

Ist  ffer  Körper  an  der  luiteren  Endfläche  unterstübit  (Fig.  55) 
und  sowohl  durch  sein  eigenes  Gewicht  wie  durch  eiiie  Last  Q 
zusammeiigedriiekt,  so  wird  die  ursprügliche  Form  des  Körpers, 
wenn  der  Druck  auf  jeder  Quadrateinbeit  jedes  Quenschnittes, 
nachdem  der  Körper  aufgeitellt  mid  belastet  ist,  constant  gleich  t 
sein  soll,  genau  dieselbe: 

■     £ 
«  «  y  e     . 

Seifte  Fiorm  nach  dem  Zusamraendrüekea  ist  aber  darin  von  dar 
Form  des  vorigen  ausgedehnte  Körpers  verschieden,  dass  das 
Zeichen  des  Elasticitätscoefficienten  E  geändert  werdea  muss,  dass 
folglieh : 

cw  »  --  .  e 

Die  Grösse  der  Ausdahnung  o^r  ZusanmendrilKkuiig  wird: 
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§•  157. 
Wir  haben  §.27  ff.  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ej/ues 
von  willkührlichen  Kräften  angegriffenen  Seilpolygons  entwickelt, 
wenn  die  Seiten  des  Polygons  alle  von  onveranderiicherLAnge  an^ 
^genommop  werdes«  Um  diese  Gleichungen  auf  elastisch  dehnbare 
Polygonseite  anzuwenden,  braucht  man  nur  in  jenen  Gleichungen 
statt  der   ursprunglichen  Länge  r  irgend  einer  Polygotaseile  dte 

Grösse  r  f  1  -|-  ■£—)  zu  setzen,  wo  t  die  in  der  Seite  stattfin- 
dende Spannung,  oi  den  Querschnitt,  und  E  den  entsprecbenderi 
Elasticitätscoefficienten  bezeichnen.  Durch  die  Gleichungen  des 
§.  28  wird  dann  die  Lage  aller  Edien  des  Polygons  bestimmt 
werden. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Theorie  der  Kettenlinie  entwickeb, 
wenn  diese  als  elastiscfa  dehnbar,  aber  fortwährend  als  voUkommen 
biegsam,  angenommen  wird.  Das  Längenelement  der  unadsdehiiba- 
reo  Kettenlinie  war  nach  §.  30 : 


k     8in>3' 

wo  X  (Fig.  8)  die  horizontale  Componente  der  an  jedem  Endpunkte 
der  Kettenlinie  wirkenden  Kraft  bezeichnet,  k  das  Gewicht  einer 
Längeneinheit  der  Kette  und  0  den  Winkel,  welchen  das  Längen- 
element ds  mit  einer  vertikalen  Axe  bildet.  Bezeichnet  man  fort- 
während durch  t  die  im  Elemente  ds  stattfindende  Spannung,  ^ 
■    X 

ist    l         I     — :      jciT. 

Wenn  die  Kettenlinie  elastisch  dehnbar  ist,  so  wird  jedes 
Lärigenelement  im  Verhältnisse  1:14-  -g—  ausgedehnt.  Bezeich- 
net man  folglicb  jetzt  durch  ds  das  Langenelement  dieser  dehnba- 
ren Kettenlinie,  so  wird: 

j.  _        X      d©      r^    .     i  \  _    *  X    /^.    .         X      \      d<9 
"*"  ~  ~   k  '  sffT©  •  V^  +  Zu) T  •  V    "^  Ew  sin  e)  •  5E7^' 


«uf  die  Geteilte  des  Oleicbgewidits  uad  der  Bewegung.       279 
und  hieraus: 

A  '    r^A  X  /.    ,  X       \      d® 

dz  a  8in  @  ds  a T-  (  1   +    p r-ß  I  •  -s— 71, 

•  » 

.  rt  ,  X  /',    .  X       \    co8  0.d0 

d.  =  CO.  0  d.  -  -  _  (^1  +  ^gjj^^j^j  .  _2Hr-ö-; 

Nimmt  maa  wie  vorher  den  untentm  Punkt  der  Kettenlinie  «If 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  an,  so  erhält  man  durch  Integration : 

X  -  |.  log nat  eotg  ^0  +  ^cotg  0, 


Kü^-O+w«»»«®- 


Eliminirt  man  &  zwischen  diesen  beiden  Gleichui^ifCD,  so^  ^j^ik 
man  die  Gleichung  der  elastisch  dehnbaren  Keitenlinie.  Wir  wer- 
den hier  diese  Elimination  für  den  Fdl  aosfuhren,  dass  der  BiMi- 

citätscoefficient  sehr  gross  ist  in  Bezug  auf  — ,  so  dass  man  die 

'    X  .  ^ 

höheren  Potenzen  von  -g—  vemaehlässigen  kann»   welches  in  der 

Anwendung  immer  der  Fall  ist 

Man  erhalt  dann  aus  dp  ersten  der  beidepi   vorigen  Glei- 
chungen : 

:     •  ^^^ccrtg0  ^        .  |^.oos0 

X         iw         '^  i— CO8  0 

e  =  lang  |0  =«.  - 


sin  0 
und  hieraus  durch  Addition: 

Aus  der  zweiten  Gleichung  erhalt  man: 


kl  4-  X        X       .  ,  ^         1 

-X — 2is^"*8'®  =  s-sr® 


und  Colglich: 
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Entwickelt  man  hier  die  Expouentiaigrössen  nach  den  höheren  Po- 

tenzen  von  -g^«  und  vernachlässigt  die  höheren  Potenzen  dieser 

Grössen,  so  wird: 

•  tat    __.  ^*\  /  ^  —  JS^ 


Es  ist  Temer: 


-^-♦•■j^cotg© 


T— B3•«'««®-T•*• 
e         —        « 

oder,  wenn  man  nur  die  von  ^ —  freien  G&eder  behält: 


""x 
cotg  @  =  ^1  e  —  e 


Substituirt  man  diesen  Werlh  von  cotg  0  in  der  obigen  Gietchiing, 
wo  sie  nur  mit  -g-  multipicirt  vorkommt,  so  erhält  man: 

(kx  kx\2  /  kz  kxv  •  kx       kx\a 

.i.-).^A.-)-4.i.-). 

woraus: 

(kx      ^kx\  j  \x  kxv« 

wdches  dann  die  Gleichung  der  elastisch  dehnbaren  Kettenlinie  ist 
Der  Winkel  9,  welchen  die  Tangente  des  Punktes  (x,  z)  mit 
der  vertikalen  zAxe  bildet,  wird  durch  die  folgende  Gleichung  be- 
stimmt: 

colang0«d.  «ile-e       j-.j^e-e        j" 
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Die  Spannung  t  im  Punkte  (x,  z)  findet  man  weiter  hieraus : 

Diese  Spannung  wird  ein  Maximum»  wenn  x  den  grössteo 
möglieben  Werth  hat,  folglich  in  dem  höchsten  Aufhängepunkte. 
Bezeichnet  man  dtrch  |  die  Abscisse  dieses  Punktes»  so  findet  man 
das  Maximum  der  Spannung»  wemi  man  in  der  obigen  Formel  ; 
statt  X  setzt  Damit  die  Ehsticitatsgrenze  nirgends  überschritten 
wird,  muss  das  Phiduct  des  absoluten  TragfabigkeitscoeflSdenten 
mit  dem  Fliicheninhalte  des  Querschnittes  a»  gleich  oder  grösser 
als  dieses  Maximum  sein.    Dies  giebt  die  Bedingungsgleichung: 

/  kr         kr\  /  kj:         ki\« 

vi     X      ""X\        x,/    X      "X 

coT.«  oder  >4I  e  +  e        I-t^I  e-  e 


woraus  man  den  kleinsten  Querschnitt  findet,  wenn  die  Elasücitäts- 
grenze  nicht  überschritteD  werden  soll: 


2T.\ 


kr       _k» 

X         "x 

e  +  c 


(kr         kr\« 


Aus  der  Gleichung: 

TT  V  Ew  .  bin  d  )  '  sin*  0 

Es  ist  nun  oben  gefunden: 

(kx      _*£\  /  *i     _*^*\ 
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X 

undy  wenn  man  nur  die  von  ^  freien  Glieder  behält: 

'^ »  lex 


(5L 


s,„«.        ..         «         h  logcotgl©   ^  ^. 


Diese  Werthe  subsütairt  geben  alsdann: 

+  - 


2Bcü 


Bezeichnet  man  die  ursprüngliche  LäBge  der  Kettenlinie»  ehe  sie 
durch  ibre  eigene  Schwere  ausgedehnt  war,  durch  <r,  so,  wird: 


e 


und  die  Ausdehnung  der  Kettenlinie  von  dem  Scheitelpunkte  bis 
zum  Punkte  (x,  z)  wird  folglich : 


8  — <y 


""        ""  \^    Xx 


X 

oder,  wenn  man  bemerkt,  dass,  wenn  die  mit  g-  multiplicirten 
Glieder  vernachlässigt  werden: 

kx  kx 


«  + 


(kx  kx  \ 


und  wenn  man  den  obigen  Werth  von  a  benutzt: 


B  <X  = 


Diese  Ausdehnung  der   elastisch  dehnbaren  KettenKme  4aiin 
auch  auf  eine  andere  Weiae  bestimmt  werden.    Es-  ist  nämlich : 


■^ -"■'('  + k)  .*-= -3: --•('- !=)■ 


X 

Es  ist  jetzt  t.=  kz  +  X,  wenn  mau  nur  die  von  ^^  freien  Glie- 
der behält,  uikl  es  wird  folglich: 


Mf  die  Gesetie  des  Gleicllj^wicbts  Ufid  der  Bewegmig.       2B8 

...  a.  (.  -  ^) 

wid  durch  hte^tion: 

BeKeiehnet  man  jetit  duivh  fi  die  Hehe  des  Sebwerpimhls  des 
Begens  über  dem  Dfltersten  Pankte  der  KeMenfinie,  so  ist: 

j  ids  =  he, 

o 

:Uad  es  tnrd  fciglidi: 

tond  die  Ausdetinmig: 

,_,,  =  ^(X  +  kh). 

Der  imtcnte  Punkt  dar  KettenKnie  ist  fortwährend  als  Anfangs- 
foiikt  der  Goondiiiateii  angenommen. 

Diese  Theorie  der  dehnbaren  Ketterdibie  gilt  IbriwShrend, 
wenn  sie  euch  vidkt  aus  einer  yollkommen  biegsamen  Scbmir 
besteht»  sondern  aus  einem  nach  jener  Lkiie  geformten  lonnmien 
festen  Körper,  dessen  Gewicht  wie  bei:  der  Schnur  auf  gleidien 
Bt^enl&ngen  überall  glekh  ist  Die  Kegssofdctit  bat  nimlidi,  nacb^ 
itm  der  Körper  erst  nach  der  oben  bestimmten  Form  der  Keiteii- 
:line  gebogen  ist»  keinen  Eünfluss  mehr,  da  kein  Strebest  nach  Bio- 
*gnng  mehr  stattindet,  mid  es  macht  >iÜlgKch  keinen  Unterschied 
mekr,  ob  der  K&rper  voUkommen  biegsam  oder  nur  dastissh 
biegsam  ist.  Die  Spannung  oder  der  Druck  wini  inaner  nur  ih 
der  Lähgenrichtung  des  krummen  Körpers  stattGnden. 

§•  158. 

Wiild  die  conTCxe  Seite  dier  Kettenlinie  nach  oben  gekehrt, 
so  dass  folglich  die  Schwere  der  Linie  nacb  der  concaTcn  Seile 
hin  wirkt,  so  werden  die  Gleichungen  des  §.  30  fortwährend  gel- 
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ten,  wenn  man  nur  das  Zeichen  der  Kräfte  Xi,  Z,,  X«,  Z» 
ändert  und  durch  D  =s  —  t  den  im  Punkte  (x,  z)  atattflndenden 
Druck  bezeichnet  Dieser  Gleichgewichtszustand  (f%.  56)  wurde 
aber  bei  einem  vollkommen  biegsamen  Körper  ein  unstetiger  sdn« 
indem  die  kleinstb  Störung  ihn  aufheben  und  der  Körper  dann 
tine  mm  durdh  §.  30  bestimiBte  Form  annehmen  wirde,  m  wel- 
che^ die  eonvexe  Seile  der  BogM  m  die  Riohlmig  der  Kräfte  fitt. 
Ist  dagegen  der  Körper  nicht  vollkommen »  sondern  nur  elastisch 
biegsam»  so  wnrd  diese  Elasticitat  einen  gewissen  Widerstand  ge- 
gen jene  Störungen  leisten,  und  das  Gleichgawictit  wmi  Mglish 
ein  innerhalb  gewisser  Grenzen  stetiges  sein. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  ein  fester  krummer  Körper,  dessen 
Gewicht  auf  gleichen  Bogenlängen  überall  ghkh  iA«  aaeb  einer 
floicfaen  durch  den  Schwerpunkt  jedes  Querschnittes  gehenden  Linie 
geformt  ist.  Sind  hier  wie  vorher  beide  Endpunkte  fest,  so  wird 
4er  Körper  auch  in  dner  aufwärts  gekehrten  conveten  SteHong 
(Fig.  57),  im  Gleichgewichte  sein,  ohne  dasa  er  im  geringsten  f^ 
bogen  wird.  Der  Widerstand  des  Körpers  gegen  Biegung  hat 
bier  keine  andere  Wirkung,  als  jenes  Gleichgewicht  innerhalb  ge- 
wisser 'Grenzen  stelig  itt  machen.  Die  <ileielmng  der  durch  die 
Schwerpunkte  der  QuerschniLte  lyehenden  Mitteitnie  wird  Ker  die- 
selbe wie  im  vorigen  l^ragraphen,  wenn  man  iunr  das  Zeidien  der 
-Ordinate  z  uwd  der  Kraft  X  ändert,  imA  hier  di^  Ordiaate  als 
positiv  nach  unten  und  die  Kraft  X  nach  .innen'  wvkt  Dies  wird 
diesdbe  Wickung  hervorbringen,  ab  wenn  man  nor  das  Zeichen 
des  Elastkitatseoefficienten  E  geäadeit  Mtte.  Es  wird  fiilglicii  ik 
Gleichui«  <der  Hittellinie: 

Der  Druck  im  Punkte  (x,  z),  wekher  in  der  Bsehtnng  abr  farum- 
oen  Linie  stattfindet«  wird: 
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und  das  Minimum  des  Querschnittes,  wemi  die  ElasUcitatsgreue 
nirgends  überschritten  werden  soll,  wird: 

(kr         ^r\t 

(e  +  e 

Die  Verkürzung  der  MitteIGnie  wird: 

«^  - "  =  leL  (""^  +  ^  (*  +  ^0  =  s;  <^  +  •''•> ' 

wo  b  die  Tiefe  des  Schwerpunkts  des  Bogens  s  unter  der  Schei« 
teUinie  der  Mittellinie  beieiehnet 

§.  159. 

Wenn  ein  fester  elastischer  Körper  so  geformt  ist,  dass  er  durch 
die  auf  ihn  wirkende  Belastung  nur  susammengedriickt  oder  ausge- 
dehnt wird,  aber  nicht  seine  Form  eu  ändern  strebt,  so  wird  die  durch 
die  Schwerpunkte  der  QuenMJmitte  gehende  mittlere  Axenschicht 
nach  den  Elasticitatsbogen  der  Belastung  geformt  geoannt 
Wenn  die  Belastung  so  ?ertbeilt  ist,  dass  aof  gkiche  Bogeidangni 
der  mittleren  Axenschidit  auch  gleiche  Last  kommt,  so  wird,  wie 
in  den  xwei  vorigen  Parugraphen  gezeigt,  der  Elasticitatabogen  die 
«usgedehnte  oder  toiommengedriickte  Ketlenlinie  sein.  Wir  weiw 
dSB  hier  die  aSgemeiBe  Form  des  Eiastioitiitsbogens  einer  beüebi* 
q/sa  Belastung  suchen,  indem  wir  immer  annehmen,  dass  die  auf 
jeden  Querschnitt  des  Korpers  wirkende  Beiaatung  auf  diesem  so 
vertheilt  ist,  dass  ihre  Besultante  durch  den  Schwerpunkt  gebt, 
und  die  Belastung  felglich  als  auf  die  durch  jenen  Schwerpunkt 
gehende  mittlere  Axenschicht  unmittelbar  wirkend  angenommen 
werden  kann. 
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Es  sei  AMC  (Fig.  58)  die  mittlere  Axenschicht  des  Körpers. 
Der  Körper  sei  in  A  festgehalten  und  sowohl  am  freien  Bndpankte 
von  einer  in  der  Richtung  der  Tangente  wirkenden  Krall  Q,  wie 
auch  in  jedem  Punkte  von  einer  Kraft,  welche  wir  auf  die  Län- 
geneinheit des  Bogens  reducirt  durch  k  bezeichnen  werden.  Dloimit 
hier  Gleichgewicht  stattfinden  soll,  ohne  dass  der  Körper  gebogen 
wird,  mnss  alsdann  der  Druck  oder  die  Spannung  in  jedem  Punkte 
M  der  mittleren  Axenschicht  der  Resultante  aller  auf  den  Bogen 
HG  wirkenden  Kräfte  ^eich  aber  entgegengesetzt  sein.  Dies  ist 
nach  §.  27,  h  Abschnitt,  auch  das  Gesetz  des  Gleichgewichts  eines 
vollkommen  biegsamen  Systems.  Die  mittlere  Axenschicht .  wird 
folglich,  wenn  sie  nach  den  Elasticitätsbogen  des  Körpers  geformt 
sein  soll,  genau  dieselbe  Form  haben  müssen,  als  eine  von  densel- 
ben Kräften  angegriffime  biegsame  Schnur,-  und  die  Formeln  der 
§§.  27 — 35  sind  folglich  auch  hier  anwendbar.  Dies  geht  auch 
unmittelbar  daraus  hervor,  dass  hier  ja  keine  Biegung  des  festen 
Körpers  stattfindet  soll,  und  es  folglich  einerlei  ist,  ob  der  Körper 
vollkommen  oder  nur  elastisch  biegsam  ist 

Nebnen  wir  einen  beliebigen  Pmkt  O  als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  an,  bezeichnen  dorch  x,  y,  z  die  CMrdinaten  eines 
Punktes  M  der  mittleren  Axenschicht,  durch  S  die  L&nge  des  gan- 
len  Bogens  AMC,  dnrch  s  diejenige  des  Bogens  AM.  Es  sei  Ikf 
ein  zwischen  M  und  G  gelegener  Punkt  der  mittleren  Axetisehichtf; 
bezeichnen  wir  durch  s'  die  Länge  des  Bogens  AlU^  und  durdi 
a,  ß^  r  ^>^  Winkel,  welche  die  aqf  das  Element  ds'  wirkende 
Kraft  Ids'  mit  den  drei  Coordinafenaxen  bildet  Bezeichnen  wir 
femer  durch  t  die  im  Punkte  M  in  de^  Rielitung  der  Tangente 
stattfindende  Spannung,  wo  das  positive  t  eine  Ausdehnung!,  das 
negative  eine  Zusanunendrücksug  bezeichnet  Die  GompenenteA 
der  Spannung  t  längs  der  drei  Coerdinatenaxea  werden  6ämn 
td«x,  td«y,  tdsz;  die  Summen  der  Componenten  der  auf  MC  wir- 
kenden Kräfte  k  werden: 
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I  k  cota  da',     I  k  cos/)  i%\     i  k  cos/  da', 

Bttd  die  ConpoBenten  der  auf  den  E&dpunkt  C  widkeaden  Kraft 
Q  endlich  werden  wir  durch  X,  V,  Z  beseidinen.  Die  Bedin- 
gwgsgleicfaungen  lies  Gleichgewichts,  durch  welche  auch  die  Form 
des  Elasticitätsbogeos  bestimmt  ist»  werden  dann: 


i^ 


td,  X  =:  X  +  I  k  C08a  ds', 
td,y  «  Y  +  J  k  CO«/}  ds', 
td«»  SS  Z  +   I  k  cos|'  da'. 

EKflferentiirt  man  diese  Gleicbangen  in  Bezog  auf  s,  mullipltcirt 
dann  die  erste  mit  dA  die  zweite  mit  d,y,  die  dritte  mit  d«z  und 
bemerkt,  dass: 

und  folglich: 

d,x  .  d,«x  +  d.y  .  d,«y  +  d.i .  d,«z  «  o, 

SO  findet  man: 

d«t  BS  —  k  (cosa  d.x  +  cobjI^  d«  j  +  cos;'  d«i), 
und  hieraus  durch  Integration: 

t  =s  —  1  k  (eoaa  dtx  +  co^ß  d,y  +  coe/  d,*)  ds, 

WO  die  Gonstante  des  htegrals  so  zu  bestinnnen  ist,  dass  wenn 
8  s8  S»  aueh  t  »  Q  wfard. 

Bezetehnet  man  durch  a»  den  Fläeheninhalt  des  Querschnittes 
des  Körpers,  als  Function  der  Bogenlänge  s  oder  der  Goordinaten 
X,  y,  z  aasg^ußkt,  so  wird  die  Ausdehnung  des  El^nentes  ds 

gjleich  -g-  sein,  und  folglich  die  ganze  Ausdehnung  der  nach  den 
Hastidtiitabogen  geformten  mittleren  Axenschicht': 
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1  r  tds 

BJ    V' 


WO  eia  ne^ver  Werth   von  AS    eifi   ZnsamneBdrüekea  be- 
zeicbiiet 

Damit  die  Elasticitatsgrenze  nirgends  überschritten  werde, 
darf  der  positive  Werth  von  t,  oder  die  Spannung ,  nirgends 
die  Grösse  cuT«  überschreiten»  und  der  negative  Werth  von  t, 
oder  der  Druck,  nii^ends  die  Grenze  caTt,  wo  T«  und  Tr  den  ab- 
soluten und  den  rückwirkenden  Tragfabigkeitscoefficienten  des  Kör- 
pers bezeichnen- 

§.  160. 

Wir  haben  in  den  §§.  139  und  140  schon  den  Fall  betrach- 
tet, wo  \  ursprünglich  constant  war.  Wir  werden  hier  noch 
etliche  andere  Falle  untersuchen,  indem  wir  der  Binrachheit  wegen 
annehmen  werden,  dass  alle  auf  den  Eörper  wirkenden  Kräfte  n 
einer  Ebene,  der  (x,y)EbeBe,  sind,  in  welche  danti  audi  die  naeb 
dem  Elasticitatsbogen  geformte  mittlere  Axenschicbt  fallen  mmb. 
Es  wird  dann  cos  /}  =  sin  a,  und  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichts werden: 

idflS  SS  X  +  I  k  cosa  de',      td^y  =s  Y  -)-  I  k  sioa  da'. 
Die  Spannung  t  wird  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt: 

d,t  =  —  k  (cosa  d»x  +  sina  d.y). 

Es  seien  jetft  als  erstes  Beispiel  alle  die  auf  den  Bogen  wiri- 
^  kenden  Kräfte  k  in  der  Richtung  der  Norinalen  auswiirts  gmchlet 
Es  wird  aiadaan: 

sin  a  as  dsX,.  cos  «  aa  *^  d«y. 
Siibatitiiirt  man  dies  in  der  obigen  Gleichung  der  Spannung,  aa 
erbalt  man: 

* 

«l.t  =  o, 
woraus:  ^  ^  Con.t, 
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und,  weil  im  -autteraten  freien  Endpunkte  die  Spannung  gleich  Q 
sein  musSf  so  wird  auch  überall: 

t  =  Q. 
Differentiirt  man  jetzt  die  zwei  obigen  Bedingungsgleichungen  des 
Gleichgewicfals  in  Bezug  auf  s,  ao  erhält  man: 

td«  *x  aa  —  k  eoB  4x,    Id.  *y  sr  —  k  fta  «. 

Es  ist  nun,   wenn  man  den  Krömmungshalbmesser  dureb  q  be- 
tekhnel: 

und  man  erhalt  folglkh  auf  zwei  Weisen,  wenn  man  die  Werthe 
von  d,y  und  d^x,  oder  von  d.i  und  djy  subatituirt: 


Q 


«  1«  0 


k        k* 


Der  Eiummungshalbmeaaer  tat  folglich  in  jedem  Pynkte  umgekehrt 
proportional  mit  der  auf  die  Längeneinheit  der  Bogen  normal  wir- 
kenden Kraft  k.  Alles  dies  ist  mit  dem  §.  32  genau  überein- 
alimnend. 

'  let  die  Kraft  k  constant,  so  wird  auch  q  coMtant  sein,  und 
die  mittlere  Axenschicht  muss  folglich  ein  Kreisbogen  sein,  dessen 
Halbmesser  dem  Verhältniss  zwischen  der  am  freien  Ende  tangen- 
tiell  wirkenden  Kraft  Q  und  der  auf  jede  Lingeneinheit  des  Bo- 
gens  normal  wirkenden  Kraft  k  gleich  ist. 
Die  Ausdehnung  des  Kreisbogens  wird: 

Äs  —  -i.  I    J^f      i?_       ^^S 

"^   E  J      w  ™   Ew  "*    Ew  ' 

o 

wjo  w  den  Querschnitt  des  Körpers  bezeichnet,   welchen  wir  als 
constant  annehmen.'     Ist  der  Körper  ein  gamer  Ring,  so 
S  s=:  2ii(ff  und  die  Ausdehnung  wird  gleich : 


Em 


19« 
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Anr  der  Elasiicitatsgrense  wird  t  =»  oiT«»  woraus: 

^  "^  TT'  "  ""  TT  --  ^• 

§.  161. 
Es   seien   als  zweites   Beispiel  alle  die  auf  den  Bogen  ^ 

mittleren  Axenschicht  wirkenden  Kräfte  k  mit  d^  einen  G)or- 
duiatenaxe  parallel  und  den  mit  dieser  Axe  parallelen  Coor- 
dinaten  proportional.  Dies  wird  der  Fall  sein ,  weoo  der 
krumme  feste  Körper  eine  bis  zu  einer  horizontalen  Ebene  aufge- 
füllte gleichförmige  Belastung  trägt  (Fig.  59)  und  man  das  Gewicht 
des  Körpers  vernachlässigen  kann.  Nehmen  wir  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  der  oberen  horizontalen  Grenzlinie  der  Belastung 
an,  und  zwar  in  O  senkrecht  über  dem  Scheitelpunkt  B  des  Bo- 
gens  der  mittleren  Axenschicht  ABG.  Die  xAxe  horizontal,  die 
yAxe  vertical  nach  unten.     Man  muss  alsdann  in  den  aligemeinen 

Formeln  «  =  y,  kds'  =  pydx  setzen,  wo  p  das  Gewicht  so  vieler 

Kubikeinheiten  der  Belastung  bezeichnet,  als  die  auf  der  (Xyy}Ebene 
senkrechte  Breite  Längeneinheiten  enthält  Die  GleichuDgen  des 
Gleichgewichts  werden  alsdann: 

jld.x  =  X, 


jyd,, 


td.y  =  Y+p 

WO  f  die  Abscisse  des  Endpunktes  C  ist.    Hieraus  findet  man: 

Y  +  pJVdx 
d,y  =  ^±—, 

und  durch  Differentiation  in  Bezug  auf  x^ 

Das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 


X 
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y  «  A.in(xy|)   +  B  eoa  (»VD« 

Beieiehiiet  man  durch  a  die  Ordinate  OB  des  Scheitelpuoktes  B« 
so  sind  die  CoDStanten  A  und  B  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
X  as  o,  y  =35  a  |nnd  d^y  ^  o  wird»  dies  ergiebt  B  as  a,  A  =s  o, 
ood  fblgficb  die  Gleichung  der  Elasticitatsbogen 

y  =  a  coB  (^»y -|- j 
Hieraus  findet  man  dann  ferner: 

ds  =  Ax  yTTTSiiy?  =  dxy^i  +  ^8in«^xy^), 

.xy.+^^.(.VT)      , 

Die  Spannung  wird  folglich  am  grösstent  wenn  x  am  grössten  ist, 
folglich  in  dem  niedrigsten  Endpunkte  des  Bogens.  Es  sei  G  die* 
ser  Endpunkt,  und  dessen  Abscisse  |,  so  wird  folglich  das  Maxi- 
mum der  Spannung  gleich 

t  «  yx  (x  +  pa«  sin«  (z  y^). 

Bezeichnet  man  wie  vorher  durch  o»  den  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnittes der  krummen  Körper,  so  muss  folglich,  damit  die  Elasti- 
citatsgrenze  nicht  überschritten  werden  soll,  oi   wenigstens  gleich 

m  «  ±Yx  (x  +  pa«  iin>  (z  Y^) 

sein. 

Die  Zusammendrückung  der  krummen  Körper,  von  B  bis  G 
gerechnet,  wird,  wenn  oi  constant  ist: 

ZiS  «  JL  HdB 
£01 


>^r'(x+p.*.in.(,v:|))dx 


\ 
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§.162. 
Tafel 

der  bei  verichtedeato  Korpecn  staUOudeaden  WerUie  dee  Shttli- 
cUätocoefficientoft  £,  der  absoluten  uiid  rückwirkenden  TragGihig- 
keitaeoenicieBten  T«  wd  Trt  und  der  abaoluten  und  rückwirkenden 
Festigkeitscoefiicienten  F«  uod  F,.  —  Als  Flächeneinheit  des  Qiiet* 
Schnittes  ist  der  norw^.  Quadratzoll  und  als  Gewichtseinheit  das 

norweg.  Pfund  angenommen. 


Absoluter 

Rückwir- 

Absoluter 

Festigkeit»- 

coefQcient 

Rückwir- 

• 

Naino 
der  Karper. 

Elasücitats- 
coefßcient 

Tragfähig- 

keitscoefR- 

cienf 

kender 

Tragfähjg- 
keitscoeff. 

kender 
Festigkeils- 
ooefBctent 

E 

T. 

Tr 

F. 

Fr 

Holiarten. 

* 

Eichc  ••«•#«••••• •••• 

uoomM)  bis 

1900  bis 

300  bb 

8000  bis 

2800  bis 

' 

1900000 

2600 

400 

11000 

5600 

Tanne — .•••.. 

110(H)(K)  bis 

2200  bis 

140  bis 

11000  bis 

1900  bis 

, 

1800Ü00 

3600 

240 

12000 

2S0O 

ItMmIpC  •^••b ••*«••••••••  ••*••■ 

190(K)00  bis 

2200  bis 

5?0bis 

10000  bis 

5600  bis 

2400000 

3600 

650 

11000 

7500 

Hetdl«. 

Eisen,  gegossen   

13000000  bis 

5600  bis 

27500 

6600  bis 

7700  bis 

16500000 

9400 

* 

15500 

lOdOO 

ausgezogen 

28d000(K) 

137<K) 

«- 

84000  bis 

m^ 

,    « 

89000 

geschmiedet 

26300000 

8400 

12900 

50000  bis 
57000 

— 

gewalst  a)  In 

' 

der    Ricktung 

• 

der  Walie ...... 

— 

9600 

_ 

35000  bis 

26000  bis 

b)  m  einer 

39500 

26000 

darauf    senk- 

\ 

rechten  Ri<-ht 

— 

8300 

r 

— 

_ 

EisenkeUen,  gewöhfiL 

— 

27500 

._ 

— 

— 

initunlergesftdtz- 

ften  Gliedern 

#      — 

41200 

-^ 

— . 

_— 

Gttsaslahly  nuagesogen 

26900000 

75000 

— . 

115000 

— 

angelassen 

26900000 

— 

— 

90000 

— 

Klavierdraht    

— 

61000 

— 

94000  bis 
136000 

Kanonenni^lnll-M...... 

k 

17000 

« 

— 

— - 

Blei«  fifeirosscn 

'  24500000 

_ 

^^, 

1700  bis 

_^ 

■*"'">     u»'u^#i«r»'i«  •.•••».»••» 

t9^\^\^X^\'^^^>^ 

3000 

ausgii^gen 

24500000 

— 

— 

2800  bis 
3300 

— 

angcbusoa  

23500000 

130 

— 

2400  bis 
2800 

— 
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Absolvier 

BAcbwir- 

Absoluter 
Festigkeito- 
coefGcient 

Backwir- 

Name 
der  Körper. 

ElasticitAto* 
ooefBcient 

Tragfiihig- 

keilscoeffi- 

cient 

kender 
Tragf&hig- 
keitscoeir. 

kender 
PestigkeitS' 
ooeflclent 

- 

B  - 

Tr 

Tr 

P« 

Fr 

Zinn,  gegossen............ 

5700000 

230 

3800 

14000 

^^^ 

aMUWMwaM * 

aaoiooo 

260 

3400  bis 

— 

»-. 

«- 

• 

4100 

angelassen  

5toooeo 

260 

2300  bis 

.   5000 

— 

— 

Zink-ffOffouen 

12400000 

^^1^ 

^^^ 

6200  bis 

^__ 

■«••■  ^  ||W||^«^»a««aa....  ••••.«. . 

8300 

anagasQ^n  ..... 

tiOOOOOO 

— 

% 

17900  bU 

.— 

21700 

V 

angelaflteii  

13300000 

..^ 

— 

19900 

•» 

Knpfer,  gegossen  . — 

— 

90O 

— 

17000 

103000 

aasgesogen 

17100000 

1700 

.. 

56600 

.^ 

angelMSeii 

14500UQO 

-^ 

^^^— 

42300 

.— 

gewalzt  

— 

■^ 

— 

3(K)00 

mmm 

(Md,  ansgenogen  ...... 

11200000 

töOOO 

« 

37U00bia 

42300 

— 

angelassen    ..... 

•   8700000 

2800 

— 

15000 

.... 

ftAer,  nasgesofa»..^. 

10200000 

6100 

— • 

aOOOObis 
41000 

— * 

■ngelasseB  •.... 

9810000 

1900 

«>* 

21000  bis 

-^ 

23000 

f 

PlaUn,  ausgezogen...... 

22400000 

14000 

— ' 

47000 

\ 

angenssen  .*••. 

/il300000 

14000 

• 

32000  bis 

38000 

^— 

T0H€Di6d0B9 

• 

• 

Uii«t. 

. 

HanfiBeile,  trocken 

— 

1700 

— 

— 

nasa  ••...».... 

— 

itoo 

•^ 

.— 

^^^_ 

^etheert...... 

— 

1300 

— 

— 

— . 

L^der 

• 

340 
2.7 

165 

.    , 

Maqewteüi»  selur  hart 

750  bis 

940 

400 

gewöMieb 

.^^ 

-». 

64 

«iMi 

Kalkstein,  hart 

j 

83 

690 

^^ 

,_ , 

Wkn# aa9 vvi i0«,  aama  »•••••••••••• 

gewöhnlich 

.— 

^•^^ 

410 

— 

— . 

Mbrtfll,  bester  All ...... 

-^ 

12 

55 

-^ 

470 

gewöhnlich 

— 

4 

34 

•^ 

— 

Basalt  

/ 

*           .^_^_ 

2700 

^^M* 

.    .. 

•ulHUti  hyC— ..... .«.....« 

— 

— 

940 

— 

— 

gewöhnlich...... 

— 

— 

540 

— 

— 

Marmor^  naiv  .••..•^... 

.^ 

.«• 

1300 

— 

— 

Sandstein,  haft 

...^ 

«^^■a 

1200 

— . 

^_ 

■^^■^«WV^^BW«    ■■■■■  ^••••••■p»ww« 

weick  „'. 

• 

— 

6 

»      • 

_ 

Glas,  nach  Savart 

8180000 

— 

— 



— 

nach   Colladon 

und  Stnrm 

12880000 

— 

^^^ 



— 
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b)  Widerttand  der  RGiper  gegen  Biegung. 

§•  163. 

Betrachten  wir  dnen  an  dem  einen  Ende  befestigten^  horiion- 
taten  prismatischen  Korper»  welcher  durch  eine  am  freien  E^e 
wirkende  Kraft  gebogen  wird«  Die  an  der  convexen  Seite  des 
Körpers  liegenden  Schichten  werden  dann  verlängert,  die  an  der 
concaven  Seite  werden  verkiirit  In  der  Mitte  des  Körpers  wird 
eine  gewisse  Schicht  unveränderlicher  Länge  bleibea  Wenn  die 
Biegung  in  einer  verticalen  Ebene  stattGndet,  so  wird  diese  Schicht 
eine  horizontale  Cylinderfläche  bilden  müssen.  Sie  wird  die  neu- 
trale Axenschicht  genannt 

Es  sei  (Fig.  60)  der  horizontale  Cylinder  ABGD  die  Lage 
der  neutralen  Axenschicht  Betrachts  wir  einen  Quersdipitt  ma'aa 
des  gegebenen  prismatischen  Körpers.  Der  Durchschnitt  mit  d^ 
neutralen  Axenschicht  wird  die  horizontale  gerade  Linie  aa^  Die 
unter  aa'  liegenden  Schichten  sind  zusammengedrückt,  die  über  aa' 
liegenden  ausgedehnt  Es  werden  hierdurch  im  Querschnitte  ma'na 
Holekülarkräfte  hervorgerufen,  welche  unterhalb  der  Linie  a'a  die 
Molekülen  von  einander  zu  entfernen,  oberhalb  derselben  sie  ein-- 
ander  zu  nähern  streben.  Diese  Kräfte  können  in  horizontale  und 
verticale  zerlegt  werden.  Es  werden  auch  in  ma'na  andere  in 
dieser  Ebene  selbst  stattfindende  Widerstandskräfte  hervorgerufen» 
welche  der  Abreissung  des  Körpers  in  diesem  Querschnitte  entge- 
genstehen werden.  Diese  können  ebenfalls  in  horizontale  und  ver- 
ticale Kräfte  zerlegt  werden.  Damit  alle  diese  Holekülarkräfte  mit 
der  gegebenen  Kraft  P  im  Gleichgewicht  sein  können,  ist  es  noth- 
wendig,  dass  die  Summe  der  verticalen  Widerstandskräfte  gleich 
P  sei,  dass  die  Summe  der  horizontalen  Widerstandskräfte  gleich 
Null  sei,  und  dass  die  Summe  der  Momente  jener  verticale  und 
horizontalen  Widerstandskräfte  und  desjenigen  der  gegebenen  Kraft 
P  in  Bezug  auf  die  Linie  aa'  Null  sei. 
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Wir  werden  forlwahrend  dnreh  E  den  ElastidtetsooeffideBteD 
der  Materie  bezeichnen;  durch  q  den  Krümmungshalbmesser  des 
herizontalen  Cjünders  im  Querschnitte  .aa^  durch  n  und  y  die 
Abscisse  und  Ordinate  irgend  eines  Punktes  p  im  Querschnttle 
ma'na,  längs  aa'  nnd  senkrecht  auf  derselben  von  a  als  Anfangs- 
pukt  gerechnet;  durch  0  und  b  die  Grenzweithe  von  u;  durch 
fi(n)  und  r,(u)  die  Grenzwerthe  von  v  oberhalb  und  unterhalb  der. 
Linie  aa';  durch  x  den  Abstand  des  Querschnittes  von  dem  be- 
festigten Ende  des  Prismas  AB;  endlich  durch  a  den  Abstand  des 
Gewichtes  P  von  demselben  Ende,  wekhe  Grösse,  so  lange  die 
Biegung  nicht  gross  ist,  nur  wenig  von  der  Lange  des  gegebenen 
prismatischen  Körpers  verschieden  ist 

WeAn  man  jetzt  nur  die  durch  den  Punkt  p  gehende  elemen- 
tare Faser  betrachtet,  so  wird  du  dv  ihr  Querschnitt  sein;  ein 
Langendement  dieser  Faser,  dessen  ursprüngliche  Lange  dx  ist. 


wird  in  dx  .  ^  verlängert  sein,  folglich  die  Faser  im  Punkte  p  im  Ver* 

häkntsse  dx  .  ^ :  dx  ss  I-  verlängert    Die  durch  diese  VerÜDge- 

rung  hervorgerufene  Widerstandskraft  wird  Edu  •  dv  .  ^ ,  und  ihr 

Moment  in  Bezug  auf  die  Linie  aa'  wird  Edu.dv.  -r-va=Edu  •  dv.-~. 

.  9  9 

Die  Summen  der  im  Querschnitte  ma'na  durch  die  Varlangerung 
und  Zusammendriickung  der  Faser  oder  Schichten  hervcM*geriifenen 
Widerstandskräfte  veerdeu  folglich  respective: 

•T- 1  du  j  vdv 

o        o 

und 


-J  do  I  Tdv. 


Die  Summe  der  Momente  dieser  Kräfte  in  Beeug  auf  aa'  wird: 


•^  I  du  i  T*dv  +     du  I  v>dv  V 
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Dflft  IfoiBent  der  Kraft  P  in  Bemig  auf  dieselbe  Axe  i^t  P(a  —  i). 
Die  ia  der  Ebeae  nui'Da  selbst  herTorgerufenen  Widentandsitrafte 
gegen  db  AbrtissuDg  ia  diesem  Querschnitte  werden^  woan  die 
ttegDiig  des  Prismas  nicht  gross  ist,  beinahe  vertical,  und  ihre 
horiiontalen  Compcmeoten  können  daher  vernachlässigt  w^den» 
\hi  diese  Kräfte  in  der  Ebene  ma'na  stattfinden,  werden  ihre  BIch 
mente  b  Bezug  anf  die  Axe  aa'  gleich  NuH.  Die  Bedingungs^ 
gleichnngen  des  Gleichgewiehts  werden  folglich: 

vdv  =3  I  da  I  vdr, 

o         o  o         o 

1     da  j  v«dv  +  I  da  I  v«dv  l  =:  P(a  —  x): 

\  o  o  o  o  / 


E 


Die  dritte  Bedingungsgleicbung,  welche  ausdrücken  sollte,  Mass 
die  Summe  der  verticalen  Widerstandskräfte  gleich  P  wäre,  hier 
danusteNen  ist  uonötfaig« 

Die  erste  der  obigen  Gleichungen  dient  dazu »  die  Lage  der 
Linie  aa'  zn  bestimmen,  und  zeigt,  dass  sie  durch  den  Schwer- 
punkt des  Querschnittes  geht  Diese  Gleichung  ist,  wie  eben  be- 
wmkk^,  airf  die  Voranssetiung  gegründet,  däss  die  Biefpng  des 
JKörpers  nicht  gross  ist  Wird  diese  Voraussetsong  nicht  erfiillt, 
so  hört  die  Gleichung  auf  d^nau  zu  sein,  und  die  Erfidirung^  ze^ 
auch,  dass  alsdann  die  Linie  aa'  tiefer  als  der  Schwerpunkt  und 
näher  an  der  concaven  Seite  des  Prismas  gelegen  ist 

§.  164. 
In  der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  ist: 


E 


I  I  du  I  v>dv  +   Uu  I  v'dv  I 
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von  der  Grösse  der  Biegung  ueaUiiogig,  iml  Uagt  ttar  ifoa  dein 
ElaslicilatscoefEcienten  der  Materie,  und  von  der  Form  des  Quer- 
schnittes des  prismatischen  Körpers  ab.  (Es  wird  hier  fortwährend 
verausgeeetet»  dass  die  Biegimg  niehfe  so  gfoss  wird,  dass  die  Linie 
aa'  ihre  Lage  mit  der  Biegung  merklich  andat.) 

Jener  Ausdruck  wird  das  Biegungsmoment  des  prismati- 
schen Körpers  in  Bezug  auf  die  Linie  aa'  genannt.  Wjur 
werden  es  fortwährend  durch  e  bezeichnen,  wo  folglich : 


==  E     Ida    T*dy-f     du    v*dv  1 


Kernt  man  das  Biegungsmoment  eines  prismatischen  Kirpers 
in  Bezug  aaf  eine  Linie  ausseriialb  des  Schwerpunktes  des  Quer- 
schnittes, so  läast  sich  kicht  das  Moment  in  Bezug  ,auf  eine  damit 
parallele  durcb  den  Sdiwerpunkt  gehende  Axjb  finden,  und  ung&> 
kehrt  Es  sei  (Fig.  61)  S  der  Schwerpunkt  des  QuersehniMcs  und 
Cd  parallel  mit  ASB.  Es  sei  der  Abstand  SG  dep  beiden  paral- 
lelen Axen  g^ich  a;  Sp  «»:  q,  pm  =3  v  die  €k)ordinaten  irgend  eines 
Punktes  m  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  S,  Gn  =«  u,  nm 
=:  V  -f-  a  die  Coordinaten  desselben  Fonkte»  in  Bezug  auf  dea  äs^ 
Tangspunkt  G.  Es  ist  alsdann,  wenn  man  das  Biegui^soKment  iß 
Bezug  auf  AB  durch  s",  in  Bez^  auf  CD  wie  früher  tfarch  e  be- 
zeichnet: 

c'  =  E  fdu  f(v  +  a)«  dv  =  E  fdu  fv'dv  +  2Ea  Tdu  fvdv 

+  Ea«  fda  (i\. 
Es  ist  aber 


jda  j  vdv  = 


weil  S  der  Schwerpunkt  ist,  und 

F 


H"  - 
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gleich  dem  FiacbeDiobaite  des  Qoavchniltes.    Es  ist  eiuffich 

E  Jd.a  jv*dv  «  e 

gleich  dem  Bi^m^smomeDt  des  Körpers  in  Besug  auf  CD.  Es 
ist  folglich 

s'  «  «  +  Ea*F, 
und 

e  «  e'  —  Ea«F. 

§.  165* 

» 

Baispiels  tfer  BeredUiaag  dss  BlegngsBMieitss. 

1)  Es  sei  der  Qaerschiiitt  des  prismatischen  Körpers  ein 
Rechteck  (Fig.  62)»  dessen  eine  Seite  gleich  b^  die  andere  gleich  h^ 
ood  es  bilde  die  letztere  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  gehmidea 
Linie  der  neutralen  Axenschicht  FI  den  Winkel  g>.  Dm  den  Werih 
des  Integrals  Tj^  r^.j^ 

in  Beiug  auf  die  Flache  ABIG  zu  erhalten »  suche  man  erst  den 
Werth  in  Bezug  auf  BHL  Wenn  I  als  Anfangspunkt  angesehen 
wird»  so  wird  dieses  Integral: 


I  da  I  v*dx  =s  i  I  n*  tang*  q>  du 


V^m«  taDg>  9)  »  ivm  •  BH>. 


Ebenso  findet  man  dasselbe  Integral  in  Bezug  auf  FBH  gleich 
^FH .  BH^9  und  folglich  in  Bezug'  auf  das  ganze  Dreieck  FAG 
gleich  ^¥G  .  AL'.    Das  Integral 


(da  (v^dv 


in  Bezug  auf.  ABIG  wird  folglich: 

AFI    BH»— tVFG.AL». 
Es  ist  nun: 

FI  =  -ÜiL-  +  -ii«,  BH  «  Ih  Bin  w  +  ih  cos  w, 
cos  9p    '     sio  9  *  y   •    »  y» 
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FC  e«  -Ö it-,  AL  =  ih  Bin  a»  —  f b  cos  a. 

cos  9  •        sin  9p  '  ^  ^ 

Diese  Werthe  substituirt  und  gehörig  redocirl,  findet  man  das  ge- 
suchte Integral  in  Bezug  auf  die  FKche  ABI6  gleich: 

^bh  (h*  sin'y  +  b^  co»'^)). 

Der  Werth  desselben  Integrals  in  Bezug  auf  IDGG  muss  ein  glei* 
eher  sein  wegen  der  Congruenz  dieser  Flächen.  Es  wird  folgfich 
das  Biegungsmoment: 

6  a  ^Ebh  (b*  8in«  9)  +  b*  co»»  g^). 

Wenn  h  >  b  angenonunen  wird,  so  wird  «  am  grössten,  wenn 
9>  =r  90*  (Fig.  63)  und  das  Biegungsmoment  wird  folglich: 

a  »  ^^Ebh*. 

Wenn  h  =s.b|  d  h.  wenn  der  Querschnitt  ein  Quadrat  ist,  dessen 
Seite  gleich  b,  so  wird  bei  jeder  Stellung  des  Querschnittes: 

s  «  iVEb». 

2)  Es  sei  der  Querschnitt  ein  Dreieck  (Fig.  64),  dessen  Grund- 
linie BC  =  b  der  Linie  der  neutralen  Axenscbieht  parallel  ist.  Es 
sei  die  Höhe  AE  gleich  b  und  folglich  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes Yon  der  Grundlime  gleich  \h.  Das  Biegungsmoment  in 
Bezug  auf  BC  wird  alsdann  nach  dem  im  vorigen  Beispiele  Ent- 
wickelten, gleich  i^Ebh*.  Das  Biegungsmoment  in  Bezug  auf  die 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Linie  (ter  neutralen  Axenscbieht 
wird  folglich  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich: 

a  »  ^V^^bh«  —  E .  (ih)s  .  f  bh  «  i^h*, 

folglich  gleich  einem  Drittel  des  Biegungsmomentes  eines  rechtwink- 
ligen parallelepipedischen  Balkens  derselben  Breite  und,  Höhe. 

3)  Es  sei  der  Querschnitt  des  Körpers  ein  rechtwinkliger 
Ring  oder  ein  auf  beiden  Seiten  verstärktes  Rechteck  (Fig.  65 
und  66).  Bezeichnen  wir  durch  h  die  auswendige  Höbe,  durch 
h'  die  inwendige;  durch  b  die  auswendige  Breite,  durch  b'  die 
inwendige,  oder  diejenige  der  beiden  Rippen.  Es  sei  forner  die 
durch  den  Schwerpunkt  gebende  Linie  der  neutralen  Axenscbieht 
paraDel  mit  der  Breite  des  Querschnittes.    Es  ist  alsdami  das 


809    Meebaiiisobe  Hgensehafteii  <tor  ROrper  und  den»  BinflaM 

gangsmoinent  des  auswendigen  Paralldepipeds  gleich  iVfibh'  und 
dasjenige  des  ausgeschnittenen  Theils  gleich  i^Eb'h'';  folglich  wird 
dasjenige  des  prismatischen  Körpers: 

c  »  ^E  (bh»  —  b'h'»). 

4)  Es  sei  der  Qoersdinitt  nur  die  Hüfte  der  im  vorigen  Bei- 
spiel angeföbrten  Figur  (Fig.  67  und  68).  Man  beieichne  durch 
b  und  h  die  auswendige  Breite-  und  Iföhet  durch  b^  und  h'  die 
Höhe  und  gesammte  Breite  der  am  Rechteck  foh  fehlenden  kleine* 
ren  Rechtecke.  Das  Biegungsmoment  in  Betug  auf  AB  wird  als- 
dann i^eicb: 

^  (bb*  --  bli'«). 

Den  Abstand  des  Schwerpunktes  G  von  AB  findet  man»  indem 
man  den  Flächeninhalt  und  den  Schwerpunkt  jedes.  Theiles  der 
Figur  sucht,  gleich: 

.  bh*  —  b'h'» 


^    bh  -  b'h'  • 

Es  wird  folglich  nach  dem  vorigen  Paragraphen  das  Biegungsmo* 
ment  in  Bezug  auf  die  mit  AB  parallele  Linie  der  neutralen 
Axenfcbieht: 

s  =  iE  (bh«  -  b  b'»)  -  E  (bb  -  b'bO  .  t(^!^J-2)] 

5)  Es    sei   der  Querschnitt    ein    Kreis,    dessen    Halbmesser 
gleich  r.    Es  ist  alsdann: 

'  \  V  =  l^r»  — u«, 

und 


v«dve=|  1  (r»  —  u«ji  du  «  I  I  r»  siA^xdx 


6 

—  r      •  — r 


wo:  u  =s  r  .  cos  X,  r'  —  u^  =«  r*  sin^  x.    Das  Biegungsmoment 
eines  kreisförmigen  Cylinders  wird  folglich: 


m(  die  Geaette  das  GleicbgBwkbts  und  der  Be^wgpmg.       MM 

6}  Das  BiegnngsmomeDt  eines  concentriscb  kreisförmigen  cyGn- 
drischen  Rohres,  dessen  äusserer  Halbmesser  r»  der  innere  r'  ist, 
wird:  «  «  ^E»  (r*  -  r'»). 

.  7)  Es  sei  der  Körper  ein  Cylinder  mit  eiliptisebem  Quer- 
seiMifttof  dessen  üalbaxen  a  mid  b-sind;  es  sei  Terner  a  pandiel 
BÜ  der  Linie  der  imtralen  Asenschicbt  und  b  senkrecbt  nef  iier- 
seiben.    Es  wird  alsdans: 


.ft     • 


imd  folglieb  das  Biegungsmonent: 

e  *  jEab«.  •  ^ 

§.  166. 

Die  Biegmig,  welche  ein  prismalisdier  Korper  yertrag^i  4ann, 
ohne  dass  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  iif  end  einer  Paser 
die  Elastidtatsgrence  überschreitet,  Ifidrd  auf  folgende  Weise  ge- 
funden. Bezeichnen  wir  durch  c  den  Abstand  der  Yon  der  nentra- 
len  Asenschicbt.  am  meisten  entfernten  Paser  der  concaren  oder 
convexen  Seite  des  gebogenen  Körpers  und  durch  q  den  Kriim-' 

mungshalbmeaser  der  neutralen  Axenschicht,  so  ist  —  die  Ausdeb- 

nmig  oder  Verkürzung  einer  Längeneinheit  dieser  Faser.   Bezeioh* 
net  man  ferner  wie  'vorher  durdi  T  den  IVagfabigkeilsooefficienteA 

und  durch  -j  das  der  Elasticilätsgrenze  entsprechende  Verhällniss 
der  LingenauKlehnung,  wo  folglich: 

so  ist  akdttin  an  der  EJasticitatsgrenie: 

c  _  AI 

und  folglich: 


\ 
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oder: 


T'  =  Jl  .  E, 

Y  j 


Dieser  Werth  ist  abdaini  der  kMüste,  welchen  der  Krönmuiigs- 
faaUHpeaser  habeB  kann,  ohne  dass  die  Elasticitatsgreiize  bei  der 
Biegung  überschritten  wird.  Da  der  Tragfiihigkeitscoeßicient  Yer- 
schieden  ist  iur  die  Ausdehnung  oder  Zusammendruckung,  so  folgt 

hieraus,  dass  man  den  Werth  von  -ts  .  c  sowohl  Tür  die  concave 

als  für  die  convexe  Seite  ba*echr»eii  muss,  indem  man  (ur  diese 
den  absdij^teb,  für  jene  den  rückwirkenden  TragiahigkeitscoefEcienten 
anwendet.'  Der  Krümmungshalbmesser  darf  alsdann  nicht  kleiner 
als  der  grösste  dieser  Werthe  sein. 

Setzt  man  statt  des  TragiahjgkeitscoefBeienten  T  den  Festigkeits- 
eoefficienten  F,  so  wird: 

^«l.c 

die  Grenze  der  Biegung  angeben,  wo  der  Körper  gleich  bre«> 
eben  wird. 

§.  167. 
Wir  werden  jetzt  mehrere  Fälle  der  Bi^ng  besonders  un- 
tersuchen. Wir  werden  erst  den  Körper  fortwahrend  an  einem 
Ende  horizontal  befestigt  annehmen .  und  durch  eine  am  anderen 
Ende  vertical  wirkende  Kraft  gebogen,  und  dann  die  Grösse  der 
Biegung  und  die  Form  des  gebogenen  prismatischen  Körpers 
suchen.  Bezeichnen  wir  (Fig.  69)  durch  x  die  horizontale  Abscisse 
AP,  durch  y  die  verticale  Ordinate  PM  eines  Punktes  M  der  neu- 
tralen Axenschicht,  durch  q  den  Krümmungshalbmesser  der  kruin- 
men  Linie  im  Punkte  M,  durch  a  und  f  die  Abscisse  und  Ordinate 
des  Endpunktes  C,  durch  s  die  Lange  AMC  des  Körpers,  durch 
y  den  Winkel  9  welchen  die  Tangente  im  Endpunkte  G  mit  dem 
Horizonte  bildet,  durch  P  die  im  Endpunkte  C  vertical  wirkend« 


auf  die  Gesetze  des  Gieicbgewicbts  irad  der  Bewegimg.       303 

Kraft,  und.  endlich  dorcb  s  das  Biegungsmoment  des  Körpers.   Es 
i^t  alsdann  nach  §.163: 

.±==P(a-x), 

odo*,  wenn  man  den  Werth  von  q  : 

(l+(d,y)>)t 

^ -^ 

sobstituirt: 

«djy 
; vi  ==  P(a  —  *)• 

(l  +  (4ry)«)*  ^ 

Wenn  die  Biegung  sehr  klein  ist^  was  hier  immer  angenom- 
men ist,  so  wird  auch  das  Diffeisentialverhaltniss  d^y  sehr  Uein» 
und  das  Quadrat  (d^y)^  kann  dann  vernachlässigt  werden.  Man 
erhalt  di|nn:  '    ^ 

«d,«y  =  P(a  — X), 
and  durch  Integration,  indem  man  berücksichtigt,  dass,  wenn  x  =  o, 
auch  y  =  o  und  d^y  ==:  o  wird: 

P 
dxy  =  --  (ax  —  JxS 

c 


P  /ax*        x»\ 


Die  letzte  Gleichung  ist  dann  diejenige  der  neutralen  Axenschicht. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  x  =  a ,  so  wird  y  ==  f  and  dxy 
SS  tang  (fj  und  man  erhält  rolglich: 

f  _    P      a' 
T'    3' 

tansy  =  1.^  =  1.1 
Die  Länge  s  wird  gefunden  darch  das  Integral: 

•  =>  J  K(l  +  d.y)«)  dx  =  J  (1  +  t(d.y)»)  ix 

o  O 

P>      a»  f* 

L^hrbaeh  der  Hcebaaik.  20 


2 


n 
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und  hieraus  aimSherungswdse,  indem  man  die  höheren  Potenzen 
der  kleinen  Grösse  —  vernachlässigt: 

Den  Kniromungshalbmesaer  findet  man  aus  der  ersten  Glei- 
chung dieses  Paragraphen : 

^        P(a  —  X)- 

Dieser  Werth  wird  ein  Minimum,  wenn  x  =  o.  Die  Biegung  ist 
folglich  am  stärksten  am  eingemauerten  Ende,  und  d^  Körper 
wd  hier  zuerst  brechen.     Der  Krämmungshalbmesser  wird  hkxi 

Damit  die  Elasticitätsgrenze  nicht  überschritten  werde,  darf  aber 

nach  dem  vorigen  Paragraphen  der  Krämmungshalbmesser  nicht 

kleiner  sein,  als: 

B 

und  es  wird  folglich  an  dieser  Grenze: 

T  •  ^       TI 
und  hieraus: 


Eac' 


Dieser  Werth  von  P  darf  nicht  überschritten  werden,  wenn  der 
eingemauerte  prismatische  Körper  die  Last  mit  Sicherheit  tragen 
soll.     Wenn 


P  = 


fiac  ' 


SO  wird  der  Körper  gleich  am  eingemauerten  Ende  abgebrochen 
werden. 
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Es  sei  der  Körper  ein  recbteokiges  Parallelepiped ,  die  eine 
Seite  des  Rechtecks  horizontal  und  gleich  b,  die  andere  vertical 
und  gleich  h.    Es  ist  alsdann: 

und  folglich  die  grösste  Belastung,  wenn  die  Elasticitätsgrenze  nicht 
überschritte  werden  soll: 

8 

WO  der  kleinste  Werth  von  T  angewendet  werden  rouss. 

Die  Belastung  9  welche  die  unmitteUMire  Brechung  berforbrin-* 

gen  WM,  ist: 

bh* 


IF. 


a 


Werden  die  im  §.  162  angegebenen  Wertbe  von  T  angewen-*- 
det,  so  muss  man  b,  h  und  a  in  Zollen,  P  in  Pfunden  angeben. 

Es  sei  der  Querschnitt  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  hori* 
zontal  und  gleich  b,  die  Höbe  gleich  h.  Es-  ist  alsdann  nach 
§.  165  No.  2: 

Der  Abstand  der  horizontalen  Grundlinie  vmi  der  neutralen  Axen- 
scbk^ht  ist  \hy  derjenige  der  entgegengesetzten  Kante  |h.  Um  jetzt 
die  grösste  Belastung  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  zu  finden, 
muss  nuTn  besonders  die  zwei  Fälle  betrachten,  wenn  die  horizon- 
tale Grundlinie  sich  oben  oder  unten  gekehrt  befindet. 

Im  ersten  Fall  wird  die  grösste  Belastung  durch  den  kleinsten 
der  folgenden  Wertbe  ausgedriickt  sein: 

Der  erste  Werth  muss  folglich  angewendet  w^den,  wenn  der  ab- 
sohlte  Tragrähigkeitscoenicient  mehr  als  das  doppelte  des  rückwir- 
kenden ist,  der  letzte,  wenn  er  kleiner  als  das  doppelte  desselben  ist. 

20*       - 
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Wenn  der  Körper  z.  B.  von  Holz  ist,  wird  folglich: 

-     P  «  ,iyT,  ^ 

und  die  grösste  Belastung  folglich  die  Hälfte  derjenigen  eines  recht* 
winkligen  prismatischen  Balkens  von  derselben  Breite  und  Hohe. 
Wenn  der  Körper  dagegen  von  gegossenem  Eisen  ist,  so  wird: 

I 

t 

und  die  Belastung  folglich  nur  das  Viertel  derjenigen  eines  recht- 
winkligen prismatischen  Balkens  von  derselben  Breite  und  Höhe. 

Liegt  dagegen  die  horizontale  Grundlinie  des  dreieckigen  Quer- 
schnittes unten  und  die  Kante  obeur  so  wird  die  grösste  Be- 
lastung innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  der  kleinste  der  beiden 
folgenden  Werthe  von  P  sein: 

F«Abh'.J^  =  AT.  .^ 

Hier  wird  folglich  der  erste  Werth  anzuwenden  sein,  wenn  der 
rückwirkende  TragfähigkeitscoeiBcient  nicht  grösser  als  das  dop- 
pelte  des  absoluten  ist,  der  letzte,  wenn  er  dieses  überschreitet. 
Es  wird  folglich  in  dieser  Stellung  für  Holz: 

p  1  T        l'b* 

Tür  gegossenes  Eisen: 

r  —  ,-yla  .—  • 

Ein  dreieckiger  horizontal  eingemauerter  Holzbalken  trägt  folglich 
am  freien  Ende,  ohne  die  Elasticitätsgrenze  zu  überschreiten,  das 
doppelte,  wenn  die  horizontale  Grundfläche  oben  liegt,  gegen 
das,  was  er  in  der  umgekehrten  Stellung  trägt.  Dagegen  trägt 
eine  gegossene  Eisenstange  von  derselben  Form  in  der  ersten  Stellung 
nur  die  Hälfte  von  dem,  was  sie  in  der  letzten  Stellung  tragen  kann. 
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§•  168. 
Es  sei  jetzt  der  prismatische  Körper  nicht  nur  am  freien  Ende 
von  einer  vertical  wirkenden  Kraft  gebogen,  ' sondern  in  jedem 
Punkte  seiner  ganzen  Lange  nach  mit  auf  irgend  eine  Weise  ver- 
tbeiiten  Gewichten  belastet.  Wir  werden  (Fig.  70)  dieselben  Be- 
zeichnraigen  wie  nn  vorigen  Paragraphen  benutzen,  und  ausserdem 
durch  x'  die  Abscisse  AP'  und  durch  P'M'  die  Ordinate  irgend 
eines  zwischen  M  und  E  gelegenen  Punktes  der  neutralen  Axen- 
Schicht  bezeichnen»  und  endlich  durch  p  die  im  Punkte  M'  verti* 
cal  wirkende  Belastung,  auf  die  Längeneinheit  der  Abscisse  zurück- 
geführt,  so  dass  folglich  pdx'  das  von  dem  Elemente  der  Axenschicht, 
dessen  horizontale  Projection  dx'  ist,  getragene  Gewicht  wird,  und 
p  eine  Function  von  x'.  Die  Summe  der  Momente  des  auf  das 
Stück  MC  vertheilten  Gewichtes  wird  dann: 


1  (x'  —  x)  pdx'', 


und  die  Gleichung  des  Gleichgewichts  wird  folglich: 


i.  =  J  (X'  ^  X)  pdxS 


oder,  wenn  die  Biegung  so  klein  ist,  dass  man  die  höheren  Po- 
tanzen  von  d^y  vernachlässigen  kann: 


«d,«y 


J(x'  — x)pdx;, 


und  hieraus  durch  Integration: 


fidzy  8   I  ^'^  I  ^*'  —  *)  P*l*'' 

«y  s=    I  dx   I  dx  I  (x'  —  x)  pdx*. 


n 
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Sind  die  Gewichte  über  die  ganze  Länge  des  prismatischen  Kör- 
pers gleich  vertheilt,  so  ist  pdx'  =s.ads«  wo  a  eine  constante  Grösse 

ist;  es  wird  folgiieh 

p  »  a  Vi  +  (d,y)«, 

und  weil  das  Quadrat  von  d^y  vernachlässigt  werden  kann,  wird 
man  auch  p  als  eine  constante  Grösse  ansehen  können.  Man  er«- 
bält  dann: 

Setzt  man  hier  x  =  a«  so  erhält  man : 

f  —  JEL    ®*  —  E?    ~ 

•■"  T  •  ¥  "^  T  •  8 ' 

.^   ^  p      a«.       pa     a*        4f 

Der  prismatische  Körper  wird  also  in  diesem^ Falle  weniger 
gebogen,  als  wenn  die  ganze  Belastung  pa  am  Endpunkte  ange- 
bracht wäre,  und  zwar  im  Verhältuiss  von  3  zu  8. 

Wäre  der  Körper  sowohl  seiner  ganzen  Länge  nach  gleich- 
förmig, auf  jeder  Längeneinheit  durch  p,  belastet,  sowie  auch  am 
freien  Endpunkte  durch  ein  Gewicht  P  heruntergebogen,  so  würde: 

fdx«y  =  p  [  (x'  —  x)  dx  +  P  (a  —  x) 

=-  P  (y  -  ax  +  y)  +  P(a  -  X), 

Setzt  man  hier  x  =  a,  so  erhält  man: 
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f  -    P      a*  j.   P     a*  -^  (P  +  tpa)     a« 

'  ■"  ~  •  8"*"  T  -T  i  3" 


.  p      a»    ,     P     a» 


P 

e 


(P  +  *pa)     a« 


Der  Pfeil  des  Herunlerbiegens  wird  folglich  derselbe,  als  wäre  der 
Körper  am  freien  Ende  ausser  durch  das  Gewicht  P  noch  durch 
ein  Gewicht  gleich  f  der  gleichmässigen  Belastung  ap  berunterge- 
bogen.  Der  Winkel,  welchen  das  freie  Ende. des  Körpers  mit 
dem  Horizonte  bildet,  wird  dagegen  derselbe,  als  wäre  der  Körper 
an  diesem  freien  Ende  ausser  durch  das  Gewicht  P  noch  durch 
ein  Gewicht  gleich  ^  der  gleichmässigen  Belastung  ap  herunter- 
gebogen. 

In    diesem   letzten   Falle,    welcher  den   vorigen  einscbliesst, 
findet  man: 


8 


=  j  VI  +  (d«y)»  dx  =.    m  +  i(d,y)«)  dx 

o  o 


und  hieraus  wieder  annäherungsweise: 


8 


6»  V112  ■•'    144  "^  ibj- 


Den  Krümmungshalbmesser  findet  man: 


Q  = 


P\^y  —  "  +  Y^  +  P(a  -  X) 


(a-x)(P  + Jp(a-x)) 

Dieser  Werth  wird  a)n  kleinsten,  wenn  x  =  o,  und  es  wird 
folglich  der  Körper  zuerst  am  eingemauerten  Ende  brechen.  Es 
wird  hier: 


9  = 


tP  +  ipa)a- 
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An  der  Elarticitatsgrenze  ist: 


e 


und  es  wird  folglich: 


5.c  = 


T  (P  +  ipa)a' 

und  hieraus:  . 

Um  die  grösste  Belastung  innerhalb  der  Elasticitatsgrenze  zu  fin* 
den,  kann  man  folglich  die  Hälfte  der  gleichförmigen  Belastung  als 
am  Ende  wirkend  annehmen. 

Diese  Formi^ln  werden  angewendet ,  wenn  man  die  Schwere 
des  eingemauerten  prismatischen  Körpers  berücksichtigen  will. 

§.  169. 

Wenn  die  Belastung  p  discontinuirlich  ist,  so  mnss  man  beson- 
ders die  Form  jedes  Theils  des  gebogenen  Körpers  suchen.  Es 
sei  z.  B.  (Fig.  71)  der  Körper  gleichmassig  auf  jeder  Längeneinheit 
durch  p  belastet»  von  F  bis  G  ausserdem  auf  jeder  Längeneinheit 
durch  p'  und  am  Endpunkte  noch  durch  das  Gewicht  P.  Es 
seien  a'  und  f  die  Abscisse  und  Ordinate  des  Punktes  F,  a"  und 
f  diejenigen  des  Punktes  G,  a  und  f  die  des  Endpunktes  C.  Die 
Tangente  in  F  bilde  mit  der  horizontalen  Abscissenaxe  den  Win- 
kel 9)^  in  G  den  Winkel  9"  und  in  G  den  Winkel  y.  Man  muss 
jetzt  besonders  die  krummen  Linien  AF,  FG  und  GC  untersuchen; 
man  hat  dann  erstens  rür  die  Linie  AF,  d.  h.  wenn  x  <  a': 

«d,»y  =  p  I  (x'  -  X)  dx'  +  p'     (X'  —  X)  dx'  +  P  (a  —  x) 

"  p  (t  ~  "  +  t)  +  P'  ^""  ~  ■'^(*  ^""  +  "'^  ~  *) +**("-»)• 

V 

Integrirt  man  hier,  so  das^  wenn  x  =  o,  auch  d>y  =  0  und  y  =  o, 
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so  erhalt  man: 

+  p(«-V). 

Setzt  man  hier  x  =  a',  so  wird  d^y  =  tang  ^'  and  y  =  T,  und 
man  findet: 

-  /'a'a'        aa'»    ,    a'«\    ,      ,8"a'(a"— aO 

Betrachten  wir  jetzt  FG.     Es  ist  hier  x>  a'  und  x<  a";  man 
hat  hier  die  Diflercntialgleichung: 

(x'  —  X)  dx'  +  p'    (x'  —  x)  dx'  +  P(a  —  x) 

-  P  (¥  -  .x  +  ¥)  •+  P'  Qj.  -  a-x  +  5^*)  +  P(a  -  ,). 

ht^rirt  man  hier  zweimal  und  bemerkt,  dass,  wenn  x  =  a',  auch 
d« j.  =  tang  9>'  und  y  =  V  sein  soll,  so  erbalt  man : 

*^-'(¥-f +  ¥)  +  p' (=?  -  =^  +  V  -  "t) 

+  •■(—7). 

+  •■(¥-¥)- 
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I 
Setzt  man  nun  hier  x  =  a'^  so  wird  dxy  =  tang  ^**  and  y  =  PS 

und  man  findet: 

+-p(""-t). 

..+p(if-^).. 

Betrachten  wir  jetzt  das  Stück  GC.    Man  bat  hier : 

ed,»y  =  p  I  (x'  —  X)  dx  +  P  (a  —  X) 

=  p(^-ax  +  iJ)  +  P(a-x). 

integrirt  man  hier  zweimal  und  bemerkt,  dass,  wenn  x  =  a",  auch 
dxy  =  tang  y"  und  y  =  f ',  so  erhalt  man : 

,  /a*x        ax»    ,    x«\    ,      ,(a"«  — a'*) 

*y  ■"  P  V   2  6     ^  24/  ^  P  V         6  24       / 

Setzt  man  hier  x  =  a,  so  wird  d,y  =  tang  y  und  y  =  f ,  und 
man  erhält: 


.  lang  <,  =  E«!  +  Pjf:2_:Ji2)  +  Pil, 


Pa» 
3 


Um  die  grösstmögliche  Belastung  zu  finden,  muss  man  den 
Kriimmungshalbmesser  jedes  der  Stücke  AF,  FG  und  GC  beson- 
ders suchen.    Es  ist  alsdann  in  AF  oder  wenn  x  <  a': 
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€ 


ip  (a  -  X)«  +  p'  (a"  -  a')  (l  (a"  +  a')  -  x)  +  P  (a  -  x)' 

Dieser  Werth  wird  am  kleinsten^  wenn  x  =  o,  folglich  im 
Tunkte  A,  und  es  ist  hier: 

___     6 

9  —  ^pa«  +  4p'(a"«  —  a'«)  +  Pa' 

In  Bezug  auf  das  Stück  FG»  oder  wenn  x  =  oder  >  a^  aber 
<  a",  bat  man:  ^ 

t 

9  -  4P (a - X)«  +  lp'(a"-x)«  +  P(a-.x)" 

Dieser  Werth  wird  desto  kleiner »  je  kleiner  x  ist,  folgKcb 
zwischen  den  obigen  Grenzen  von  x  am  kleinsten«  wenn  x  s»  a', 
oder  im  Punkte  F,  und  es  ist  hier: 

ff 

^  ^  Ip  (a  —  a')*  +  IP'  (a"  —  a')*  +  P.(a  —  ä')' 

Endlich  ist  in  Bezug  auf  das  Stück  GG»  wo  folglich  x  =z 
oder  >  a"  und  x  <  a : 

_    ^ € 

^        ip(a-x)«  +P(a-x)- 

Dieser  Ausdruck  wird  am  kleinsten,  wenn  x  zwischen  den  obigen 
Grenzen  den  kleinsten  Werth  hat,  folglich  wenn  x  =  a'^  oder  in 
G,  und  man  hat  hier: 

Unter   diesen   drei   Minima  ist   das   erste  das  kleinste.     Der 

Körper  wird  folglich  fortwährend  am  eingemauerten  Ende  A  am 

stärksten  gebogen  und  wird  hier  zuerst  brechen. 

An  der  Elasticitätsgrenze  ist: 

B 

iHid  es  ist  folglich  an  dieser  Grenze: 


1 
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und  fdglicht 


E      ^  i 

T  ^         ipa»  +  4p'(a"»  —  a'*)  +  Pa* 


P  +  tp.  +  jp.  (Sir:-.  .  ^. 


§.  170. 
Die  Differenlialgleicburigeii  der  vorigen  Paragraphen  finden 
fortwährend  statt,  wenn  auch  der  prismatische  Körper  nicht  genaa 
horizontal  eingemauert  ist;  nur  dass  er  so  wenig  davon  abweicht, 
dass  die  Querschnitte  fortwährend  als  vertical  angesehen  werden 
können.  Bezeichnet  man  den  kleinen  Winkel ,  welchen  die  Tan* 
gente  am  Endpunkte  mit  dem  Horizonte  bildet,  durch  o»,  ao  muss 
die  Integration  so  ausgeführt  werden ,  dass ,  wenn  x  =  o ,  auch 
y  ^  Oy  aber  d.y  =  dz  tang  w  wird,  wo  das  obere  Zeichen  anzu- 
wenden ist,  wenn  der  Körper  ein  wenig  schräg  nach  unten 
(Fig.  72),  das  obere,  wenn  er  ein  wenig  schräg  nach  oben 
(Fig.  73)  eingemauert  ist.  Nehmen  wir  z.  B.  die  Belastung  so  an, 
dass  der  Körper  sowohl  durch  eine  gleichmassige  Belastung  auf 
jeder  Längeneinheit  p ,  wie  auch  am  freien  Ende  durch  eine  Last 
P  gebogen  ist,  so  wird: 

«dx«y  =  p  ^^-  ax  +  y)  +  P  (a  ^  x), 

-               /a*x         ax«     ,    x«\    ,    „/  x»\   . 

«d«y  «=p(^-2 —  +   6^^  +  P(»^  —  y^Äctangw, 

/a>x»        ax«        x*\    ,    n/ax»        x»\ 
ey  =  P(-i 6"  +  IT J  +  ^("F  ~  -e-^isxtMga», 

I  = .  -^  de  0  tang  w. 

§.  171. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Biegung  eines  horizontalen  und  an  bei- 
den Enden  unterstützten  prismatischen  Körpers  (Fig.  74).  Es  sei  der 
Balken  durch  ein  irgendwo  in  D  angebrachtes  Gewicht  Q  gebo- 
gen.   Nehmen  wir  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
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an,  die  Abscissenaxe  horizontal,  die  Ordinatenaxe  vertical.  Die  un- 
terstützten Punkte  A  und  B  sind  in  einer  horizontalen  Linie  AB  an- 
genommen, deren  Länge  wir  durch  1  bezeichnen  werden.  Es  sei  E 
der  Mittelpunkt  dieser  Linie  und  EGG  vertical  durch  diesen  Mittel- 
punkt gezogen.  Der  Punkt  G  wird  dann  annäherungsweise  in  der 
Mitte  des  Balkens  liegen.  Bezeichnen  wir  durch  z  die  Abscisse 
GD  dieses  Mittelpunktes,  und  durch  cu  den  Winkel,  welchen  die 
Tangente  der  neutraloi  Axenschicht  im  Anfangspunkte  D  mit  der 
horizontalen  Abscissenaxe  bildet.  Decomponirt  man  die  Kraft  Q  in 
zwei  andere  parallele  in  A  und  B  wirkende  Kräfte,  so  findet  man 
den  Druck  des  Körpers  auf  jeden  dieser  Unterstiitzungsponkte  re- 
spective  gleich: 

und 


Q 


i 


Statt  der  festen  Unterstützungspunkte  können  wir  jetzt  jenem 
Drücken  gleiche  aber  entgegengesetzte  Kräfte  annehmen,  wodurch 
nichts  im  Gleichgewichtszustande  verändert  wird»  Denken  wir  uns 
jetzt  den  Balken  in  D  festgeklemmt,  so  wird  die  Biegung  jedes 
Theiles  DA  und  DB  die  eines  in  einem  Endpunkte  schräg  einge- 
mauerten Körpers  sein,  dessen  freier  Endpunkt  von  der  Kraft 

oder 

Q  (i^  +  '^ 

gebogen  wird.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  findet  man  dann 
die  Gleichungen  jedes  dieser  Tbeile  der  neutralen  Axenscbicht, 
wenn  man  p  =5  o  setzt  und  Air  DB : 
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für  DA: 

P  =  Q  ^^^^,  a  =  il  +  » 

setzt    Für  DB  ist  ferner  das  obere  t  Tür  DA  das  untere  Zeichen 
anzuwenden.    Man  hat  alsdann  für  DB: 

BH  =  9. .  (iL  +  DüLz^  +  (,,  _  .)  tang  a,. 
Pur  den  Bogen  DA  wird: 

AI  =  I  .  ÜLZII)  .  (i!Ä  _.  (.  1  4- .)  tang  0,. 

Da  die  Unterstützungspunkte  A  und  B  in  derselben  horizon- 
talen Linie  liegen,  so  muss  BH  =  AI  sein.  Man  erhalt  hierdurch 
die  Bedingungsgleichung : 

=  Q  .  (iL=j)  .  üLhili  _  (il  +  .)  tang  o,, 

und  hieraus: 


oder: 


_  Q    gl' -2«)    «. 


.  Q      2(!l*  —  z»)z 


durch  welche  Gleidiung  die  bisher  unbekannte  Grösse  täng  w  be« 
stimmt  wird.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  tang  to,  so  wbält 
man  die  Gleichung  der  Linie  DB: 
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und  diejenige  der  Linie  DA: 

y  =.\|.  ttLjLl>[_|(iI+  ,)w  +|(|1  +.)x»-ix»]. 

Ferner  findet  man: 

Der  kleinste  Werth  von  y,  welcher  dem  tiefsten  Punkte  der 
kmmmen  Linie  entspricht,  wird  gefunden,  wenn  man  die  Gleichung 
YQD  DA  differentiirt  und  d^y  "»  o  setat.  Man  whalt  daiitt  die 
Absdflie  dieses  Punktes: 

X  =  ii  + 1  -  K(ii +  •)(*>-*«). 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  x«  so  findet  man: 


-~T"~3r 


)  .  (i,  +  .)!  (IH^)* . ., 


welcher  Ausdruck  immer  negativ  ist,  weil  z  <^^l,  ausgenommen 
wenn  2  =  0,  da  auch  x  und  y  gleich  Null  werden.  Dies  folgt 
auch  unmittelbar  daraus,  dass  M  der  tiefste  Punkt  der  neutralen 
Axenschicht  ist  und  folglich  immer  tiefer  als  der  Wirkungspunkt 
der  Last  liegt,  ausgenommen  wenn  dieser  in  der  Mitte  des  Balkens 
angebracht  ist,  da  er  selbst  der  tiefste  Punkt  ist.  Man  hat 
folglich : 

LM- -y-^.  Ülz-I.  ((^, +-.)(^,_^.))*  -  f  Ül!^>: 

Addirt  man  diesen  Werth  zu  dem  vorher  gefundenen  von  KL,  so 
findet  man  den  Pfeil  des  Bogens: 
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Der  KrummQngshalbmesser  wird 

.  =  MlW.y)!  oder  = -^, 
^  d>y  djy 

weil  das  Quadrat  von  d^y  vernachlässigt  mri.    Es  wird  folglich 

für  DB: 

_       1« 

^  -  Q(tl+zKii-2-x)' 

und  (ur  DA: 

_U 

Dar  Kriimmangshalbniesser  wird  folglich  am  kleinsten,  wenn 
X  =  o ,  d.  h.  der  Balken  ist  am  stärksten  gebogen  iqi  Belastongs- 
punkte  D,  und  es  ist  hier: 

U 

^  ""  Q(il>-z«)' 

DaQiit  die  Elasticitatsgrenze  nicht  überschritten    wird,   muss 

am  wenigsten 

B 
^  =  f  ^' 

es  wird  folglich  an  der  Elasticitatsgrenze: 

B  U 

-=r  .  C    = 


und  hieraus: 


B  (|1«  —  z*)  c 


§.  172. 

Wenn  2=0,  d.  h.  wenn  die  Last  Q  in  der  Milte  zwitchea 
den  beiden  Unterstützuogspunkten  wirkt  (Fig.  75),  so  wird: 


'"TW 
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• 

Die  Lange. AGB  der  neutralen  Axenschieht  zwischen  den  beiden 
Unterstutzungspunkten«  welche  \^ir  mit  s  bezeichnen  werden,  wird 
gefonden,  wenn  man  ans  dem  §.  167  die  Länge  von  CB  berech- 
net und  diese  verdoppelt.  Man  findet  dann ,  weil  hier  P  r=9  ^Q 
und  a  s=  |l  ist:  . 


und  hieraus  wieder 


Die  grösste  Belastung  an  der  Elasticitatsgrenze  findet  man 
aus  dem  Yorigen  Paragraphen,  indem  man  z  =  o  setzt: 

Wenn  der  Qu^schnitfc  ein  Bechteck  ist,  dessen  eine  Seite 
horizontal  und  gleich  b,  die  andere  vertical  und  gleich  h  ist, 
so  wird: 

s  «  Afibl^N  e  =  ih, 
und  folglich  die  grösste  Belastung  innerhalb  der  Elasticitatsgreuie : 

WO  der  Ideinste  Werth  ?on  T  anzunehmen  ist 

'  §.  173.  .  3^ 

Es  sei  der  prismatische  Balken  ausser  durch  das  Gewicht  Q 
noch  durch  eine  gleichförmige  Belastung,  auf  jeder  Längeneinheit 
.  p,  gebogen.  Die  ganae  gleichförmige  Belastung  wird  dann  pl, 
welche,  mit  der  Kraft  Q  vereinigt,  wenn  wir  fortwährend  von  den 
Bezeichnungen  des  §.  171  Gebri^uch  machen,  im  Unterstützungg- 
punkte  B  (Fig.  74),^nen  Druck  gleich 

Q(ll  +  «) 


I 


■f  M 


und  in  A  einen  Druck  gleich 

Leiirback  dl«r  Biecb«rfilr.  21 


*  •• 


t 


i 


n 
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1 


+  fP> 


heryorbrifigt.  Statt  der  beiden  Unterstätaungspunkte  kann  man 
dann  zwei  jenen  Druckkräften  gleiche  aber  entgegengesetzte  Kräfte 
wirkend  annehmen.  Denken  wir  uns  jetzt  den  Körper  in  D  fest^ 
geklemmt,  so  wird  folglich  die  Biegung  jedes  Theiles  DB  und  DA 
die  eines  in  einem  Endpunkte  schräg  eingemauerten  Körpers  sein, 
welcher  aufwärts  durch  die  Kraft 


oder 

I 


+  tpl 


gebogen  ist«   und  nach  unten  durch  die  gleichförmige  Belastung 
der  respectiven  Theiie.    Es  wird  alsdann  fiir  'den  Bogen  DB: 

rfx'y  =  (q  .  ^^^  +  4pi)  (ii  - .  -  X)  - ip(4i -  •  -  sy. 

BH-- j , 3 

Pör  den  Bogen  DA  wii'd: 

«d.*y  =  (q  •  ^-^^  +  ip«)  (i»  + « -  X)  -  {p  «1  +  « -  X)». 

-  ^  ((*«  +  «)»  V  -  ^^'  +  •>¥  +  ii)  - '^  tan«  « 
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•  AI  =  ^    <*'  -  '>    <*L±^ 

c  I  3 

9 

Da  nun  BH  =  AI  sein  sollt  so  findet  man  hieraus: 
I  ■  Hb;  »  ■=  £  .  W'  -  '•>  (((I  +  .)«  -  m  -.)■) 

+  f.P-|)<*"  +  "'-(B  +  l)»'-4 
und  durch  Reduction: 

SabsUtuirt  man  diesen  Wert|i,  so  erhält  man  die  Gleiciraog  des 
Bogens  DB: 

und  die  Gleichung  des  Bogens  DA : 
.  ■  y  =  <| .  iL=ir_K4i+  ,)  „  +4(^1  +  •>  x^  _  |x»1 

+  ■^[-Ki^»-i«»)«tW-»•)x*^-i«»-lV»*]• 
Es  wird  femer: 

BH  =  M  =  f  .  ÜÜZlÜi:  +  £  .  WLzp  (|,x  _  ,.). 

^  De»  tiefsten  Punkt  der  neutralen  Axensdbicht  und  den  Pfeü 
des  Herunterbiegens  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  §.  161. 
Die  entsprechende  Abscisse  wird*  hier  durch  eine  Gleichung  dritten 
Grades  bestimmt  werden. 

Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  DB  wird:. 


Q  = 


^Q  ..  <*'-[•?>.+  4pl)(il  - 1  -  X)  -  ipdl  - z  -  X)«  ■ 

21« 
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Dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum»  wenn  x  =  o.  Der  Krüm- 
mungshalbmesser des  Bogens  DB  wird  folgUch  am  kleinsten  in  D, 
und  es  wird  hier: 

U 

^*  *"   (Q-»-4pO(i»*-z«)' 
-^   Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  DA  wird: 

A      7-7J ■ 

(O  .  ÜLpil  +  ipl)(il  +  i  -  X)  -  tp(il  +2  -  X)»  * 

Dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  wenn: 

^  =  * pT"' 

sofera  dieser  Ausdruck  positiv  ist^  d.  h.  wenn 

plz 


Q< 


il-2 


Ist  dagegen: 


O  =  oder  >     p!^. 


so  wird  der  Krümmungshalbmesser  ein  Minimum ,  wenn  x  .=  o. 
Im  ersten  Falle  wird  der  Krümmungshalbmesser: 


€ 


» 

und  dieser  Werth  muss,  eben  weil  er  ein  Illinimum  ist»  kleiner 
sein  als  der  für  den  Bogen  DB  und  DA  gemeinschaftliche  Halb- 
messer im  Punkte  D:^,,     Es  sind  folglich  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden : 
1)  Wenii 


Q  ÄS  oder  > 


plz 


Es  wird  alsdann  der  Körper  zuerst  in  D  brechen  und  die  grösste 
Belastung  innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  wird  durch  die  Gleichung: 
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B 
^,  =«  Y  .  c 


bestimmt  sein,  woraus: 


2)  Wenn 


Q  <   ^' 


41-z 

Der  Körper  wird  alsdann  zuerst  in  einem  zwischen  D  und  G  ge- 
legenen Punkte,  dessen  Abscisse 

,  =  .      Q  (*'-') 

A    =B    1   —   J 

pl 

ist,  brecheo.  Die  grösste  Belastung  innerhalb  der  Eiasticitatsgrenze 
wird  durch  die  Gleichung 

6 
*Ä  =•  -j  .  c 

bestimmt  werden,  woraus: 

§.  174. 

Wemi  z  =;=  09  d.  h*  wenn  die  Last  Q  in  der  Mitte  des.Bai^ 
kens  angebracht  ist  (Fig.  75),  so  wird  die  Gleichung  jeder  der 
beiden  Hälften  der  neutralen  Axenschicbti  CA  und  GB: 

Weil  hier  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  der  Mitte  liegt 
und  selbst  der  tiefste  Punkt  ist,  so  wird,  wenn  x  ss  |I,  y  ss  f, 
und  folglich: 

'^-T'SS  +  T'  384' 

Die  Länge  der  neutralen  Axenschicht  zwischen  den  beiden  Unter- 
stützungspünkteD  wird: 


1 
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*»  AI 


8 


ilvi  +  (d.y)»  dx  =  2 j  (1  +  i  (d,y)«)  dx. 


Es  ist  jetzt: 


^-y  =  7  •  T  {*  -  ^)  - 1  •  |(i>*  -  i^')- 


Substituirt  man  diesen  Werth  und  intq^rt,  so  findet  mdn: 

^  €»  '  960         £»"  ■    46080    "^    6»  '   40320  ' 


und  hieraus  wieder: 

1  =   B— 5-.   J!_    4.    VF 

e»     960  ^    «• 


=     —91    _?1  -i.  ?P       61  s'     _  p»       17g^ 
*  '  '    46080  f »  '   40320 


Die  grösste  Belastung    an    der  Elasticitatsgrcnze  wird  durch 
die  Gleichung: 

bestimmt.    Man  kann  folgh'ch  die   Hälfte  der  gleichförmigen  Be- 
lastung als  in  der  Mitte  angebracht  annehmen. 

§.  175. 

Wir  wollen  jetzt  den  prismatischen  Körper  ab  an  dem  einen 
Ende  liorizontal  eingemauert,  au  dem  anderen  in  ders^en  hori* 
zontalen  Lage,  unterstützt  annehmen.  Es  sei  (Fig.  76)  der  Körper, 
sowohl  seiner  ganzen  Länge  nach  von  einem  gleichförmigen  Ge- 
wicht, auf  jeder  Längeneinheit  p ,  wie  auch  in  einem-  beliebigen 
-Punkte  D. durch  ein  Gewicht  0  gebogen.  Es  sei  AB  =  1,  AF  =  z, 
und  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  A  angenommen.  Be- 
.zeichnen  wir  ferner  durch  Jl  den  Druck  auf  den  Unterstiitzungs- 
punkt  B,  so  können  wir  statt  dieser  Unterstützung  eine  aufwärts 
wirkende  Krall  annehmen.  Der  Körper  ist  alsdann  als  an  einem 
Ende  horizontal  eingemauert,  am  anderen  als  frei  anzusehen,  und 
durch  die  gteichrörraige  Belastung,  durch  die  Last  Q  und  durch 
die  aufwärts  gerichtete  Kraft  n  gebogen.    Man  wird  alsdann  die 


' 
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Methode  des  §.  168  anwencJeq  müssen  und  besonders  die  Bogen 

AD  und  DB  betrachten. 

» 

In  Beii:^  aaf  AD  wird: 

«d,»y  =  Q(i  —  X)  +  ^p(l  _  X)»  —  iZ(l  —  X), 
und   wenn  man  so  integrirt,  .dass  Tür  z  =  o  auch  y  =  o  und 
dsj  ^=  o,  so  findet  man : 

^  -  0  («  -  ¥)  +  P  (J?  -  '^ .+  9  -  "("  -  ¥) 

Setzt  man  hier  x  sb  z»  so  findet  man : 

im  «  Q    z»    ,    P  /I«z*       Iz»    .    z*\       JJ/lz*      z»\ 

*"       T    T  +  TV-4 T  +  iS/  ""  TVT~T/' 

• 

und  weim  man  durch  9  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tan- 
gente in  D  mit  der  horizontalen  Abscissenaxe  bildet: 

In  Beiug  auf  OB  wird: 

«d,ty  =  ^p  (1  ^  X)l  _  J7(I  —  x). 

lutegrirt  man  hier,  so  dass,  wenn  x  =  z,  auch  y  =:  FD  und 
dxy  =  tang  ^  -wird,  so  erhök  man: 

"•»y  -  T  •  T  "♦■  7  l,T  -  T  +  T^       7  V        TJ' 
Q  /z»x  •     z»\    .    p  /l»x*        k«    ,    x'\        n  /Ix»      x*\ 

1  =  7(-5r  -  -s-J  +  n-r  -  T  +  24J  -  7(,t-tJ- 


Da  der  uoteratutzte  Endpunkt  B  in  der  horizontalen  Abscissenaxe 
liegt ,  so  muss  y  =  0  sein,  wenn  x  =  1  ist  Daraus  ergiebt  sich 
die  folgende  Bedingungsgleichung : 

Q  /z»l        zi\    .     p      !♦         /ZI« 

Hieraus  findet  man  dann  den  bisher  unbekannten  Druck  ü 
auf  den  Unterstützungspunkt  B: 
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„        Qz»(3l-z)    ,    3pl 

Dieser  Werth  vou  n  substituirt  giebt  die  CUeichuag  des  Bogens  AD : 

_  Qtx'fSg— a)  _  z«x» (31  —  \) (31  —  z)j 
^         e  I         6  .   121« 

,     p     i'(3l-2x)(l-x) 

■*"  T-  43 ' 

f 

und  die  Gleichung  des  Bogens  DB: 

Q  Iz«  (3x  —  z)        z*x«  (31  —  X)  <3I  -  z)\ 
'         e  I        6  .   '  121»  \ 

p     x'(3l-2x)(l-x) 
.    +  T  •  48 

Die  grösste  Ordinate  der  neutralen  Axenscbicht  oder  den 
Pfeil  des  Herunterbiegens  findet  nian  auf  die  gewöhnliche  Weise. 
Die  entsprechende  Abscisse  wird  durch  eine  Gleichung  dritten 
Grades  hestimmt. 

Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  AD,  oder  wenn 
X  <  z,  wird: 

_  d=c 

*        Q(2-x)  +  ip(l-x)>- 72^(1 -X)' 

und  derjenige  des  Bogens  DB,  oder  wenn  x  >  z,  wird: 

^  ^  ±g 

^  -   ipU-x)*-J7(l-x)- 

Die  krumme  Linie  der  neairalen  Axeoschicht  hat  offenbar  einen 
und  nur  einen  Wendepunkt  Um  diesen  Punkt  zu  finden,  muss 
man  die  Werthe  von  x  suchen ,  welche  die  -beiden  obig^  Aus- 
drücke der  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  machen »  und 
folglich  respektive  den  folgenden  Gleichungeil  entsprechen: 

Q  (z  —  X)  +  ip  (1  —  x)2  —  zr(l  —  x)  =  o,  . 
Ip  (1  —  x)*  —  //  (1  —  x)  =  o. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt,  weil  x  <  I  sein  soll,  nur  einen 
Werth  von  x: 


J 
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n?^)'+^^'-'- 


Die  zweite-  Gleichung  giebt  ebehfalfe  nur  mnen  Werih: 

Es  ist  jetzt  zu  beinerkeja,  dass  die  Abscisse  Xj  nur  in  AP  einem 
Wendepunkte  entspricht  und  folglich*  nur»  weiUi  l,  <  z;  ebenso 
entspricht  die  Abscisse  x^  nur  in  dem  B<^en  DB  einem  \\^ende- 
punkty  und  folglich  nur»  wenn  x,  >  z.  Es  ist  jetzt  leilht  einzu- 
sehen» dass  es  unmöglich  ist,  dass  auf  einmal  z  >  X|  und  <  x, 
sein  kann.    Es  ist  näDoIich 

Q  (.  -  X,)  +  ip  (l .-  x,y  -  /z (1  -  xj.  =  o 

und  folglich»  wenn  z  >  Xi : 

lp(l-x,)»<i7a-xj, 

woraus : 

oder  X,  >  Xj.  Umgekehrt  findet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass 
wenn  z  <  x,»  auch  x^  <  x,  ist.  Es  sind  folglich  nur  zwei  Fälle 
möglich: 

1)  Wenn  z  >  x,  (Fig.  76). 

Es  ist  alsdann  auch  z>x, ,  und  folglich  kann  der.Kriim- 
mungshalbmesser  nur  in  dem  Bogen  AD  unendlich  werden,  und 
auch  nur  hier  ein'  Wendepunkt  W  stattfinden»  dessen  Abscisse 
gleich  Xi  ist. 

2)  Wenn  z  <  x,  (Fig.  77). 

Es  ist  alsdann  auch  z^<  x,,  und  folglich  kann  der  Krüm- 
.mttngshalbme$ser  nur  .in  dem  Bogen  DB  unendlich  werden»  und 
auch  nur  hier  ein  Wendepunkt  W  stattfinden»  dessen  Abscisse 
gleich  Xs  ist. 

Um  den  kleinsten  Krümmungshalbmesser  und  hieraus  die 
grässle  Belastung  zu  finden,  muss  man  besonders  die  zwei  obigen 
Fälle   betrachten.      Es  finde  der   erste  Fall  statt»   dass  z  >  x^ 


•  I 


828      Mechanische  Eigenschaften  der  Körper  und  deren  Binfliiss 

und  folglich  der  Wendepunkt  W  in  AD  gelegen  ist  Die  Krüm- 
niong  des  Bogens  AW  ist  dann*  nach  unten,  diejenige  des  Bogens 
WD  nach  oben  gekehrt  Ip  AW»  wo  x  <  x^ ,  wird  folglich  der 
Kriimmungshalbmesset : 

.  ^  ^  Q(z-x)  +  4pCl-x)»-JZU-x)- 

Dieser  Ausdruck  wird  zwischen  den  Grenzen  x  =s  o  und  x  ==  x  i 

am  kleinsten,  wenn  x  =  o,  oder  in  A,  und  gleich : 

s 

^»  Qz  +  ipl»  —  271 

In  dem  Bogen  WD,  oder,  wenn  x  >  x^,  aber  <  z  ist,  wird: 

..  __  ' !__ 

^       17(l~x)  -ipo  -  X)«  -0(x-x)' 

Dieser  Krümmungshalbmesser  wird  ein  Biinimum»  wenn: 

Xsl—   , 

P 

sofern  dieser  Werth  gleich  oder  kleiner  als  z  ist  Wenn  folg- 
lich (Fig.  78): 


oder 


woraus : 


.  V.  Jil  j.  ö     (2l'--3lz«+z») 


O  ^         pI'(8z>^Si) 
V  ^    4(21>— 31z»+z»)  ; 


SO  wird  der  Krümmungshalbmesser  pin  Minimum  im  Punkte  H, 
dessen  Abscisse  AK  den  oben  angegebenen  Werth  hat.  Es  wird 
dann  hier: 

*P 
Aus  der  Grenze  der  Last  Q  sieht  man,  dass,  damit  dieses  MiDi- 

mum   sta^ttfinden   soll,    nothwendig  z  >  |l   sein   muss.     Ueber- 


1 
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schreitet  Q  die  obige  Grenze ,  oder  ist  z  =  oder  <  1 ^ 

(Fig.  76)»  so  ist  der  Krämmungsbaibmesser  des  Bogens  Wf>  am 
kleinsten,  wenn  x  am  grössten  ist,  d.  h.  in  D,  wo  x  =  z  ist  Es 
wird  dann  hier: 

^*  "^    Jj(l  -  z)-ip(l— z)»- 
In  dem  Bogen  DB,  oder  wenn  x  >  z,  wird  der  Krümooiungsbalbr 


messer: 


^  "^  no  -  X)  -  ip  (1  ^  xy 


Dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  wenn 


1       ^ 


insofern  dieser  Werth  grösser  ab  z  ist     Wenn  folglich  (Fig.  76): 


oder 


woraus: 


^  P 


^  M   _  Q     z'(3l-z) 
*  "^    8  p  •         21« 


*so  wird  der  Krämmungshatbmesser  ein  Minimum  im  Punkte  M 

sein,  dessen  Abscisse  AK  den  oben  angegebenen  Werth  hat,  und 

es  wird  hier  der  Rrümmungsbaibmesser  x 

_  2pe 

Aus  dem  Werthe  der  Grenze  der  Last  Q  sieht  man  femer,  dass 
es  noth wendig  ist,  dass  z  <  ^\  ist     Die  Minima  q^  ujid  q^  kön- 

nen  folglich  nie  zu  derselben  Zeit  stattfinden.  Ist  z  =  oder  >  I 

(Fig.  76),  so  wird  der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  DB  am 


I     / 


n 
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Ueiosteii,  wenn  x  den  möglichst  kleinsten  Werih  hat,  folglich  in 
D«  wo  der  Krümmungshalbmesser  gleich  ^3  wird.  Weil  der 
KriiiAnilingshalbmesser  ^^  des  Punktes  D  für  den  Bogen  WD  und 
1>B  gwieinscbaftlich  iat,  so  wird»  wenn; 

auch  ^3  >  ^t«  und  wemit 

auch  ^3  <  ^4.     In  dem  ganzen  Bogen  WB  wird  folglich  immer 

nur  ein  Minimum  der  Krümmungshalbmesser  stattGnden,  nämlich 

^,,  wenn       -  ^   1       **     v 


^3,  wenn 

woraus : 


»  ^ 

g  — .  —  -    , 
P 

• 

woraus 

• 
• 

• 

- 

0  ^    •*'' ' 

[82- 

M) 

• 

V  ^    4  (21»  - 

« 

•  312' 

+  J 

PT' 

f 

und  z  > 

i«; 

%  ■ 

=»'  oder  <[  1  — 

n- 

p 

•Q 

9 

aber 

> 

oder 

-1- 

n 

^         j     >^  pl«(8z  — 51) 

weiin  s  >  -f],  und 

rt         j     ^    pl»  (61-82) 

wenn  z  =  oder  <  |l; 


^4»  wenn         ^  <  1  _  :?, 

'  P 

woraus : . 

'  o  ^    pl»(51-8z) 
^  '^.    4z«  (31  —  2) 

und  2  <  |l. 
Der    so   bestimmte    kleinste    Halbmesser    des    Bogens   WB 


auf  die  Gesetze  des  Gleicbgewiolils  und  der  Bewegung.       381 

■ 

ndiiss  mit  q  vergKchen  werdea,  und  der  kleinste  unter  ihnen  ist 
alsdann  das  absolute, Minimum  der  Halbmesser  der  ganzen  neutra^ 
len  Aienschicht.         • 

Betrachten  wir  jeizt  den  zweiten^  Fall,  wenn  der  Wendepunkt 
ausserhalb  der  Last  Tälit,  folgiieh  z  <  x^,  oder  (Fig.  77): 

Man  muss  dann-  besonders  die  drei  Bogen  AD^  DW  und  -WB 
betrachten,    (n  AD  wird  der  Krümmungshalbmesser: 

_  e    ■ 

*  -  Q(z-x)+lp(l-x)«-y/{l-x)- 


Weil  nun  hier  x  <  z,  und 

.  .       %B 

folglich  um  so  mehr: 

»  <  1 ^' 

so  wird  auch. 

X    <   1 —■ 

% 

Der  obige  Ausdruck  des  Krümmungshalbmessers  wird  folglich  ein 
Minimum,  wenn  x  =  o,  oder  in  A ,  und  der  Kriimmungshalbmes- 
ser  wird  hier  gleich  ^i.  In  dem  Bogen  DW  wird  der  Krüm- 
mungshalbmesser: 

m 

*~    ip(l-x)»-2Z(l-i) 

Da  hier 


und  folglich  um  so  mehr 


ist  9.  SO   wird  der  obige  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  x  =s  z 


382      MeohaoteGhe  Bigeoflchallen  der  Körper  und  deren  Binfluss 

nnd  X  =  X,  am  kleinsten,  wenii  x  ==  z,  oder  m  D  und  es  wiitl 
bier  der  Krünmiungshalbaiesser  gleich  ^3.  Weil  der  Krümmungs- 
halbmesser  im  Punkte  D  tur  den  Bogen  AD  und  DW  gemein-* 
schaftlich  ist,  und  weil  ^t  ein  Minimum  der  Halbmesser  des  Bogens 
AD  iät,  so  muss  folglich  ^s  <  ^i  sein.  Im  Bogen  WD  wird  der 
Krümmungshalbmesser: 

.       ^  "=      ja(i-z)-!ipll-.z)>    • 

Dieser  Ausdruck  wird  am  kleinsteni  wenn 

.      n 

X  =  1  —  — . 

p    • 

Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  WB  wird  blgiich  ein  Mi- 
nimum in  einem  Punkte  M,  dessen  Abscisse 

n 

AK  =  1  -  -     , 

P 

ist,  und  er  wird  hier  gleich  g^.  Der  Krümmungshalbmesser  der 
neutralen  Axenschicht  AWB  hat  folglich  in  dem  hier  betrachteten 
FaDe  zwei  Minima,  eines  in  A,  wo  er  gleich  ^r  ist,  und  ein  an* 
deres  in  M,  wo  er  gleich  q^  ist.    Weil  jetzt 

*  <  * ;r 


ist,  so  wird: 


und 


n  ^  1  -  z 

p      ^ 


IlK  ^  /Z(l-z) 
"2?  ^  ^4 


Es  ist  aber,  wenn  man- den  Werth  von  /7  substituirt: 

4 21* *"  "P*  ^  ~  ^ 

m 
I 

Dieser  Ausdruck  ist  augenscheinlich  kleiner  ab: 

.        Q.  +  ipl«  -  /7i  =  9'  («  -  ^  C  -r  ^  +  ^p,., 
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uad  es  wird  fo^Ucb-: 


und 


2p  <  Q»  +  ipi"  -  n\, 


2pf  >.   ^ 

27»  ^     Qz  +  ipl«  -  m  ' 


oder:  p»  >  ^i-  .    • 

Der  Halbmesser  ^i  in  A  ist  folglich  in  diesem  Falle  das  ab- 
solute Mininram  der  Krümmungshalbmesser. 

Wenn  auf  diese  Weise  in  jedem  Falle  der  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser der  neutralen  Axenschicht  gefunden  ist,  so  wird 
die  grösste  Belastung  innerhalb  der  Elaatieitätsgrßnse  durch  die 
Formel : 

Bc 
*  =  T 

bestimmt. 

§.  176. 
Nehmen  wir  Q  ss  o  an ,  dass  also  der  Körper  nur  durch  die 
gleichförmige  Belastung  gebogen  wird  (Fig.  79).    Der  Druck  auf 
den  Unterstutzungspunkt  B  wird  alsdann: 

n^  ipi, 

d.  h.  gleich  |  der  ganzen  gleichförmig  vertheilten  Last  Die  Glei- 
chung der  mittleren  Axenschicht  wird  ferner  aus  dem  vorigen 
P&ragraphen  gefunden: 

y  -  T--  48  ^- 

•  •        • 

Die  Abscisse  des  Wendepunktes  wird: 

xi  «  iL      • 
Der  tiefste  Punkt  der  neutralen  •  Axenscbtcht  wird  in  C  gefunden, 
dessen  Abscisse: 

AF  ==  ÜII-Vl!  1  «  o,5V847  . 1. 
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Dieser  Werth  in  der  obigen  Gleichung  der  neotraien  Axcnsoliiebt 
substituirt,  giebt  den  Pfeil  des  HerunterbiegeHs: 

f  =  FC  «-J.^^i^.l»«  0,005416.  E!^. 

_  « 

Die  Lange  der  neutralen  Axenschicht  AWCB  wird: 


8=1(1  +  i(d,y)0  d«. 


Wenn  man  hier  den  Werth  von  d^y: 


substitiHrty  tmcl  die  Integration  ausiiifart,  a*hjyt  man: 

p»        l» 


"^        •'   ^  •*»•    13440^ 


und  hieraus  wieder: 


i-.-H!.    •' 


««;    13440 


Der  KriinnnuiigshaUHnesfler  wird  in  AW,  wox  <  {l»  gleich: 

€ 

^  ^    4Pil-x)Cl-4x)' 
und  in  WB,  wo  x  >  ^1,  wird: 

,    '  ^,  =  ip(l-x)(4x-l)- 

•  •  • 

Der  erste  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  wenn  x  =»  o,  folgKch  in 
A.  und  es  wird  hier: 

Der  tweite  Ausdruck  wird  ein  Mininram,  wenn  x  ss  |.l,  in  N,  und 
es  wird  hier: 

.128« 

Dieses  zweite  Minimum  ist,  wie  man  sieht,  bedeutend  grösser  ab 
das  erste.     Der  Körper  wird  folglich  zuerst  in  A  brechen.     An 


eint  die  CtaMize  des  Otekfago^ielifo  und  dei*  Mwegubgt       M5 
der  ElMticHStogreDec  wird: 

_    8«    _  Ec 

and  hieraus: 

8T« 

P  E1«C 


Die  grosste  gleichmassige  Belastung  innerhalb  der  Elasticitalsgrenze 
wird  folglich  in  dem  hier  betrachteten  Falle  genau  dieselbe,  als 
wire.  der  Balken  an  beiden  Enden  frei  aufgelegt 

Bs  sei  der  prbmitisehe  Körper  an  beidm-  BndCD  bori^ 
0Mlil  eingemauert,  doch  so,  dass  er  an  einem  oder  beiden 'fihf* 
den  frei  horizontal  gleiten  kann,  und  dass  fdgKch  keine  Au»* 
defanung  der  neutralen  Axen'schicbt  stattfindet.  Es  sei  der  Kör- 
per (Fig.  80)  sowohl  durch  eine  gleichförmige  Belastung,  auf  jeder 
Längeneinheit  p,  wie  auch  im  Punkte  D  von  einem  Gewichte  Q 
gebogen.  Nehmen  wir  A  ab  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an, 
die  AbscissenQxe  horizontal,  die  Ordinatenaxe  vertiosil,  und  setzen 
dann  AB  =  1,  AF  =:  z.  Die  Wirkung  des  Einmauems  in  B  ist, 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  horizontal  zu  machen.  Dies  kann 
nur  dadurch  bewirkt  werden,  dass  der  Körper  um  ein  Stück  BC 
in  die  Mauer  bmein  voriingert  ist  Der  Korper  whtl  aMann  in 
B  einen  Druck  ndch  unten,  in  C  einen  Druck  nach  oben  ausöben* 
Wir  können  uns  folglich  den  Körper  statt  mit  dem  kleinen  Stack  BC 
eingemauert,  hier  frei  denken,  jedoch  von  zwei  diesen  Druckkräften 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Kräften  ij  in  B  und  zT  in  der 
Verlängerung  in  C  so  gebogen,  dass  B  in  derselben  horizontalen 
Linie  mit  A  liegt,  und  dass  die  Tangente  in  diesm  Punkte  hon« 
sontal  wird  (Fig.  81).  Bezeichnen  wir  durch  a  die  Abscisse  AE 
4es  Wirkungspunktes  der  Kraft  17';  es  wird  alsdann  die  Gleichung 
des  Bogens  AD: 
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«l.»y  =•  Q(«  —  X)  +  ip  (1  —  X)»  _  17(1  —  X)  +  IT'C«  —  X), 

*,=  0(.x-¥)  +  p('^-¥  +  ¥)-ii(u-V) 

Q/zx»      x«\      p  /l»x«      lx».x*\      n  (\\*      x*\ 

Die  Gleicbuog  des  Bogens  DB  wird: 

«««•y  =  iP  (i  —  X)*  — /l(l  —  X)  +  Zr'(a  — X). 

ffier  imtts  jetzt  so  int^rt  worden,  dass,  wenn  z  a»  i  g^esetzt 
wird,  d.y  und  j  denselben  Werth^  wie  in  den  vorigen  GleichiiiigeD 
des  Bogens  AD  arhakeo.    Man  erhalt  alsdann: 

,  _  Q /'a^  _  tl\  .  i /ll;  _  ijE!  .  il\  _  :ff /'Ix»  _  x«\ 

Setst  man  Msx  x  s»  1,  so  soll  d^y  =  o  und  y  s  o  werden.  Dies 
giebt  dann  folgende  zwei  Bedingungsgleichongen: 

Hieraus  findet  man  dann: 

Tii  _  Qg'  (1  -  z)  +  tVpI^ 
""  l«(a--J) 

^  _  Qz'  (3al  -  2az  -f  I»  --  21«)  +  Apl*  (6a  --  51) 
^^ 1«  (a  - 1) 
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Sobstitnirt  maii  diese  Wertbe,  so  findet  man  die  Gicjehsfig  des 
Bogeiis  AD: 

aod  diejenige  des  Bogens  DB: 

y=  T-  T  L^^x  — «)  + ^i  j  +- ^ — 

Der  Krummangshalbmesser  des  Bogens  AD,  if^o  x  <  z^  wird : 

dtt 

^  ~  Q(z-x)  +4p(L~x)>~  77(1  -x)+fl^(»-t)» 

und  derjenige  des  Bogens  DB,  oder  wenn  x  >  z: 

< 

Die  knunme  Linie  der  neutralen  Axeoschicht  bat  bier  kw«i  Wtwtn 
punkte.  Um  diese  zu  finden,  muss.  man  die  Wertbe  von  x  socbeo, 
welcbe  die  beiden  obigen  Wertbe  der  Krümmungshalbmesser  un- 
eodKch  macben«  und  folglich  die  beiden  Gleicbusgea: 

Q  (.--«)  +  fp  (1  ^  X)«  _  27(1  -  X)  +  /sr  (a  ~  x)  -  a, 
if  (1—  x)*  —  17(1  —X)  +  flr'(a  —  X)  «  o 

Mißdseit    Die  erste  dieser  Gieichusgen  giebt: 

P  f^P-^  ppT 

,  ^^      /T-jy-Q  .  l/Y/y-Zy-QV      2/7-(«-l)      2Q(l^z)> 

*  p     ^f^p>'       p^pT 

... ,_  -!hzSL  + 1^_«^)'_!5^.{. 

Die  Abscissen  X|  und  x,  entsprechen  hier  Wendepunkten, 
«nsoTem  die  {deiner  als  z  sind;  x,  und  X4  sind  Abscissen  der 
Wendepunkte,  insofern  sie  grösser  als  z  sind.  Bs  ist  jetzt  feicht 
zu  sehen,  dass  unter  diesen  vier  Abscissen  nur  zwei  auf  einmal 
Wendepunkten  entsprechen  können. 

22* 


1  — 
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Setzen  wir  erst  der  Eime  wegen: 

V  P      J  P  ' 

V  P         y  P         "^         P 

Wenn  wir  nun  die  Werthe  Yon  tl  und  It  substitqiren,  finden  wir: 

M  =  AI*  +  7  •  T  +  p« '  — n — ' 

N      _i_laa.Q     O-'V   ,  Q'     (t-«)*a  +  ^z)« 

N«Ai»+^. — r"  +  ^- ii 

Man  »eht  hieraus,  dass 

iforans  dardi  Addition: 

VH  +  VN  >  §. 

P 

Es  ist  femer: 

iP  (»  —  X,)«  —  IKI  —  x,)  +  /r(a  —  X,)  »  o. 
Setzt  man  diese  zwei  Ausdrücke  einander  gleich  und  reducirt,  $o 
findet  man: 
Q  .  (i  -  X,)  «  ip  (X,  -  x,)«^  pl(x,—  X,)  +  (/7-  IT)  (x,— xj, 

und  hinaus: 

Q  -.F^x   ="  *P(*»  +  *»)  -  P'  +  ^-  ^- 

Substiluirt  man   hier   auf  der  rechten  Seite  die  Werthe  von  x, 
und  Xi,  so  erbalt  man: 

Q  .  ^=1^  =  iQ -ip  (VTf  +  VN). 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  immer  negativ^  weil,  wie  oben 
bewiesen,  immer 
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WeBB  folglich  z  >  X,»  so  ist  x,  >  Xg,  uiu!  folg^icb  auek  z  >  Xa, 
und  wenn  z  <  x,,  so  ist  x^  <  x,,  und . folglich  auch  z  <  Xg. 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

*4 *» 

wcvaiiSy  weil 

*4  ^« 

W^m  z  >  Xa,  80  ist  auch  z  >  x«,  und  wenn  z  <  x,,  so  ist 
auch  z  <  X4. 

Es  können  jetzt  nur  drei  Fälle  stattfinden.  Im  ersten  PaBe 
(Fig.  82)  ist  z  >  X,  und  fo^licb  auch  z  >  x^«  Es  ist  dann»  wie 
oben  bewiesen»  aacb  z  >  x«,  und  folglich  um  so  mehr  z  >  X3. 
Die  Abscissen  x^  und  x«  efitsprechea  folglich  in  diesem  Falle  kei- 
nen Wendepunkten,  dagegen  sind  x,  und  x,  in  diesem  Falle  die 
Abscissen  der  zwei  Wendepunkte  W|  und  W, ,  welche  beide  in 
AD  fallen. 

Im  zweiten  Falle  (Fig.  80)  ist  z  <  x^,  aber  z  >  X|.  Es  ist 
alsdann,  wie  oben  gezeigt,  auch  z  <  x^,  aber  z  >  Xg.  Die  Ab- 
scissen Xj  und  x^  entsprechen  dann  allein  zwei  Wenaepunktra 
der  neutralen  Axenschicht,  W|  und  W,,  von  denen  der  erste  in 
AD,  der  andere  in  DB  fallt. 

Im  dritten  Falle  ist  z  <  Xi  und  folglich  auch  z  <  x,.  Es 
ist  alsdann  auch  z  <  x,  und  z  <  x«.  Die  Abscissen  x,  und  x^ 
entsprechen^ dann  allein  zwei  Wendepunkten,  welche  beide  in  DB 
fallen  werden.  Dieser  Fall  wird  folglich  mit  dem  ersten  zusammen- 
fallen,  wenn  man  A  und  B  vertauscht,  weil  der  Körper  auf  die- 
selbe Weise  in  beiden  Enden  eingemauert  ist.  Wir  werden  daher 
fortan  imr  die  FäUe  Fig»  80  und  Fig.  82  betraofafalB. 

Um  den  kleinsten  Krömiwiigshalbmesser  dec,  neiitralen  Axen- 
schicht  zu  finden^  muss  man  diese  zwei  Fälle  einzeln  betrachten. 
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Es  finde  der  Fall  (Fig.  8!^«  wean  c  >  z,,  statt;.    Der  Kräm- 
muiigshalbniesser  des  Bogens  AW^,  wo  x  <  Xi,  wird: 

« 

^^       Q(z-x)  +  tp(I-x>«-/r(l-- !)  +  //*  (a-x) 

Dieser  Ausdruck  wird  zwischen  den  Grenzen  x  =  o  und  x  =  x , 
am  kleinsten»  wenn  x  2=0,  oder  in  A,  und  es  wird  hier: 

< 

9i  "*     Qz  +  4pl*  -  /ZI  +  n% 


Qz.±=i)l  +  Apl-' 

In  dem  Bogen  W,Wa,  oder  wenn  x  >  x,,  aber  x  <  Xy,  wi 
der  KiiMMDungsbalbmesser: 


€ 


Dieser  Ausdruck  wird  am  kleinsten^  wenn: 

'  I       /y-/r~Q  Q    (i-.z)Mi-f 22) 

weicher  Ausdruck  kleiner  als  x,   und  folglich  auch  kleiner  als  z 
ist;  und  es  wird  hier: 

*p 


W — 5p--f  y ip ^-i^fp» 

In  dem  Bogen  W^D,  oder  wenn  x  >  x, ,  aber  x  <  z,  wird  der 
Krüimnuiigsbalbmesser  wieder: 

^  *"  Q(»-x)  +  jptl-xj»-/r(l-x)»+/Z'(a-xy 

Dieser  Ausdruck  wird  zwischen  den  Grenzen  x  «k  x,^  ond  x  «3  s 
am  kleinsten,  wenn  x  s  z,  und  wird  hier: 


auf  die  6«mi|m  itos  GMohgewtdito  imd  der  Bewegung,       841 


Id  ro  wird  der  KruramangshaUNneMer: 

^  ■"  ip(i— X)»  — zr(i  — x)  +  /r(a— X)  • 

Dieser  Ansdrack  wird  zwischen  den  Grenzen  x  =9  s  und  x  >^  1 
§m  kkinstep»  wem  1 «»  1»  oder  in  B,  nnd  es  wird  hier  der  Krum- 
mangshaibmesser : 

Es  ist  hier  ^«  <'^t  und,  weil  z  >  |1,  auch  ««  <  ^t*  Es  kann 
ferner  andi  bewiesen  werden«  dass  e*  <  9s  »^  Di^  Abseisse  des 
ff  Mtepgecheaden  P^ktas 

*  '=•  t*  T^  p  '  I« 

ist  namieh  immer  kleiner  als  x,.    Hieraus  folgt  dann; 

Q     (l-z)»(l-f2z)  ^_ 

und  durch  gleiche  Mnhiplication  auf  beiden  Seiten: 

Q"    (i^«)Mi  +  2«)'  ^n.   (z-iOO-zjUgz  +  l) 
_ -^ <;q. p ,  ^ 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
addirt: 

Es  ist  jetzt,  wie  man  leicht  sieht,  weil  z  >  |l : 

(I  -> %y  (4z«  + 1»)  ^  2z«0— zr 
2h  "^       i> 
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und  folglich: 

g  . — j —  +  — . pr"        <2Q. — j;     . 

woraus  hervorgeht,  dass  q^  <  Qt.  -  Der  Körper  wird  folglich  in 
diesem  Falle  zuerst  in  B  fcredien. 

Es  Gnde  jetzt  der  Fall  (Pig.SO)  statt,  wenn  z  >  Xi»  aber 
<  X,  ist.  Die  Last  Q  befindet  sich  alsdann  zwischen  beiden 
-WeiKlepittikten. 

Der  Krümmaiigshalbaiesser.  des  Bogens  AWi  wird  fertwÜH 
rend  der  kleinste  in  A  sein  und  ist  hier  gleich  ?i. 

Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  WiD  ist,  wie  vorher, 

am  kleinsten  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse 

^       ,       /y-^/T-Q      ^,,   Q    (l^z)>(l  +  l^) 

insofern  (fieser  Werth  kleiner  als  z  ist,  und  dar  Kriimmmigpliaib* 

messer  wird  hier  gleich  Qt-     Ist  jener  Ausdruck  dagegen  grösser 

als  z,   so  ist  der  Krümmungshalbmesser  am  kleinsten  in  D  und 

wird  hier  gleich  —  q^,  weil  ^3  in  diesem  Falle  negativ  wird. 

In  dem  Bogen  DW,  wird  der  KrümmungsfaattMiiesser: 

__  « 

Dieser  Ausdruck  wird  am  kleinsten,  wenn: 


p     -  r     p  •        |.      ' 

■ 

insofern  dieser  Werth  grösser  als  z  ist.    Es  wird  hier  ahdann  der 
Krümmungshalbmesser  gleich: 


Qb  = 


4p 


^21  ^  D  2I*~ +"P*  • 


p  21« 

Ibt  dagegen: 
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«o  »t  der  ErimiBiingBhalbnieeser  dieses  Bogen»  am  Ueiasteo  in  D, 
lUid  taier  gleich  ^a. 

1b  dMi  Bogeo  W,B  ist  endiieb  der  VruiDidUBgehaltmieflfler 
am  kleioBten  in  B»  und  hier  gleich  94. 

Sa  ist  jetzt,  wein  x  <  |I,  aaeb,  wie  mau  kieht  sieht,  ^1  <  ^a 
und  Ci  <  ^t.    lat 


p  1»         ^        2       ' 

und  hieraus  durch  Multiplicalion  auf  beiden  Seilen  mit 

21» 


I 

I  und  Addition  von 


o    il- 

V  •  IT  +  7  • 2M <• ''  •       n —  T  <  — äP — "• 

Es  ist  fenor,  weH  z  <  I  —  z,  aod  i  —  z  >  4-1: 

V  .  g-  < 51 —  <  V  •  — äii — 

Addirt  man  hier,  so  findet  man  gleich  ^i  <  ^s. 

ist  dagegen  z  t=;  oder.  >  |U  so  ist,  wie  man  JMcht  sieht, 
f4  «roder  <  ^t  und  ^^  <  —  ^a,  und  wenn: 

so  ist  yoriier  bewiesen,  dass.  ^%  <  ^t*  Nur  wenn  p  c=s  o  und 
t«=:^|;  wArde  ^i<(s^a^=»9«  und  fol^bch  der  Balken. in  der 
Mitle  uod  an  beiden  Emden  ^kh  gebogen  8»ii.   Dieser  Fall, kam 
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indesseR  nicht  statt6oden,  da  niemab  das  Gewicht  des  Balkens  ab 
gleichförmige  Belastung  vorhanden  ist. 

fan  ANgemeinen  wird  fcdglich,  wenn  i  <  4U  der  Korper  an 
stärksten  in  A  gebogen  sein,  wenn  z  >  |I,  dagegen  in  R  tat 
s'b  ^I,  wirä  der  Balken  gleich  stark  in  A  ood  B  gebogen,  und 
zwar  starker  als  in  jedem  anderen  Punkte. 

Die  grösste  Belastung  innerhalb  d^  Eüastioititsgrenie  wird 
durch  die  Gleichung: 

Bc 

bestimmt,  wo  q  der  kleinste  Krümmungshalbmesser  der  neiitralen 
Axenschicht  ist   Wenn  foiglieh  z  <  |l  ist,  wird  an  dieser  Grenae: 

ap*'  +  q- — n — "*  et^' 

und  wenn  z  >  ^1,  durch  die  Gleichung: 

Diese  beiden  Gleichungen  können  durch  eine  einzige .  ausgedrückt 
werden 9  nämlich,  wenn  man  durch,  k  den  Abstand  der  Last  Q 
von  dem  nächsten  eingemauerten  Endpunkte,  durch  h  den  Abstand 
von  dem  entfernteren  bezeichnet: 

§.  17a 

Setzen  wir  Q  «:  o,  so  dass  der  Körper  mar  dorch  die  gieich- 
iormige  Belastung  gebogen  ist  (Fig.  83).  Es  wird  alsdann  die 
Gleichung  der  neutralen  Axensöhicbt: 

i     z«(l-i)' 

Der  tiebte  Punkt  wird  in  der  Mitte  C  sein,  und  den  Pfeil  des 
Herunterbiegens  findet  man,  indem  man  ki  dieser  Gfeiehnng 
X  SS  ||  setzt: 


1 


auf  die  CteebM  de«  OWcl^fewtdito  uad  der  atw^ggang,       8« 

felglich  nur  |  des  Pfeils,  wenn  der  Baikea  ia  beideti  Eodpwk- 
tea  nur  unterstiizt  wäre. 

Die  Ordinaten  der  Wendepunkte  Wi  und  W,  werden: 

xt  »  il  (8  +  VT). 
Der  KriiiMMiiigibilbmesser  wird  an  kleinsten  in  beiden  End- 
punkten A  und  B,  und  hier  ^ekb: 

«ad  die  grftMle  Mustüg  ionerMb  der  EUiMlütap^mt  wkd 
durch  die  Gleiebufig: 


P  = 


El>,c 


bestiainrt.  Die  gleicUormige  Bebstang  kann  folglicb  mn  <fi6  HÜie 
g^JMser  sein,  als  wenn  der  Balken  an  beiden  Enden  nur  frei  «uF- 

Die  Lange  der  neutralen  Axenaobidit  iwiachen  den  beiden 
eii^^enauerten  fiaden  wird: 

p  -  jVl  +  (d«y)«   A%  « /(l  +  i  (d,y)«)  dx. 

o  o 

Es  ist  jetzt: 

d,„  P    l*x-3^«'^^te' 
d.y  -  - . jg 

Slabititnirt  man  <fiesen  Werih  und  iutegrirt^  so  findet  OMnt 

"       *"^'««'    604Ö0' 

■ 

ood  hierMS  wieder:  \ 

.*     P* 


1    =    8   — 


f»  •  60480' 

durch  wekhe  Gleichungen  die  Lange  des  Bdkens  swischea  beiden 
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Maoeni  uod  der  Abstand  der  Maoem  gegenseitig  durch  einander 
bestimmt  werden,  so  dass  keine  Langenausdebnung  der  neutralen 
Ax^iaebicbt  stattfindet 

Es  sei  ein  prismatischer  Baiken  in  mehr  als  zwei  Punkten 
horizontal  unterstützt  Wenn  der  Balken  absolut  unbiegsam  wäre, 
so  wurde  nach  §.  26  d«r  Druck  auf  jeden  Unterstilaungapunkt 
zwischen,  gewissen  Grenzen  unbestimmt '  sein.  Ist  dagegen  der 
Körper  elastisch,  so  kann  der  Druck  auf  jeden  Unterstiitzungspunkt 
immer  bestimmt  werden. 

Betrachten  wir,  um  hier  nur  ein  c&ifiiehes  Beispiei  anzug»* 
ben  (Fig.  84),  einen  pri9matischen  Körper,  an  vier  ia  gleiebem  Al^ 
stand  gelegenen  Punkten  unterstutzt  und  nur  von  einer  gleich- 
massigen  Belastung  gebogen.  Es  sei  die  Entfernung  der  Unter- 
stutzungspinkte  gleich  I,  und  <fe  Belastung  auf  jeder  Langeneinhdt 
gleich  p.  .Bezeichnen  wir  durch  tl^  i7',  ET*  und  IF"  die  Druck- 
kräfte respective  in  A,  B,  G  und  D.  Diese  miissen  dann  nach 
§.26  die  Bedingungen  erf&Hen,  dass  ihre  Summe  gleich  der  gan- 
zen Belastung  ist,  und  die  Summe  ihrer  Momente  in  Bezi^^  auf 
einen  beliebigen  Punkt,  z.  B.  G,  gleich  dem  Momente  der  ganzen 
Belastung  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  Man  hat'  demnach  die 
zwei  folgenden  Bedingungsgleichungen: 

zr+/r  +  ir'  +  ir"  =  3pi, 

in  +  IT  — IT"  «  f  pL 

Betrachten  wir  jetzt  die  Form  der  neutralen  Axenschicht 
Nehmen  wir  B  ab  Anfangspunkt  der  Goordinaten  an,  und  beMioh- 
nen  wir  durch  9  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  ho- 
rizontalen Abscissenaxe  bildet,  und  zwar  so,  dass  wir  diesen  Win- 
kd  als  positiv,  wenn  die  Tangente  an  der  linken  Seite  nach  unten 
gekehrt  ist,. als  negativ  betrachten,  %enn  sie  an  dieser  Seite  nach 
oben  gekehrt  sein  sollte. 

Die  Gleichung  des  Bogens  AB  ist  aladaon: 


auf  die  Gesetze  des  Glstchgewiclite  uod  der  BeirepMig.       fM7 

Es  soll  hier  y  es  o  sein,   wenn  x  =  I,   was  die  Bedingnngs- 
gleichciiig 

o  es  s^ ^ — I-  if  taog  w 

giebt,  oder:  ' 

t 

Die  Gleicfaaog  des  Bogens  BG  wird: 
«d,ty  «  4p  (21  —  X)«  —  JT'Ö  —  x)  —  /P"(21  —  X), 

td.y  =  p  (21»x  -  Ix»  +  j)-  n"(lx  -  y) 

—  IT"  (2lx  _  2^^  _  e  tang  w, 

y     =    i   (1»X«   -^    +  ^j^_   (^--^j 

^  fix*  —  y}  —  X  *flng  «• 

Setzt  man  liier  x  =  I,  so  wird  y  =  o,  und  man  erbält  folglich : 
o  =  llpl*  —  liT'l*  _  fiT'l»  —  U  tang  CS, 

and  hieraus: 

» 

8s  witd  endlicb  die  D^^Berentialgleiehnng  des  Bog^os  €D: 
«d«*  j  =»  ip(21  —  X)«  —  ir"(21  —  X). 

üap  mm  hw  «o  totegrirem  diss,  lu^ean  x»  I,  sd,ey.ttnd  y  dss- 
a^ben  Wertb  wie  in  dess  Böge»  BG  erhalten»  nämlich  dess: 

fid,y  «  ipl»  —  i/T'l«  —  |/r'1«  —  €  lang  a», 

nnd  y  SS  0  wird.    Man  erhUt  dann : 


I 


MB      MeaMbiteke  BgAoMhaflin  dar  Kiii^  ood  d«MD  BiolMs 
«d.y  =  p  (2I«x  -  Ix«  +  ^^  ~  /T'  '^ 

—TT"  (2U  —  ^\—t  lang  o», 
^  1  U*  —  -g- j  —  X  lang  w. 


S«tit,  man  hier  x  =  21»  so  .soll  y  ==:  o  sein,  wm  die  folgende  Be* 
diogmigsgieichuiig  gie1>t: 

Q  »  2ph  —  tlT'l»  —  ♦EP'I»  —  2ltf  Ung  «I, 

oder: 

517"  +  16/r"  +  ^^i^  -  12pL 

Dm  die  fanf  unbekannten  Grossen,  /t;  27,  /^^  IT''  und  tang  w 
zu  bestimmen,  hat  man  also  die  folgenden  fiinf  Gleichungen: 

/r+ZT +  /f'  +  /r"  ^  =  3pi, 

2i7+/r  —IT"  «  Ipl, 

5/r'+  i6/r"+  i^?f5i^  =  i2pi, 

Hieraus  findet  man  dann  leicht: 

Ungw=»THi^' 
IT«  ZT"  =  4pl,  IT  »  ZT'  -  HP»» 

durch  welche  lettten  Gieichangen  die  bei  unbiegMOMn  Kapern  un- 
bestimmten Drackkralte  auf  die  Unterlagen  hier  bei  emem  elaati- 
sehen  Körper  bestinmt  sind.  Sobstitoirt  man  diese  WerAe,  so 
erhält  man  die  Gleichung  des  Bogens  AB: 


attf  die  OMfitM  dae  GMohgimabls  uftri  dar  Bewigitiig:     M9 
die  GMcinnig  des  Bogens  BC: 

y  ■■  T  V      120  "^   20  12    "^  24^' 

und  die  Gleichung  des  Bogens  CD: 

p  /fli*         671»]t         31«x«         41x«         i*\ 
^  *    f  V60    "~    120     "^      5  15     "^^  2V* 

Es  ist  hier  iDrtwIhreiid  B  als  ABfangspnnkt  der  GoordiMteB  angfr- 
sahen.  Setit  man  in  der  letsteo  tileichoag  1  +  x  statt  x,  so  er- 
erhilt  nun  diesefce  Gleicbimgt  wie  die  des  BogeM  AB»  woraas 
henrorgehtf  dass  der  Bogen  CD  genau  diesdbe  Fem  wie  d^ 
Bogen  AB  hat,  welches  man  auch  vorher  wissen  konnte,  da  der 
Bdken  symmetrisch  Ton  beiden  Endpunkten  an  unterstätzt  ist 

Die  Afascisse  des  tiefsten  Punktes  des  Bogtes  AB  wird  gefta* 
den  durch  die  Gleichung  dsy  ss  o^  oder: 

xt  _  |lxi  +  |l«x  +  ^1«  -  o. 

Diese  Gleichung  hat  drei  reelle  Wurzein,  nämlich  wenn  cosa  ==  |x 
gesetzt  wird: 

X,  «|l+Al«w-jt 


X 


.«♦l+tVeo.(^) 


x,«il+Alco8(^), 

wovon  nur  der  letzte  zwischen  o  und  I  liegte  und  gleich 

X  »  0,5493 1 

ist     Die  dieser  Abscisse   entsprechende  Ordinate  oder  der  Pfeil 
des  Bogens  AB  wird: 

f,  ==0,00688E!^. 

Die  AiMdflM  iks  tMbtea  Puakte»  de>  B«pM  BC  «M  x  »  4I, 
um]  es  wird  der  Pfeil  dieaet  Bogeos: 

r«  «tAt-^  =  0,00052 1.5|^. 
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Der  Pfeil   des  Bogens  CD  wird   gleich  deinfcnigen  des  Bo» 
gens  AB. 

Der  Kruitimangsbalbroesser  des  Bogens  AB  ist: 

_    ±$ ±iOg 

P  ~  "^pd^x)» —/TO— X)  ■"    p(i  — x)(l— 5x)  ' 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  der  Bogen  AB  einen  Wendepunkt  in 
W|  hat^  dessen  Abscisse  BT,  gleieh  |l  »t  Der  Krämttiimgs- 
halbmesser  des  Bogens  AW,  wird  dann  am  kleiorten  im  Poakte 
M,  dessen  AbsocMe  BK  »  |l  ist,  nnd  «s  wird  hier  derKrfim* 
mongshalbmesser: 

26« 

Der  Krämmungshalbmesser  des  Bogens  WiB  wird  am  kleinsten 
in  B,  wo  X  =:  0,  und  er  wird  hier: 

In  dem  Bogen  BC  wird  der  Kriimmungshalbmesser:  *^ 

___  d:f >•   •  - 

Dieser  Werth  wird  unendlich  gross  uimI  BG  hat  folglich  einen 
Wendepunkt: 

in  W„  wenn: 

x  =  BP,=i — jjj — .1, 

in  W|,  wenn: 

Der  KritemongShalfaiDesser  des  Bogens  BW,  wird  em  Bfinimom 
in  B,  und  hier  gleich  Qt>  Derjenige  des  Bogens  W^Ws  wird  ein 
Minimum  in  der  Mitte,  in  M,,  wenn  BP,  =»  ^i^  und  er  wird 
hier  gleich: 
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Der  Krümmungshalbmesser  des  Bogens  W3G  wird'  am  kleinsten  in 
G  und  gleich  Qz.  In  dem  Bogen  GU  werden  endlich  die  Krüm- 
mungshalbmesser gleich  denjenigen  des  Bogens  AB. 

Unter  diesen  drei  Minima  der  Krümmungshalbmesser  ist  Qt 
das  kleinste«  Der  Balken  wird  folglich  zuerst  in  den  roiHlereti 
Unterstützungsponkten  B  und  G  brachen. 

Ad  der  Elasticttätsgrenze  wird: 

10  €       Bg 

■ 

woraus : 

_   lO.T.g 

oder  die  gleichförmige  Belastung  kann,  wenn  der  Balken  aOf  die 
hier  betrachtete  Weise  unterstützt  ist,  11^  Mal  so  gross  sein,  als 
wäre  derselbe  Balken  nur  an  den  beiden  Enden  A  und  D  unterstüzt. 
Um  die  Länge  der  ganzen  neutralen  Axenschicht  zu  findeti, 
muss  man  besonders  die  Langen  der  Bogen  AB,  BC  und  CD 
suchen.    Es  ist  alsdann: 

AB  =.  jV(l.+  (dxy)*)  dx  =  J  (1  +  i  (d.y)«)  ds. 

Nun  ist  hier: 

d,y  =  -  yj.^  +  Tö  ~  .10"  +    c  j- 
substituirt  man  diesen  Werth  und  integrirt,  so  findet  man: 

In  Beeng  auf  den  Bogen  BC  ist: 

""y   -    «    V   ,    1,40  ■'"10  4     "T"    6  J' 

woraus: 

l«krb.*h  d«r  Xickuik.  23 
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BC  «1  + 


«•  •  XOOGIK) 


Der*  Bogm  CD  wird  gleich  AB.     Die  gaose  Lange  der  neutralen 
Axenschicht  wirdfol^ch: 


AB€D=s-3l+El.5^. 


woraus  wieder; 


31  =  e-£l. 


€ 


1008000' 


.§.  180.       . 

Es  sei  ferner  wieder  der  prismatische  Korper  an  einem  Ende 
fest  eingemauert  und  am  freien  Ende  von  einer  Kraft  gebogen, 
die  jetzt  aber  nicht  senkrecht  auf  der  Tangente  des  befestigten 
Endes  sei.  Decomponiren  wir  alsdann  diese  Kraft  P  in  zwa  Kräfte 
X  und  Y,  von  denen  die  erstere  parallel  mit  jener  Tangente,  die  zweite 
senkrecht  auf  derselben  ist.  Ausser  der  durch  die  Biegung  de^  Körpers 
hervorgerufenen  Ausdehnung  der  convexen  und  Zusammendruckung 
der  Goncaven  Seite  des  Balkens  wird  dieser  noch  durch  die  Kraft** 
X  ausgedehnt  oder  zusammengedrückt  werden.  Die  neutrale 
Axenschicht,  deren  Molekülen  ihren  Abstand*  nicht  geändert  haben, 
wird  dann  nicht  linger  durch  die  Schwerpunkt^  aller  senkrechten 
Querschnitte  gehen;  ja»  ej  kann  sein,  dass  gar  keine  neutrale 
Axenschicht  im  Körper  mehr  stattfindet.  Dagegen  wird  fortwah- 
rend der  Holekülarabstand  der  durch  die  Schwerpunkte  der  Quer- 
schnitte gehenden  cylindrischen  Schicht  durch  die  Biegung  nicht 
verändert  sein,  sondern  •am  durch  die  Ausdehnung  oder  das  Zu- 
sammendrücken  der  Kraft  X.  Die  Schicht  wird  dann  hier  die 
mittlere  Axenschicht  des  Körpers  genannt. 

Nehmen  wir  fortwährend  diese  Kraft  P  als  vertical  an;  der 
Körper  sei  aber  nicht  horizontal,  sondern  schräg  eingemauert.  Es 
sind  alsdann  zwei  Fälle  besonders  zu  untersuchen,  wenn  der  Kör- 
per schräg  aufwärts,  und  wenn  er  schräg  nach  unten  befestigt  isL 
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Wir  werden  zunächst  den  ersten  Fall  betrachten.  Es  sei  (Fig.  85) 
CO  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  am  festen  Ende  mit  dem 
Horizonte  bildet.  Man  nehme  diese  Tangente  als  Abscissenaxe  an, 
und  darauf  senkrecht  die  Ordinaten.  Es  seien  AB  =  a,  und  BC  =  f 
die  Abscisse  und  Ordinate  des  freien  Endes ;  AP  =s  x  und  PM  =»  y 
die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  mittleren  Axenschicht;. 
X  =  P  sin  ctf  und  Y  =  P  cos  oi  die .  Componenten  der  Kraft  P 
längs  der  beiden  Coordinatenaxen,  e  das  Biegungsmoment  dea 
prismatischen  Körpers.  Die  Differentialgleichung  des  Gleichgewichts 
wird  alsdann :  ^  * 

%d.«y  =  Y  (a  —  X)  +  X  (f  —  y). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

y  «  f  +  A  sin  ((X  +  B)!^)  +  X  ^^  -  ^)^ 
woraus  man  wieder  findet: 

Hier  sind  A  und  B  zwei  unbestimmte  Constanten,  weiche,  sowie 
der  Pfeil  der  Biegung  f,  dadurch  bestimmt  werden,  dass,  wenn 
X  =  0,  auch  y  =  0  und  d»y  =  o,  und  dass,  wenn  x  =s  a,  y  =  f 
ist    Man  erhält  hierdurch  die  drei  Gleichungen: 


f  +  A  sin  (bV^)  +  V  «. 


X 


Y 
X' 


o«Ay^cos(By^)- 

f  =-  f  +  A  Bin  ((a  H-  B)  y^). 
Aus  der  letzten  Gleichung  findet  man: 

und  folgfich: 

23* 
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.n(B|^)=.Vsin(,y^), 
cosf  By  —  j  =  :p  cos  (  **V~")' 

Substitiiirt  man  diese'  Werthe   in   die  beiden  ersten  der  obigen 
Gleichiiiigeii,  so  erhält  man: 

Y 


A  =  = 


Kl-(-K?)' 


—  a 


Substituirt  man  die  so  gefundenen  Werthe  von  A,  B  und  f,  so 
erhält  man: 

y      |''°('Vt)-"°(<---"Vt)  J 

als  die  Gleichung  der  mittleren  Axenschicht.  Bezeichnet  man  wie 
vorher  durch  q>  den  Winkel ,  welchen  di$  Tangente  am  freien 
Ende  mit  derjenigen  am  eingemauerten  Ende  bildet,  so  wird: 

Y  Y 

tang  9  =  7 7^  —  X 

•       xc.(.y^) 


X 


i-c.-(.yl) 


Die  Lange  der  gebogenen  mittleren  Axenschicht  findet  man 
durch  die  Formel: 
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;<■ 


(1  +  i(d.y)')  dx 


3  lang 

,    aY»   1  I  .        '     .    . 

s=  a  -I — ' —  ( L  1 


Da  die  tniltiere  Axenschicht  durcli  die  Krad  X  zusammengedrückt 
ist,  so  wird  folglich  ifare  ursprungliche  Länge  s  gefunden,  wenn  man 
zu  dem  obigen  Ausdruck  die  durch  X  Iiervorgebrachte  Verkurzupg 

s  .  X 
E.  F' 

oder,  was  davon  selir  wenig  verschieden  ist, 

'       a  ,  X 
E~F 

addirt,  wo  F  den  Flacbeninhalt  des  Querschnittes  bezeichnet.  Man 
hat  folglich: 


»Y«  ) 


'     3  lang 


''  I  2  cos.  (  ayT  j 


Hieraus  erhält^  man  wieder  annäherungsweise,    weil   die  Biegung 
als  klein  vorausgesetzt  ist : 

3  lang 
^  il!  )  ^  .  V    r    g/         r        ßX 


2  cos»  f  sl/^)  2  sl^^ 


Der  Krümmungshalbmesser  der  mittleren  Axenschicht  wird: 

^   t 

^  "      Y(a-x)  +  X(f-y) 

Dieser  Werth  wird  am  kleinsten,  wenn  x  und  y  =  o  sind. 
Der  Körper  ist  folglich  am  stärksten  am  eingemauerten  Ende'  ge- 
bogen, und  es  wird  hier: 

^  ""  Ya  +  Xr 
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oder,  wenn  man  den  Wertb  von  f  subslitutrt, 


1^ 


VTu 


Y  lang  f  ^Yt)  ^  **°^  C* V"?") 

Bezeicbnen  wir  wie  vorher  durch  c  die  Entfernung  von  der 
milderen  Axenschicht  der  am  meisten  entfernten  Faser  der  con- 
vexen  Seite,  durch  c'  die  Entfernung  derjenige!)  der  concaveo  Seite, 
und  bemerken»  dass  ausser  der  durch  die  Biegung  hervorgebjrach- 
ten  Ausdehnung  oder  Zusammendröckung  der  Fasern  diese  alle  noch 
durch  die  Kraft  X  zusammengedriickt  sind,  so  findet  man  hier  die 
Verlängerung  der  äussersten  Fasern  der  convexen  Seite  Tür  die 
Längeneinheit  gleicht: 

Wird  dieser  Ausdruck  negativ ,  so  bezdchnet  dies ,  dass  hier  eine 
ZusammendriJckung  statt  einer  Ausdehnung  stattfindet. 

Die  Zusammendrückung  der  äussersten  Fasern  der  concaven 
Seite  wird  für  die  Längeneinheit  gleich: 

\   1    ^/       X        p  {__ \   f        *      /_  stnctf 

KXT  "^  EF  "=  ^  j  VcPsincii  BF 

9 

Bezeichnet  man  jetzt  vs4e  vorher  durch  T«  den  absoluten, 
durch  Tr  den  rückwirkenden  TragfShigkeitscoelBcieQteii ,  so  ist  an 
der  Elasticitatsgrenze  auf  der  convexen  Seite: 


(al/^L^) 


Ic.cosoi.langi 
^a  _  p  I N  y       *      / Sin  fii 

^'^       \  VcPsiDCci  KP 

und  auf  der  concaven  Seite: 


I       / 
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Ic' .  cos  CD .  tan 


r^yv  sin  u»^ 


Jr       p  ( \   f        *       ^  ^_,  Sin  ta] 

ß  *°       f.  VcP  sio  Ol  '^    ßP 

Der  kleinste  Werth  von  P,  welcher  aus  diesen  Gleichungen 
erhalten  wird,  darf  dann  nicht  überschritten  werden. 

§.  181. 
Es   sei  jetzt  die  Richtung  des  eingemauerten   prismatischen 
jf  orpers  schräg  nach  unten  (Fig.  86).    Man  hat  alsdann^  wenn  die 
Bezeichnungen   des  -  vorigen  Paragraphen   fortwährend   angewandt 
werden : 

€dx«y  =  Y(a  — X)  — X(f-.y). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

»•    a  '      «        Y 

y  «  f  —  Ae  —     Be  —  ^  (a  —  x), 

WO  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensysteqiis  bezeich- 
net   Hiei^us  findet  man  dann: 

.dxy^Ayfe  -Be  +  ^. 

Es  sind  hier  A,.  B  und  f  drei  unbestimmte  Coustanten^  welche  da- 
durch bestimmt  werden/  dass,  wenn  x  =  o,  auch  y  =:  o  und 
d^y  qic  o  ist,  und  dass,  wenn  x  =  a,  y  =  f  wird.   Man  hat  folglich: 

•'  T    -  '»^  *r   Y 

o  ==  f  *-  Ae    —  Be        —    x"  ®^ 


o  ==  AI/  —  e      — 

r  « 

f=«f-.A  — B. 
Es  folgt  hieraus: 


.v^  -.1^ 


Be        +  X 
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V 


ß  =  — A  = 


n{:%-'') 


X  l/X 


•  r  —        -•,    , 


-        Y  y  e  —  e 


f    e      e  +  e 


Diese   Werthe   substituirt    gebeo   die   Gleichungen   der   milUeren 
Axenschicht : 


y  =  V  <  ^  + 


(e^--^^^-  ;'-'^^)-(e'^-e~'^| 


VT    --VT 


Y^r^'-. 


Man  findet  ferner  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  am  freien 
Endpunkte  mit  derjenigen  am  eingemauerten  bildet: 

'        e  +  e 

Die  Lange  der  mittleren  Axenschicht  findet  man  (furch  die 
Formel  f 


/■ 


(i  +  Kd.y)*)  dx 


iOr         i/ic 


,  aY»    ).-  3         e        —  e 


f*e.        +e  \e  +e  /) 

Diese  mittlere  Axenschicht  ist  durch  die  Krall  X  ausgedehnt,  und 
um  ihre  ursprüngliche  Länge  zu  finden,   muss    man   folglich  von 

dem  obigen  Werthe  —^  subtrahircn.     Man   hat    folglich    die    ur- 
sprüngliche Länge  des  prismatischen  Körpers: 


\ 


I 
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ar  —     —  a 


.   aY»  ),  3         e     •—  e  , 


X* 


f    «    e         +  e  \e  +  e  /  ' 


_  aX 

EP' 

woraus  man  wieder  annäherungsweise  findet: 

_.         sY*/,  3    •      e         -  e J f 

" "  ^  T  n'  4sv^  .vi:  _  .Kf  -^  ( .r^  -  .ny 

^  EF* 

Der  Krüaunungshalbmesser  der  miUleren  Axensohicht  wird: 
oder,  wenn  man  die  Werthe  von  f  und  y  subsliluirt. 

♦  _   yxi  e  +    e 

e  —  e 

Dieser  Werth  wird  am  kleinsten,  wenn  x  =  0,  und  der  Körper 
wird  folglicii  am  eingemauerten  Ende  am  stärksten  gebogen.  Es 
wird  hier: 

ylU      e        +    e 


Q  = 


.vT  --n 

e        —    e 


Ausser  der  durch  die  Biegung  hervorgecufenen  Aindehnüng 
oder  Zusamroendriickung  der  Fasern  werden  noch  alle  durch  die 
Kraft  X  ausgedehnt  werden.  Bezeichnet  man  wie  vorher  durch  c 
die.  Entfernung  von  der  mittleren  Axenschicht  der  am  meisten  ent< 
fernten  Fa^er  der  convexen  Seite,  durch  c'  die  derjenigen  der  con- 
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caven  Seite ,  so  wird  die  Verlängerung  dieser  taser  auf  'der  con- 
vexen  Seite  für  ^e  Längeneinheit: 

.K?    -.VT 

cor         e       —   e %_ 

.        •      * 

e       +   e 
tind   die  Zusammendrückuiig  der  aussersten  /  Faser   der   concaven 
Seite  wird  iiir  die  Längeneinheit: 

cY         e       —   e  X 


e       +   e 

Wird  dieser  letzte  Ausdruck  negativ,  so  beeeiclmet  dies,  dass  auch 
hier  eine  Ausdehnung  staltfindet. 

Ah  der  Elasticitätsgrenze  der  convexen  Seite  wird  maii  dann, 
wenn  man  in  dem  obigen  Ausdrucke  statt  X  und  Y,  P  sin  oi 
und  P  cos  ca  subsütuirt,  erhalten : 

Ta            nie*  COS  Cd       6                 « —      6  ,        Sin  Ol 

aas  F  <T7  _     .       '>  •         ,  ^-    .      . ^^    .     .      "T 


e  +    e 

An  der  Elasticitätsgrenze  der  concaven  Seite  wird  ebenso: 

1l  —  P  Je' .  cos  Ol     e —    e ^    sin  w 

^  ""      J  Vi?  sin  Ol  '    ^l/^P»i»u>  ^  LTP  »IBM     "^      EF 

V  e  +    e 

Der  kleinste  Werth  von  P,  welcher  diesen  Gleichungen  ge- 
nagt, darf  dann  nicht  übersehritten  werden. 

Wenn  die  Last  P  sehr  klein  in  Bezug  auf  das  Bieguogs« 
moment  s  ist,  was  gewöhnlich  der  Fall  ist,  so  kann  oian 
die   trigonometrischen    und   exponentielien   Fuoctioiien   der    For<* 
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meki  .der  beiden  ieteten  Paragraphen  kl  Reiben  entwickeln 
und  die  höheren  Potenzen  von  —  vernachlässigen.      Man   wird 

c 

dann  als  die  Gleichung  der  mittleren  Axenschicht  .der  in  den  bei- 
den vorigen  Paragraphen  betrachteten  Fälle  Bnden: 

Pcos  w  /ax'        x«\ 
und  ferner: 

-         P  cos  tJ     a* 
I  =  — — —  ,  — -, 

•  %  «  3 

P  cos  w     a* 
lang  4jp  = —  .  yt 

P«  cos*  w     «•  _  P  .  sin  ft»  .  s 
*  -  *  7*        •  15  •*"  •        EF        • 

WO  in  der  letsteo  Gleichung  das  obere  Zeichen  anzuwenden  ist, 
wenn  der  Körper  schräg  nach  oben,  das  untere,  wenn  er  schräg 
nach  unten  eingemauert  ist.  An  der  Elasticitätsgrenze  der  con- 
vexen  Seite  wird  ferner: 

T«         «j  f  ca  cos  w    _  sin  w\ 

und  an  der  Elasticitätsgrenze  der  concoven  Seite: 

Tr  _  p  f  Ca  cos  üt         sin  (ü\ 

Hieraus  Gndet  man  dann  wieder: 

p  _  €  .  Tm.  F 

ca  BF  cos  Ol  7  c  sin  0»  ' 

oder : 

«.Tr.F 


P  = 


ca  EP  cos  fti  :!:  c  sin  of 

wo  c  iD  der  ersten  Formel  den  gröa^ten  Abstand  einer  Faser  der 
convexea  Seite,  in  der  letzten  Formel  denjenigen  einer  Faser  der  oob- 
caven  Seite  von  der  mittleren  Axenschicht  bezeichnet.  Der  kleine 
der  beiden  auf  solche  Weise  gefundenen  Werthe  der  Last  P  darf 
dann  nicht  nberschiitten  werden. 
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Nimmt  wm  in  einem  neuen  CoordiaAtensystem  die  horizontale 

Linie  AB'  (Fig.  85  und  86)  als  Abscissenaxe  an   und  die  Ordina- 
ton  senkrecht  darauf,  folglich:. 

AP'  =  x',  P'M  =  yS 

so  wird: 

» 

y  =  y'  cos  ci>  ±  x'  sin  o», 
und  folglich: 

y'  =  — - —  zc  x'  taog  w, 

•^  cos  (JJ  ^  °      ' 

oder,  wenn  man  den  Wertb  von  y  substituirt: 

,        P     fax*        x»\        ,, 
y'  =  Y-  V2 6  j^PxMaugw. 

Wenn  der  Winkel  w  sehr  klein  ist,  so  wird  auch  y'  immer  sehr 
klein.   Man  kann  alsdann  die  mit  der  als  klan  angenommenen  Grosse 

—  multiplicirte  Grösse 

"2  T      ' 

in  die  davon  nur  wenig  verschiedene  Grösse 

.2  6 

ändern,  wo  a'  die  neue  Abscisse  des  freien  Endes  bezeichnet.   Man 
erhält  dann  in  degi  neuen  Coordinatensystero : 

,       *  P    /a'x'*  x'»\  , , 

was  mit  der    im   §.  170   auf  andere  Weise    gefundenen    Formel 
übereinstimmt. 

§.  183. 
Wir  wollen  fortwährend  den  prismatischen  Körper  als  an  einem 
Eiide  fest  eingemauert  annehmen,  so  aber,  «dass  die  Tangente  an 
diesem  Ende  vertical  aufwärts  gerichtet  und  der  Körper  am  oberen 
freien  Ende  durch  ein  Gewicht  P  gebogen  ist  (Fig.  87),  Es  kommt 
dies  darauf  hinaus,  im  §.  169  den  Winkel  w  gleich  90**  anzu- 
nehmen.    Man  hat  alsdann  die.  Dinbrcnlialgloichung :  • 
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sd^^y  =  P(f-y), 
wo  f  die  Abweichiing  BC  des  oberen  freien  Punktes  C  beteiebaei. 
Das  vollständige  Inlegrul  dieser  Gleichung  ist: 

j  -  f  +•  A  Bin'(xyX)    +   B  coß  {^Yt) 

m 

Hieraus  erhalt  man  dann  ferner: 

d.y  =  A|/X.cos(xyT)-By^|.si„(s|^).       . 

Die  Constanten  A  und  B  müssen  hier  so  bestimmt  werden,  dass, 
wenn  x  =  o ,  auch  y  =  o  und  d,y  =  o  ist.  Man  erhält  dann 
hieraus : 


o    =    f  + 

woraus: 


rr- 


A  =  o,  B  =  —  f. 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  findet  man  die  Gleichung  der 

mittleren  Axenschicht: 

.      •       • 

y  =  f(l_COB(x|/^)). 

DifTerentiirt  man  diese  Gleichung,  so  findet  man: 

^,,.^E..ü,(.vT). 

Wenn  in  der  Gleichung  der  mittleren  Axenschicht  x  =  a  gesetzt 
wird,  so  soH  y  =  f  sein.     Dies  giebt  die  Bedingungsgicichung: 


COB 


woraus : 


j,.,   -    ^    (2n  +  1)  ^ 


oder: 


und 


.vT- 


a  = 


2 

(2n  4-  1)  w 
2 


VI 


p  _    (2n  -f  l)«7i>e 
""  4a« 
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wo  n  irgend  eine  «ganze  positive  Zahl  oder  Null  bezeichnet  Be- 
zeichnet man  wie  vorher  durch  9  den  Winkel,  welchen  die  Tangente 
am  fireien  Endpunkte  mit  der  verticalen  Absciaseiiaxe  biMet,  so 
findet  man,  wenn  man  in  dem  obigen  Werthe  des  Differentialcoef- 
ficienten  d^y»  x  =  a  setzt: 

WO  das  obere  Zeichen  anzunehmen  ist»  wenn  n  eine  gerade,  das 
untea*e,'  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Die  Lanire  der  mittleren  Axenschicht  wird: 


1(1  +  t(d.y)0  dx  =  a  +!!?  r«n«(^iy  l^j  dx 


=  "  +  TT 


a  +  T    T  =  n^  +  TT> 


Da  die  mittlere  Axenschicht  durch  die  Krall  P  zusammenge- 
druckt ist,  so  findet  man  die  ursprungliche  Länge  s  des  prismati- 
schen Körpers,  wenn  man  zu  dem  obigen  Ausdrucke  die  hierdurch 
hervoi^brachte  Verkürzung 

sP 
EF 

addirt,  wo  F  fortwährend  dea  Flächeninhalt  des  Querschnittes  be'» 
zeichnet.    Man  findet  Tolgiicli: 

»  =  «  V  +  T  •  ry  +   EP 
Hieraus  findet  man  dann  den  bisher  unbekannten  Pfeil  der 


-f 


iL 

P 

a    - 

c 


oder,  wenn  man  den  obigen  Werth  von  a  sobstituirt : 
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T/1 

vT 


=  2y^ 


28  (BF  -  P)  VW—  (2n  -f  l)3rBFf 


(2n  +  1)  »  PBF 

Die  Fig.  87  entspri€bt  dem  Fflle,  wenn  n  ==  o  ist    Es  wird 
alsdann: 

■  =  T  y  P' **"«y  =*  7  T  =  TT  • 


Die  Fig.  8S  «teilt  den  Fall  vor,  wenn  n  =  1.   Es  ist  alsdann: 

3>rl/T    ^  *    -i/T  3»     f 

"  =  -%  V  "P '  *'"««*  =  -  f  V  T  "  ~  Y  •  T' 

Wenn  x  s=  AP  ss  -fa,. so  ist  y  s=  PH  =:  f  =  BC,  und  wenn 
X  =.  AP*  =r  |a,  so  ist  y  =  P'M' =  2f  =  2BG 

Die  Fig.  89  stellt  den  Fall  vor,  wenn  n  =  2.  Es  ist  alsdann: 

y='yT='  ?T' 

Wenn  hier  x  b  AP  =  |a,  so  ist  y  =  PM  =  f; 

wenn  x  =  AP'  =  |a,  so  ist  y  =  P'M'  =  2f ; 

wenn  x  =  AP"  =  |a,  so  ist  y  =  P"M"  =  f; 

und  wenn  x  =  AP"^  =  |a,  so  ist  y  =  o. 
Und  so  fort  für  die  folgendeh  Werthe  von  n. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  mittleren  Axenschicht  wird: 

Pf  cos  (»Vt) 
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Dieser  Ausdruck  wird ,  ausser  im  Endpunkte  d(ler  wenn  x  =  a, 
noch  unendlich  werden  und  die  raiUlere  Axdnschicht  folglich  einen 
Wendepunkt  haben,  wenn 

cos  l  X  y  —  I  =  o 
ist^  woraus:^ 

*  V  T 2 '  "  =  ^2 -VT"' 

WO  ra  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bex^ichnet,  nur  .dass 
immer  x  <  a ,  folglich  2m  +  1  <  2n  -|-  1 ,  oder  m  <  n  ist.  \\\ 
dem  Falle  (Fig.  87),  wenn  n  =  o,  wird  folglich  kein  Wendepunkt 
stattfinden.  In  dem  Falle  (Fig.  88),  wenn  n  =  1,  wird  dagegen 
ein  Wendepunkt  stattfinden,  wenn  m  =  o,  folglich 

ist,  oder  im  Punkte  M.  In  dem  Falle  (Fig.  89),  wenn  n  ^=:  2, 
werden  zwei  Wendepunkte  -stattfinden,  nämlich  erstens  wenn 
m  =  0,  folglich 

oder  im  Punkte  M,  und  zweitens  wenn  m  =  1,  folglich 

^  "~  2   V  p  "~  ^^' 

oder  im  Piinkte*  M".  Es  wird  überhaupt  in  jedem  Punkte  der 
mittleren  Axenschicht,  dessen  Ordinate  gleich  derjenigen  des  freien 
Endpunktes  ist,  ein  Wendepunkt  stattfinden,    weil,   wenn  y  =  f , 

C08(^XJ^-J=    o 

ist.  — 

Der  Krümmungshalbmesser  wird  im  Falle  (Fig.  87)  in  AC, 
und  in  den  übrigen  Fällen  in  AM  gleich: 


i«> 
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Pf  cos  (»V^) 
Dieser  Aasdrock  wird,  weil  hier 


■V?- 


oder  <y 


ist»  eiD  Miiiimiim,  wenn  x  =  o,  oder  im  eifigemaoerten  Endpookte, 
und  es  wird  hier: 

In  den  Fallen  Fig.  88  oder  Fig.  89  u.  s.  w.  wird  der  Kriunmungp- 
balbmesser  der  folgenden  Bogen  irom  Wendepunkte  M  zum  End- 
punkte C  oder  zum  nächsten  Wendepunkte  W\  gleich: 

uml  es  wird  dieser  Ausdruck«  weil  hier 


■Kt>I 


and  <    2 


ist,  ein  Minimum,«  wenn 


•V? 


ist,  folglich  im  Punkte  H',  und  es  wird  hier  der  Kriifluaungshalb* 
messer  gleich  ^i.  Ebenso  6ndet  man,  dass  (Fig.  89)  in  dem  Bo- 
gen M"G  der  Krümmungshalbmesser  am  kleinsten  in  P"  ist,  und 
hier  fortwahrend  ^eidi  ^i.  Der  Körper  wird  folglich  gleich  stark 
und  am  stärksten  im  eingemauerten  Endpunkte  A  und  in  der  Mitte 
zwischen  je  zwei  Wendepunkten»  oder  zwischen  dem  letzten  Wende- 
punkte und  dem  freien  Endpunkte,  gebogen  werden,  d.  h.  in  jedem 
Punkte,  dessen  Ordinate  entweder  ^eich  o  oder  gleich  2f  ist. 

Bezeichnen  wir  durch  c  den  Absland  der  am  meisten  ent- 
fernten Faser  der  im  Befestigungspunkte  A  coaTexen  Seite  des* 
Körpers  ?on  der  mittleren  Axenschicht,  durch  c'  denjenigeo  der 
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am  meisten  entfernten  Faser  der  in  A  concaven  Seite.   Man  findet 

die  Verlängerung  der  äqsseraten  Faser«  der  eonvexen  Seite  in  den 

Punkten  A/P'"  u.  s.  w.»  deren  Ordinalen  gleich  Null  sind,  iiir  die 

Langeneinbeit  gleich: 

cPf        P 

T  ~  Bf  • 


und  in  den  Punkten  M'  u.  s.  w. ,  deren  Ordinaten  gleich  2f  sind, 

gleich: 

cTf        P 

i  EF 

Das  Zusanmiendriicken  der  aussersten  Fasern  der  ooncafen  SeÜe 

findet  man  in  den  Punkten  A,  P'"  u.  s.  w.  iur  die  Lingenein- 

heit  gleich: 

CPf  ,    P 

und  in  den  Punkten  M'  u.  s.  w.  gleich : 

cPf       JP 
«    ^  BF' 

An  der  Elasticitatsgrenze  der  convexen  Seite  wird  folglich  in 

A,  P"'  u.  s.  w. :  1 

T.         cPf  _   P 
B    **     «  BP' 

in  If  u.  8«  w. : 

E    "*     «  BF' 

Ab  der  Etastiotftf^'eBze  der  oencaveii  Seite  wird  in  A,  P"'  u.  s.  w*: 

Tr   _  cTf  P 

E    ""     9     "*■  EF' 


und  in  M'  u.  s.  w.: 


Tr    _    cPf  ^ 

E    "■     «     ■•■  EF 


D^  kleinste  der  aus  diesen  Gleichungen  gefundenen  Werthe  von 
P  darf  diom  nicht  überschritten  werden. 
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Unter  den  verschiedenen  Formen  (Fig.  87,  86  rnid  89}^  wekbe 
ein  von  derwibeii  Kraft  P  gebogner  Körper  mnehaieQ  kann^ 
giebt  die  ente  (Fig.  72)  den  kleinsten  Werth  von  av 

n 


"  =  % 


worras 


P  = 


4a* 

Da  a  mthweBdigtrweise  kleiner  als  8  sein  itioss,  so  mos»  fe^i^icli» 
daant  diese  Biegung  stattfinden  kann, 

P  >   ''** 


4s» 

sein.  Ebenso  muss,  damit  die  BiegiuigsTorm  (Fig.  88)  stattfiii- 
deo  kann: 

P  >  -47r 

sein,  and  damit  die  Form  (Fig.  89)  stattGnden  kann: 

sein.    Die  kleinste  Last,  wodurch  der  prismatische  Körper  gebo- 

gai  werden  kann,  muss  folglicb  grösser  als  ^  sein,  und  dieser 

Ausdruek  wird  wieder  den  kleinsten  Werth  haben,  wenn  die  Bie* 
gung  nach  einer  solchen  Seite  angenommen  wird,  dass  das  Bie- 
gongsmoment  «  den  mögh'chst  kleinsten  Werth  erhalt  lieber- 
aehieitet  P  neht  diese  aussente  Grenie,  kann  keine  Biegung,  son- 
dert mir  ein  ZaraaittKadräcken  stattfinden.  Jene  Grenze  iit,  wk 
ifeBD  sieirt,  dem  Quadrate  der  Lange  des  Körper»  umgekelirt  pro« 
portimiaL 

Die  Seite  der  Biegiing  and  die  Form,  weiche  der  gebogene 
Kdrptr  amumml,  wird,  wenn  die  Last  die' gehörige  Grösse  bat, 
durch  irgend  einen  auf  den  Körper  wirkauden  Stoss  bestioHBt» 
Es  ist  nämlich  forausgesetit,  dass  der  Körper  vollkommen  homo- 
gen  und    die  Last   P   symmetrisch    in    BeMg  auf  die  müliere 

24* 
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AxMicbicht  auf  dem  obersten  Ende  des  Kfirp«*»  vertheite  ist,  und  es 
ist  klar»  dass  alsdami  der  Körper  in  seiner  ursprängUchra  vertiea- 
len  Lage  im  Gleichgewicht  sein  kamt  und  nur  Kosammengedrückt» 
iHcht  '^gebogen  wird.  Diese  Gleichgewichtslage  ist  indessen  eine 
unstetige,  und  wenn  der  Körper  durch  irgend  eine  Ursache» 
wie  einen  Stoss»  aus  dieser  Lage  gebracht  ist,  wird  er  in  der  so 
bestimmten  Richtung  und  Form  nach  den  oben  entWidcelten  Ge- 
setzen gebogen.  Wenn  so  z.  B.  der  ursprimglich  verticaie  und 
zusammengedruckte,  aber  nicht  gebogene  Körper,  in  den  Pmikte 
eines  Fünftels  seiner  Höbe*,  von  dem  oberatea  fraen  Endpunkte 
an  gerechnet,  im  Augenblick  festgehalten  ttnd  das  obere  &ide 
durch  einen  schwachen  Stoss  gebogen  wird,  so  wird  der  Körper, 
vorausgesetzt  dass  die  Last  die  gehörige,  oben  bestimmte  Grösse 
hat,  die  Form  (Fig.  89)  annehmen,  und  diese  Gleichgewiditelage 
wird  dann  augenscheinlich  eine  zwischen  gewissen  Grenzen  ste- 
tige sein. 

/  Ist  das  Biegungsmoment  des  Körpers  viel  kleiner  nach  einer 
Säte  hin,  als  nach  der  anderen,  so  wird  der  Körper  am  leichte- 
sten nach  dieser  Richtung  hin  gebogen  werden.  Um  die  grösste 
Belastung  zu  finden,  welche  ein  Körper  mit  Sicherheit  tragen  kann» 
muss  dies  immer  vorausgesetzt  werden,  und  ebenso  auch  die  Bie- 
gungsform (Fig.  87),  weil  diese  die  stärkste  Biegung  giebt 

§.  184. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragnphen  den  BAm  im  mtmm 
Ende  fest  eingeiftauert  angenommen.  Betrachten  wir  jetzt  den  Filv 
wenn  deneibe  nur  anf  eine  horizontale  festen  Ebene  gestölzt  iai 
(Fig.  90).  Damit  Gleichgevricht  stattfinden  kann,  muss  das  ofbcie 
belastete  Ende  sich  in  dersetben  vertiefen  Linie  mit  dem  unter- 
stutzten  Ende  befinden.  Die  Diflieren^lgieichung  der  miltiereii 
Axenschicht  wird  dann:  , 

«d,«y  «  —  Py, 

deren  vollständiges  Integral: 
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y  ==  A  MO  (A/^)  +  B  C08  (jYt) 

ist  Eft  soll  jetst,  wmn  x  «s^,  aacb  y  3=  o  sein,  was  die  Glei- 
chung B  s=s  0  giebt.  Der  grösste  Werlh  von  y  wird  ferner  statt- 
finden,  wenn 

ist,  und  dann  y  =s  A  werden«  Beierchnet  man  folglich ,  wie  vor- 
JiBr,  durch  f  den  Pfeil  des  Bogens,  so  wird  A  ss  f ,  nnd  die  Glei- 
chong  der  mittlereH  Axenschiidit  wird: 

Setzt  man  hier  x=satSOsoUy  =  o  sein»  und  man  erhält  hier- 
durch die  Bedingungsgleichung: 


sin 
woraus : 


n^nU 


ay  —  »  nji^  a  =»  nW  Vp-,  P  =  ^ 

wo  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet 

Aus  der  GMchung  der  mittleren  Axenschicht  findet  man: 

d.y  -  ry^  .  CO.  (xfl)- 

Bezeichnet  man  durch  ^  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  am 
unteren  EndfNinkte  A  mit  der  verticalm  Abscissenaxe  biUkt,  so 
findet  man,  wenn  man  in  der  obigen  Gleiehuiig  x  =s  o  setzt: 

tang  9  =r  fV-j-. 

Beteichaet  man  durch  y'  densdbeu  Winkel  ani  oberen  End- 
(Nmkte  B,  so  findet  man  ebensQ,  wenn  man  x  ss  a  setzt: 

tang  y'  =  ^  V«  ^®*  (*Vi  )  "^  ^  ^Yt    "^  *  **"^  *' 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Axenschicht  an  beiden  Enden  gleiche 
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Wiokel  mit  der  Terticolen  Abscissenaxe  bildet,  aber  entweder  in 
derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung. 
Die  Länge  der  mittleren  Axenschicht  wird: 

J(l  +  Kday)0  dx  =  j^l  +  ^P  I  ^^^'(^Vt)) *» 


.+.^ 


.-  +  |^.^si.(,.|^)..(,  +  £.^). 


man  fortwährend  (fie  urspränglicbe  Höhe  daa  Kör- 
pers durch  s,  und  den  Flächeninhalt  des  Querschnittas  durch  F^ 
so  findet  man  wie  vorher: 


und  hieraus: 


B  —  —  —  a 

±21/ ! — ^ — *, 

a. — 


oder,  wenn  man  den  obigen  Werth  von  a  substituirt: 


=  ±2l^ 


8  (EF-  P)  fPf  —  nwBFc 


n»  PBF 

Die  Abscisse  des  Pfeib  f  wird,   wie  oben   bemerkt «   durch   die 
Gleichung : 

bestimmt,  woraus: 

^'l/P    -    ("^  +  i)n     ^         (2m  +  <»  ?r    -i/T 

^VT 2  '  ""  =  2 -VIT' 

wo  m  Null  oder  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  doch  so,  daas 
X  •<  a  ist,  woraus  2m  -f  1  ^  2n,  oder  m  <  n.  firhubt  diese 
Bedingung,  dass  m  mehrere  Werthe  haben  kann,  so  hat  die  Ordinale 
der  mittleren  Axenschicht  mehrere  Maxima.  die  alle  gleich  f  sind. 
Die  Fig.  90  entspricht  dem  Falle,  wenn  n  =  1  ist.  Es  wird 
abdann". 
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Weil  hier  m  <  1  and  foIgKcb  gleich  Null  sein  rnuss  *  wird  dtesefl 
Maximum  der' Ordiuaten  nur  in  einem  Punkte  vorkommen,  deMeo 
Absdsse : 


fie  Fig.  91  entspricht  dem  FnSkf  wenn  n  ==  2  ist    Es  wird 
alsdann: 


=  2n  W,  taug  if  =  tang  9>'  =  f  ^y 


a  =  27r   l/'^,  taue  w  =  tanx  ©'  =  f  1/  —  «  2jr  •  y* 


Es  kann  bior  m  :=  o  und  m  =  1  sein,  and  es  wird  folglich  die- 
ses Maxfanum  der  Ordinalen  in  zwei  Punkten  vorkommen^  derra 
Abedssen: 


-  f  Vt  -  ta, 


und 


a 


sind.    Wenn 


wird 


=  i«  =  »  y -p-' 


f  sin  (xVj)  =  o, 


und  die  mittlere  Axeosdiieiit  wird  ibiglioh  &;  verticak  Äbadwea- 
axe  in  der  Mitte  P'  der  Höbe  adineiden. 

Die  Fig.  ^  ftdlt  den  Fall  vor,  wenn  a  »  8.  Es  ist  «MaiiD: 


^ 


374     Madiaoiseke  EigenaehafteaMl^r  Körper  und  dMD  BkdktBB 
a  s  3jr   y   -p,  tang^  s=  -«tasgy'«  f^ —  =   Sir  •  — t 

Es  kann  iuer  111  =  0,  oder  m  =  1»  oder  m  =  2  sein,  und  dM 
obige  Maximum  f  der  Ordinalen  kann  folglich  in  drei  Punkten 
forkommen»  deren  Abscissen: 


n 


<>. 


Vt-»> 


sind.    Wenn 


l-a  =s  TT 


nnd  wenn 


ia  =  2^  y^ 


wird 


y  s  f  flia  (»Vy)  =  ^ 

werden,  und  die  mittlere  Axenschicht  wird  folglich  hier  die  verti- 
cale  Abscissenaxe  in  zwei  Punktoi  P'  und  P"',  reapectire  in  \  und 
\  der  Höhe,  schneiden. 

Der  Krümmungshalbmess»  der  mittleren  Axenschicht  wird: 

Dieser  Ausdruck  wird  unendlich  gross,  wenn  y  «=  o,  und 
die  mittlere  Axenschicht  wird  folglich  einen  Wendepunkt  in  jedem 
Punkte  haben,  wo  sie  die  verticale  Abscissenaxe  schneidet 

Der   obige   Ausdruck   des   Krümmimgshalbmessers  wird    ein 
Minimum,  wenn  y  ein  Maximum,  positives  oder  negatives,  ist  ])er 


_   (2m  +  1)^ 
^  "~  2 
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KranuttuDgahtibiiiesser  wird  fdglicb  ein  Minimum  in  jedmn  Pankte, 
deseea  Ordinate  gleich  1^  und  dessen  Abscisse  gleich: 

m 

ist,  WO  m  NoU  oder  irgend  eine  ganxe  positive  Zahl,  kleiner  als  n» 
istt  oiul  er  wird  hier  (^ch:  -^ 

9^  ^  'ff' 

.  Beieiehiiet  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  durch  c  den 
Abstand  der  am  meisten  von  der  mittleren  Axenscbicht  entfernten 
Faser  der  etnen  Seite,  z.  B.  der  rechten,  und  durch  c'  denjenigoi 
der  am  meisten  entfernten  Faser  der  anderen,  der  linken  Seite, 
so  wird  an  der  Elasticitatsgrenze  auf  der  convexen  Seite  in  H^ 


M" 

u. 

s»  w.: 

T 

-  ^ 

— 

P 
BP' 

und 

in 

Bi''  u. 

s.  w. 

• 

« 

« 

T. 
B 

* 

P 

• 

Auf  der  concaven 

Seite  in 

\  M,  M'^  II 

L  S.  W. 

wird: 

• 

T, 
T 

cTf 

+ 

P 
EP' 

und 

in 

M"  u. 

8.  W. 

• 

T, 

oPf 

c 

+ 

p 

gp 

Der  kleinste  der  durch  diese  Gleichungen  bestinunten .  Werthe  von 
P  darf  dann  nicht  überschritten  werden. 

.  Unter  den  verschiedenen  Formen  (Fig.  90,  91  und  92),  wekhe 
ein  von  derselben  Last  P  gebogener  Körper  annehmen  kann,  giebt 
die  erste  den  kleinsten  Werth  von  a,  nämlich: 


woraus  wieder: 

P    s: 


TT*« 


^ 


376     MecAtasisisn«  tffgensehaften  der  Rl)rper  und  dtrea  Biiiflms 

Weil  a  Meiner  als  s  sm  mosa,  niiiss  abo  nothweiidiger  Weise» 
damit  diese  Biegung,  und  folglieh  äberhaupl  irgend  eise  Biqpuig« 
stattfinden  kann: 

sein.  Vergleicht  man  dies  mit  dem  lesnltate  das  torigeii  Para-> 
graphen«  so  gebt  hieraas  hervor»  dass  ein  am  unteren  Ende  nur 
unterstützter  prismatischer  Körper  4  Mal  so  viel»  ohne  gebogen  zu 
werden,  tragen  kann,  als  wenn  ^derseH>e  Körper  im  unleren  Ende 
fest  vertical  eingeklemmt  wäre. 

Damit  die  Biegungsform  (Pig.  91)  stattfinden  kan»  muaa  diesso 

'^       a* 

sein;  damit  die  Biegungsform  (Fig.  92)  stattfinden  soll»  am» 

P  ^i5!l 

sein  u.  s.  w. 

Was  die  Seite,  nach  welcher  hin  die  Biegung  stattfindet,  an-" 
geht»  so  gelten  hier  dieselben  Bemerkungen  wie  am  Ende  des  vo- 
rigen Paragraphen. 

§.  185. 

Wir  haben  bisher  den  Körper  ursprünglich  gerade  angenom- 
roen;  b^rachten  wir  aber  jetzt  die  Biegung  eines  ursprünglich 
krummen  Körpers.  Um  die  Untersuchung  zu  vereinfachen,  wer« 
den  wir  annehmen,  dass  die  durch  die  Schwerpunkte  der  Quer'* 
schnitte  gehende  Linie  eine  ebene  krumme  Linie  ist,  und  dass  alle 
auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  der  Ebene  dieser  Linie  liegen. 
Die  durch  diese  Linie  senkrecht  auf  ihre  Ebene  gehende  cylin-' 
frische  Schicht  wird  dann  fortwährend  die  mittlere  AxenschichL 
des  Körpers  genannt. 

Wir  werden  ferner  die  Form  des  Körpers  so  annehmen,  dass 
alle  Querschnitte,  senkrecht  auf  die  mittlere  Axenscbicht,  congruent 
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« 

mi  und  dieselbe  Bicbttuig  lur  AxeBflchieht  buben,  eo  daes  falgMi 
dae  BiegongMiKNiieiit  jedes  Qiiersebnitte$  überall  daaseibe  ist 

Unter  den  veracbiedenen  Weisen »  auf  welche  ein  aoldber 
krtiflime  Körper  belastet  s^  kann«  haben  wir  rnilier  (§.  159)  deo 
Vail  betrachtett  wemi  der  Korper  einfach  zosammeugedriickt  oder 
aoagedebot  wiid»  ohne  daaa  er  seine  Form  zu  ändern  strebt. 
War  werden  jetal  den  entgegangesetsten  Fall  befaraehten,  wenn  der 
Körper  dorch  die  Belastung  gebogen  wird. 

Es  sei  (Fig.  93)  AmM  die  mittlere  Axensehicbt  des  krummen 
Körpers»  von  den^  das  eine  Ende  in  A  CbsI  bonsontal  eingemauert  ist. 
Es  sä  der  Körper  sowohl  in  jedem  Punkte  durch  ein  auf  irgend 
eine  Wäse  aeifier  ganaeo  Lange  nach  vertheütes  Gewicht,  wie 
auch  am  freien  Endpunkte  H  durch  eine  in  einer  beüebigen  Rieb* 
tung  wirkende  Kraft  P  gebogsa  4)ie  mittlere  A&eosehicbt  des 
Körpers  wird  alsdsnn  nicht  allein  gebogen,  sondern  auch  cusaiiH 
mengedröckt  oder  ausgedehnt  werden.  Wenn  man  indessen  die 
Biegttig  als  sehr  klein  annimmt,  so  kann  diese  Zusammendnickung 
oder  Ausdehnung  auf  die  Form' der  Axenschioht  nur  einen  su  «er« 
nachlassigenden  Eintiuss  haben,  und  die  mittlere  :Axensehi€hl  kann 
Ibigiicb,  wenn  man  ihre  Form  nach  der  Biegung  sucht,  als  unaus- 
dehnbar betrachtet  werden.  Sueht  man  da^tegen  die  VerschiebuDg 
eines  bestimmten  Punktes,  z.  B.  diejenige  des  freieo  Endpunktes, 
so  muss  man  auch  auf  die  Ausdehnung  oder  Zusammencbückung 
Räcksicht  nehmen.  Da  aber  sowohl  die  durch  die  Biegung  allein 
hervorgefaraohteii  Verschiebungen,  wenn  die  Axenschicbt  als  unaus- 
dehnbar  angenommen  wird»  wie  auch  die  durch  ihre  Ausdehnung 
oder  ZusamipefidruckuDg  hervorgebrachten  immer  sehr  klein  sind, 
so  kann  man  jede  besonders  suchen  und  die'  wirklich  stattfindende 
Verschiebung  als  ihre  Sunune  anseheit 

Es  sei  AmM  die-  ursprüngliche  Lage  der  mittleren  Axenschieht, 
Am'M'  diejenige  der  ge1)ogencn.  Es  seien  ro'  und  M'  die  Stellen, 
welche  die  Punkte  m  und  M  respective  nach  der  Biegung  einneh- 
men würden,  wenn  die  Axenschieht.  als  unausdehobar  angenommen 


n 


378     Mediaoiache  BtgeoMhaflen  der  Körper  und  deren  ffinftiss 

wurde;  es  seteu  m'^  und M^  die  Steilen,  weldie  sie  wirklieb  einneh- 
men, wo  Di'^  wd  H^  ab  in  dem  Bogen  Am'M'  li^end  angesehen' 
werden  können.  Bezeichnen  wir  darch  x  und  y  die  horizontale 
und  verticale  Goordinate  des  Punktes  m,  durch  x'  und  y'  diejenige 
des  Punktes  m';  durch  a  und  b  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
M»  durch  a'  und  b'  diejoiigen  des  Punktes  MV  und  endlich  durch 
a^'  und  b^'  die  Coordinaten  des  Punktes  M".  Bezeichnen  wir  fer- 
ner  durch  s  die  gemeinschafUicbe  Lange  der  Bogen  Am  und  AmV 
durch  a  den  Winkel,  welchen  die  Normale  in  m  mit  der  vcirtica« 
len  Ordiiiatenaxe  bildet,  durch  a'  den  entsprechenden  Winkel  des 
Punktes  m'.  Es  sei  fmier  Xj  die  Abscisse  eines  zwischen  mmid 
M  befindlichen  Punktes  n,  p  die  im  Punkte  n  irertical  wirkende 
Belastung,  auf  die  Langeideinheit  der  Abscisse  zurückgeführt,  P  ifie 
auf  den  freien  Endpunkt  H  wirkende  Kraft,  X  und  Y  die  hotison- 
tele  und  verticale  Compooente  dieser  Kraft.  Wir  weiden  endich 
das  Biegungsmoment  des  Körpers  als  fiir  jeden  Querschnitt  gleich 
ansehen  und,  wie  vorher,  durch  s  bezeichnen,  und  endlich  anneh- 
men, dass  die  Höhe  des  Querschnittes  nur  klein  in  Bezug  auf  den 
Krämmnngsbalbmesser  des  krununen  Körpers  ist 

Wenn  man  jetzt  auf  den  hier  betrachteten  FaH  dieselbiBn  Be- 
trachtungen wie  im  §•  158  anwendet',  so  findet  man,  dass  die 
Länge  des  Elementes  einer  in  der  Entfernung  v  von  der  miltleren 
Axenschicht  befindlichen  Faser  gidch  ds  +  vda  ist  und  dass  die- 
ses Element  nach  der  Biegung,  wenn  man  die  mittlere  Axenschicht 
ab  unausdehnbar  betrachtet,  gleich  ds  +  vda'  vrird.  Das  Verhält- 
nisse in  wekhem  die  Faser  ausgedehnt  worden  ist,  wirfl  folglich: 

v(da'— da)     ,           v(da'  — da)  ,,     ,        .     ^ 

___,  oder gjp-i  «  v(d.  «'  -  d.  a), 

wenn  man  vda  in  Bezug  auf  ds  vernachlässigt,  was  man  immer 
thun  kann,  weil  der  grösste  Werth  von  v  nur  klein  in  Bezug  auf 

den  Krümmungshalbmesser  j-  angenommen   ist.     Die  Form  des  * 
gebogenen  krummen  Körpers  wird  dann  auf  dieselbe  Weise  wie 
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bei  geraden  Körpern  gdiinden^  wenn  man  nur  statt  dmr  Function 


—^  oder  d*y  den  Aul^druck  d.a'  —  d^  setzt  Man  erhalt  dann 
nach  §■  163  die  folgende  Bedingangsgleichung  des  Gleichgewichts: 

«(d.«'  —  d.o)  -  j  (X,  —  X)  pdx,  +  Y(a  —  x)  —  X(b  —  y), 

X 

woraus  durch  Integration: 

«'-  ««1  fjdxV  1  +  (d.y)«  rr(x,-x)>*x  +Y(a-x>+X(b-.y)l  l 

fit  die  Biegung  des  Körpers  als  sehr  klein  mgenomBMn  ist»,  so 
wird  der  Unterschied  der  iwei  Winkel  a'  und  a  ipuner  sehr  Idein 
sein.    Es  ist  aber  alsdann  anniiherungsweise: 

CO«  «'  —  ces  u^  -^  (n'  —  «).  tin^«, 
und 

•in  a'  —  sin  a  s>  (a*  —  a)  cob  a, 

und  hieraus: 

co8  a'  —  COB  a  s= 

-  -^J    {dxVH-(d,y)«[j(*,-x)pdx,  +Y(«-x)-X(b-y)] j , 

X 

sin  a'  —  sin  a  » 
5?pndxyi  +  (d,y)»[j(x,-x)pdx.  +  Y(a-x)-X(b-y)]j- 

•  X 

Es   ist  nun  cos  a  =  d^x,  sin  a  =s  d»y,   cos  a'  =  d«x'  und 
sin  a'  =  d•y^     Substituirt  man  diese  Werthe ,  so  erhalt  man  die 
Differentialgieichiing^n : 
dV  —  dx  «* 

dy'  — dy  «= 
|dx  rjdxVl  +(d.y)"[r(x,-x)pdx,  +Y{a-x)-X(b-y)]j  • 


1 


&80     Meebanisobe  BigenschaAen  der  Kdrper  uih]  deren  Binflass 
Die  WöFÄelgrosse  

kann  man  in  eine  Reihe  entwickeln  und,  wenn  der  Bogen  des 
krummen  Körpers  selten  eine  grosse  Amplitude  hat,  kaim  man 
sich  mit  dem  Quadrate  von  d^y  begnügen,  und  folglich 

Vi  +(dxy)«  =  1  +  i(d,y)* 

setzen. 

§.  186. 
Durch  die  Differentiaigletebangen  des  vorigen  Paragraphen  ist 
die  Form  des  gebogenen  krummen,  Körpers  bestimmt.  Integrirt 
man  diese  Ofeichungeh  und  setzt  x  ==:'  a,  y  ="  b,  so  wird  x'  s=i  a* 
und  y'  s=»  b',  und  es  wird  hierdurch  die  Lege  des  Punktes  M'  be- 
stimmt werden.  Um  aber  jetzt  die  Lage  des  PMktes  M'^  oder 
die  Lage  des  freien  Endpunktes  des  gebogenen  Körpers  zu  finden, 
wenn  auf  die  Ausdehnung  oder  Zusammendrückung  der  mittleren 
Axenschicht  Rücksicht  genommen  wird,  hfiuss  man  erst  die  in 
jedem  Punkte  dieser  Axenschicht  staltfindende  Spamiuug  suchen. 
Bezeichnen  wir  durch  t  die  im  Punkte  m  stattfindende  Spannung. 
Die  Grösse  dieser  Spannung  wird  gefunden,  wenn  man  alle  auf 
den  Bogen  mM  wirkenden  Kralle  parallel  mit  der  Tangente  im 
Punkte  m  und  senkrecht  auf  dieselbe  decomponirt,  und  ist  der 
Summe  der  ersten  Componenten  gleich.    Man  hat  foigUch: 

dxyj  pdx, +Ydxy +  X 

+  Yd.y  +  Xd,x  «       -^'^^     -       == 

^  Vi  +  ld,y;« 


UyjpdXi 


Bezeichnet  man  jetzt  durch  F  den  Flächeninhalt  des  Querscimittes, 
durch  E  den  Elasticitätscoeificienten  des  Körpers  und  durch  s" 
die  Länge  des  Bogens  Am",  so  wird,  wegen  der  im  Punkte  m 

stattfindenden  Spannung  t,  das  Längenelemont  ds  um  die  Grosse  . 

(ds 

g^  ausgedehnt  werden,  und  folglich 

dß"  =  ds  ^-  — 
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sein,  woraus,    wenn  man  den  Werth  vcMfi  i  sobititeirt  uwl  in* 
tegrirt : 


i^ [{d.y [pdx.  +  Yd.y  +  X)  dx 


'  ^        Bei        ^ 


^jdyjpdx.. 


Bezeichnet  man  durch  S  und  S''  die.ursprüngirche  und  die  endliche 
Lange  der  ganzen  Bogen  AmSf  und  Am"M'S  so  wfrd: 

•  «  i 

Hierdurch   ist    die  Ausdehnung  /  oder    Zusammendrüekuiig   M'M"  i 

=  S"  —  S  bestimmt,  und,  weil  diese  immer  eine  sehr  kleine 
Grösse  ist,  und  daher  als  mit  der  Tangente  des  Punktes  M'  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden  kann,  so  ist  hierdurch  auch  die 
Lage  des  Punktes  M"  und  folglich  die  Verschiebung  des  freien 
Endpunktes  bestimmt 

§.  187. 
Sueben  wir  jetzt  die  Gleichung  der  grösstmögficheu  Belastung 
iooerhalb  der  Elasticitätsgrenze.  Bezeichnen  wir  wie  vorher  durch 
c  den  Abstand  der  am  meisten  von  der  mittleren  Axeuschicht  ent- 
fernten  Faser  der  convexen  Seite,  durch  c'  den  Abstand  derjenigen 
der  concaven  Seiten     Die  erste  Faser  ist  dann  erstens  w^en  der 

MegHBg  im  VerfaiihiiaBe  ^'^^K  «nd  zweitens  wegen  der  all- 
gemeinen Ausdehnung  der  mittleren  Axenschidht  im  Verhältnisse 
g-  ausgedehnt  worden,  wo  das  negative  t  eine  Zusammendrückung 

(tteichnet.    Die  ganze  Ausdehnung  der  aussersten  Faser  der  con<* 

vexen  Seite  wird  folglich  im  Verhältnisse 

_l^       c(do^  -» da) 
6<tf  ■*'  da 

ausgedehnt  werden.    Ist  dieser  Aasdruck  positiv,  so  wird  folgKch 


88S     MechanisGbe  BigooscbafteD  der  Körper  und  deren  Botuss 
an  der  ElastidtätigrenKe 

T*   -.  JL  J-  c(da*  ^  d«) 

« 

Ist  dagegen  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  negativ,  so  wird 
an  der  Elasticitätsgrenze : 

Tt  (^    ,    c(da^--da)\ 

B  ^       VE«  "^  ds        y 

Um  die  grösstmSgliche  Belastung  zu  finden,  muss  man  hier 
auf  der  rechten  Seite  den  Wertb  von  x  substituiren,  welcher 

t  c(da^~da) 

Ba>  "*"  da 

oder 

VEw  ^  ds        / 

zu  einem  Maximum  macht 

I 

Für  die  concave  Seite  findet  man  ebenso: 


oder 


E   ^ 

— 

+ 

c'(do'  - 
ds 

da) 

B 

» 

t 
Bo» 

-— . 

c'(da'  — 
ds 

da) 

wo  derjenige  Werth  von  x  substituirt  werden  muss,  welcher  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleichungen  zu  einem  Maximum  macht. 

§.  188.        ^ 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  in  dem  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  allgemeinen  Formeki  werden  wir  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wenn  die  mittlere  Axenschicht  des  Körpers  urspriinglicfa 
nach  einer .  Parabel  geformt  und  die  Belastung  gleichmassig  auf 
gleiche  Abscissen  vertbeHt  ist,   und  folglich  p  oonstant.    Es  wird 

alsdann: 

b\*    ,         2bx 

und  die  Formeb  des  §•  185  geb^  dann,  wenn  man 
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setzt: 


^-4.=.-id.jp[(b..-f+g>l^(i^-T+¥)-] 

+  lS[v(«.-¥)-x(bx.-g:)] 

+M<^-¥)-?(T-fe:)]-|. 

,r->,  -  >jp[C;!-si+-)+^(!^-^i+-)-...] 

+  [v(„_?-)-x(b._^)] 

+i=[v(¥-v)-<'-r-'^)]- 

Hieraus  findet  man  dann  durch  Integration: 

«  flS  3  4a  ^  I5n«/^  a»  V  15         12  ^35/         J 

,    2brv/ax'       x«\       Y^'"='        "»»'M 

+  i^ L  v~3" ~ 's)- *VX ~ i5p;j 

,  4b»rv/»x»       x»\       ^/bx»        bx'Y] 

y'  -  y  =  7  jp[(,-4 r  +  ü)  +  i*  Vir  -TT  +  sff>'— "J 

Efiminirte  man  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  x»  so  würde 
man  die  Gleichung  der  gebogenen  parabelformigen  nüttleren  Axen- 
schiebt  finden. 

Dm  die  Verschiebung  des  Endpunktes  M ,  d.  b.  die  Lage  voo 
M''  zu  finden,  suche  man  erst  die  Lage  des  Punktes  M'.  Bezeich- 
nen wir  durch  a'  und  b'  die  Coordinaten  dieses  letzten  Punktes,  so 
findet  man  aus  den  vorhergeheiMien  Gieicfanngen,  wenn  man  a  und 
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b  statt  X  und  y  setzt,  und  a'  und  b'  statt  x'  tind  )*: 

[}m  jetzt  ferner  die  Verschiebungen  des  Punktes  M'  zu  M*\  oder 
die  Differenzen  a"  —  a'  und  b''  *—  b'  zu  finden ,  wo  a''  und  b" 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  M"  bezeichnen,  muss  man  erst 
die  Länge  des  Bogens  M'M"  suchen.  Diese  findet  man  nach  §.  186 
gleich  : 


c//        c  ^    Yb  -f  Xa 


Ljdyjpdx, 


Yb-f  Xa 
Ecti 


+ 


2p  /b^_  b*\ 
Ew  yia        3?/ 


Die  borizontaien  und  verticaleu  Projectionen  (]ieser  Linie  geben 
dann  die  Verschiebungen  a"  —  a'  und  b"  —  b'.  Um  diese  zu 
Ünden,  bemerke  man,  dass: 

.      ,       d,y'  ,         dxx' 

dxS  dzS 

und^nach  der  Theorie  der  Parabel: 

,    .  b>x«       ^  b*x*    . 

Differentiirt  man  diesen  Werth  von  s  und  substituirt  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  die  W^erthe  von  d.x'  und  d^y',  so  Sndei 
BBwn  die  Werthe  von  sin  «'  und  cos  a'  durch  x  ausgedrückt. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  9  den  Winkel,  welchen  4iQ  Nor- 
«hale  in  M'  mit  der  verticalen  Ordioateoaxe  bildet,  90  findet  am^ 
wenn  man  in  den  Wertbeo  von  ain  a'  und  i^os  a'  a  statt  x  aeM: 
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sin  ^  =: 


* 

\ 

•  b*  b*  '  * 


cos  CD    «B 


9 


1 +2.~  — 2.^+... 

nie  Verschiebungen  des  Punktes  M'  zu  M''  findet  man  jetzt  gleich : 
a'^—  a'  =  (S"  —  S)  cos  y;  b"  —  b'  =  (S"  —  S)  sin  9. 

Dies  zu  den  vorher  gefundenen  Werthen  von  a'  —  a  und  b'  —  b 
addirt,  giebt  endh'cb  die  vollständigen  Verschiebungen  des  fi'eien 
Endpunktes. 

Um  die  grösstroögliche  Belastung  zu  finden»  muss  man  erst 
den  grössten  Werth  der  beiden  Ausdrücke: 

gjjj  +  c  (d,«'  —  d.a)  .und  —  g^  +  c'(d.a'  —  d.a) 

suchen.    Es  ist  jetzt: 

^  yi  +  (dsv)«  V  a*  4^  4b«3rf~' 

Ebenso  hat  man: 

d.«'  -  d.«  =^  1  j  (X,  —  x)  pdx,  +  Y(a  —  X)  --  X  (b— y) 

Sobstituirt  man  diese  Werthe  von  I  und  d.a'  —  A^^  so' wird  umr 
Anden,  dass  die  Werthe  von  x,  welche  die  Grossen: 

gj;^  +  c  Cd.«  —  d.a)  und  —  gjj^  +  c'(d,a'—  d,a) 

tu  MaiinMi  nadien,  durch  eine  Gleichung  dritten  Grades  beslinMift 
sind;     Ist  die  AiBpKtsde  der  Parabel  sehr  Uein^  so  daat  nuA 

25* 
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(  —  ]    vernachlässigen  kann,  so  wird  man  respective: 

X  =3  (pa+Y)(a'CftiB  — 2bg) 
"^  cwE{a«p  +  2bX,+  4pb«) 

und 

^  (pa  +  Y)  (a'cctfE  +  2bf ) 
^  "^  cctfB(a*p  +2bX)  — 4pbe 

finden«  Wenn  diese  Werthe  zwischen  x  =  o  und  x  &»  a  fallen» 
so  werden  sie  die  Punkte  der  convexen  und  concaven  Seite  ange- 
ben, wo  der  Korper  zuerst  brechen  wird.  Sind  sie  grösser  als  a, 
wird  x  =  0  diesem  Punkte  entsprechen.  An  der  Elasticitatagrenze 
wird,  wenn  die  so  gefundenen  Werthe  von  x  substituirt  werden, 
auf  der  convexen  Seite: 

T  t 

und  auf  der  concaven  Seite: 

-g^  =  g^  +  c'(d.a'  -  d.a). 

§.  189. 
Es  sei  der  krumme  Körper  von  einer  horizontalen  Ebene  ge- 
tragen (Fig..  94),  und  sowohl  durch  ein  im  Scheitelpunkte  A  auf- 
gehängtes  Gewicht  Q,  wie  auch  von  einer  nach  den  horizontalen 
Abscissen  gleichförmig  vertheilten  Belastung  auC  der  Längeneinheit 
der  Abscisse)  p,  heruntergedrückt.  Der  Einfachheit  wegen  wollen 
wir  ferner  annehmen,  der  Körper  bestehe  aus  zwei  um  den  Schei- 
telpunkt symnäetrischen  Theilen  AH  und  AN.  Die  mittlere  Axen- 
schicht  wird  dann  die  Stellung  N'A'M'  einnehmen,  indem  der  Schei- 
telpunkt A  zu  A'  sinkt  und  beide  unterstützten  Endpunkte  sich 
von  einander,  auf  jeder  Seite  um  NN'=ss  IfM'  entfernt.  Wetk^ 
man  jetzt  N'A'M'  parallel  mit  sich  selbst  nach.N"AM'',  so  wird 
die  Biegung  dieselbe,  als  wäre  der  Körper  in  A  horizontal  festge- 
klemmt, darch  die  gleichmässige  Belastung  nach  unten  gebogen 
imi  an  jedem  Endpunkte  N''  und  Mf'  dvbrdi  eine  dem  Drucke  auf 
die  Ebene  gleiche  aber  entgegengesetzte,   vertical  nach  oben  wir* 
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kende  Kraft  ^bogen.  Der  Druck  in  jedem  Endpunkte  ist  gleich 
der  halben  Belastung,  gleich  ^(Q  -)-  pl),  wenn  mar)  durch  1  den 
Abstand  der  Endpunkte  bezeichnet.  Man  braucht  folgb'ch  nur  in 
den  §§.  185,  186  und  .187  X  =  o,  Y  =  —  |(Q  -f-  pt)  zu  setzen. 
Nimmt  man  an,  der  ursprüngliche  Bogen   sei  eine  Parabelt 

deren  Scheitelpunkt  A  ist,  und  deren  Gleichung  y  ^=  —7-, 

a  3=  |l,  b  =:  AB  ist,  so  findet  man : 


wo 


a''  — a 


TVTT  -  T05 )  +  TVW  +  25  -  -7 

pAba»  ,  2b»  ^       Q/ab  ,  b»  \ 


[iEot  ^  B(i» 


fc"  —  b  -  AA' 


6  ■*■  30 


-...) 


+[£+&(■'-?+ s;)] 


"2b  _ 

a 

■K¥ 

2b«a 
+    15 

,..)_ 

«VT 

+  12'- 

,..) 

- 

• 

•+?.' 

2b« 
a* 

+  ••• 

Die  Spannung  t  findet  man: 

4  ^  2pbx(a-^i)-bx(Q+2pa)  ^  _  bx(Q  +  2px) 
Va*  +  4b*x»  Va*  +  4b«x* 

Dass  hier  t  immer  negativ  ist,   bezeichnet,  dass  in  der  mittleren 
Axenschicht  fiberall  eine  Zusammendriickung  stattfindet.    Man  sieht 
ferner,  dass  diese  Spannung  im  Scheitelpunkte  A  gleich  Null  ist. 
Es  wird  ferner: 

\[d^  -  KQ  +  2p.)  (a  -  X)] 

Es  wird  folglich  die  Spannung  der  äussersten  Faser  der  convexen 
Seite: 


d.«'  —  dflO 
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-i-  X  efA  «'      A  \a  r  bx<Q  +  2px)       c(Q  +  p(a  +  x)) C  - xfl 

und  die  Spannung  der  aassersten  Faaer  der  concaren  Sd|e  wcd 
gleiob: 

'   ^  e'(d.a' - d.«)  «  -    bx (Q  +  2px)        c-(Q4-P(a  +  x»(a-^») 

Weil  das  Biegongsmoment  e  proportional  mit  E  und  mit  c' 
und  c'*  ist»  und  weil  c  und  c'  sehr  klein  in  Bezug  auf  a  und  b 
sind,  d.  h.  der  Quersebnitt  des  Körpers  sehr  klein  in  Beaog  auf 
seine  Lange  angenommen  ist,  so  wird  immer 

2« 
sehr  gross  in  Bezug  aur 

bx  (Q  +  2px) . 


Ecaya*+4b*x« 

sein,  oder  die  durch  die  Biegung  heryorgebracbte  Ausdehnung  oder 
Zusammendrückung  der  äusserslen  Fasern  wird  immer  sehr  gross 
in  Bezug  auf  die  Znsaromendräckung  der  mittleren  Axenschicht 
sein.  Es  wird  ^er  —  (d.«'  *-  d.a)  den  grössten  Werth  erbalten, 
wenn  x  äpn  kleinsten  möglichen  Werth  hat,  und  es  werden  folg- 
lich die  beiden  Ausdrucke: 

und 

am  grössten,  wenn  x  =  o,  oder  im  Scheitdpunkte  A.  Der  Kör- 
per wird  Mglieb  zuerst  in  diesem  Punkte  brechen. 

An  der  Elasticitätsgrenze  wird  im  Scheitelpunkte  A  auf  der 
convexen  Seite 

Tr        ca  (0  +  pa) 
B  2c 

und  auf  der  concaven  Seite 

T.   _  c  a  (Q  +  pa) 
E    ""  2« 
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ff 

§.  190. 

Betncbleii  wir  denselben  Körper  auf  dieselbe  Weise  belastet, 
so  aber  «iterstützt»  dass  die  beiden  Endpunkte  sich  nicht  von  ein- 
ander entfernen  können  (Fig.  95).  Diese  Endpunkte  werden  dam 
an  den  Unterstützungen  sowohl  einen  verticalen  als  einen  horizon- 
talen Druck  ausäben,  und  die  Biegung  des  Körpers  wird  folglich 
genau  dieselbe,  als  wäre  er  in  A'  Testgehillten ,  und  sowohl  durch 
die  gleichförmige  Belastung,  wie  auch  in  jedem  Endpunkte  durch 
eine  vertical  aufwärts  g^ichtete  Kraft,  gleich  \[Q  -{-  pl) ,  und  von 
einer  nach  Innen  wirkenden  horizontalen  Kraft  gebogen,  welche 
so  bestimmt  sein  niuss,  dass  die  horizontalen  Verschiebungen  gleich 
Null  werden. 

Nehmen  wir  die  Form  der  mittleren  Axenschicht  fortwährend 
als  eine  Parabel  an,  und  bezeichnen  wir  jene  horizontale  Spannung 
durch  —  X,  so  hat  man  nach  §.  188,  um  diese  unbekannte  Kraft 
zu  bestimmen,  die  Gleichung: 

^       ^         B\ib  105  y  ^   «  V.  24     ^  20y 

,    X  /e«b»   ,   i6b*  \       r  Q*>    .    P   /^  k      *>•   I  ^*M 

+  T  llT  +  ioS J  -  \rmi  +  BS  l**^  -"T  +  äpJJ 

4       p/4b8«     2b»  \      0/ab^b«         ^,X/2b«      8b*         V 

2b«        2b^ 

l  +  __ —  — +  •- 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  den  steigenden  Potenzen  von 

— ,  und  sucht  dann  X  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
a 

ficienten,  so  findet  man  die  horizontale  Spannung  gegen  die  Unter- 
stätzungen gleich: 

-  X  =  [5^  (AQ  +  Apa)  -  (Q  +  pa)]^ 

+  [-J5-  (AQ  +  AP«)  (iQ  +  ipa)  -  7  (Q  +  pa)  (<,>  +  Ipa) 
a«Bw    ^  1     b» 


a 
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Weil  hier  b  proportional  mit  E  und  mit  der  dritten  Potenx 
der  Höhe  des  Querschnittes ,  und  weil  co  proportional  mit  dieser 
Höhe  istt  so  wird,  wenn  man  fortwährend  a  ab  gross»  sowohl  ia 
Beiug  auf  b,  wie  auf  jene  Höhe  des  Querschnittes  annimmt,  jener 
Ausdruck  immer  positiv  und  X  folglich  negativ  sein« 

Die  Herunterbiegung  des  Scheitelpunktes  Gndet  man  jetst 
gleich : 

AAi       u       •../       P  /^5a*    ,   a*b*  \    ,    Q  /a»    ,   ab»  \ 

AA' =  b  ^b''«-J  (^  + -2jr-...j  +  f  (^  + -30-- ...J 

+  T  (tT  +  T5 )  +  [2IS  +  ^("•'-T  +  1^)~£] 

2b      p/a«  .  2b«a         \      Q /a»      b»         \      X /2ab  .  4b«  V 

T-'TVT  +  'iS y~TVT+t2"  V-TV"r  +  T55^' V 

2b«      2b* 

Die  Spannung  in  einem  Punkte  der  mittleren  Axenschicbt, 
dessen  Abscisse  gleich  x,  findet  man  nach  §.  1^  gleich: 

*  Da  X  negativ  ist,  so  wird  auch  t  negativ,  und  es  findet  folglich 
überall  in  der  mittleren  Axenschicbt  eine  ZusammendrQckung  statt. 
Diese  wird  am  grössten  in  beiden  Endpunkten ,  wo  x  =5  a ,  und 
die  Spannung  wird  hier  gleich: 

Die  im  Abstände  v  von  der  mittleren  Axenschicbt  befindlichen  Fa- 
sern werden  ausserdem  durch  die  Biegung  im  Verhältnisse: 

v(d.«'  -  d.«)  -  _  'Ür-1  [^Q  +  ^p(.  +  ,)  +  ?b(y:jO] 

ausgedehnt  oder  zusammengedruckt.    Nimmt  man  fortwahrend  an, 
die  Amplitude  der  Parabel  sei  sehr  klein,   so  wird  der  Zahien- 

werth  von     ^^J'  '^  immer  kleiner  als  |Q  +  |p(a  +  x)  sein,  und 

das  negative  Zeichen  des  obigen  Ausdrucks  bezeicJmet  dann,  dass 
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oberhalb  der  mittieren  AxeoBchicht  eine  ZusammeDdräckungt  unter- 
halb derselben  eine  Ausdehnung  durch  die  Biegung  hervorgebradit 
wird.  Diese  •  Ausdehnung  oder  Zusammendruckung  wird  am  stärk- 
sten in  A,  wenn  x  =  o,  wo  sie  im  Verhaltnisse: 


-?[iQ  +  *p.  +  x4] 


stattGndep  wird»  und  von  wo  aus  sie  nach  den  beiden  Seiten  hin 
«hnimmt,  bis  sie  in  den  b«den  Endpunkten  N  und  11  gleich 
Null  wird. 

Bezeichnet  man  wie  vorher  durch*  c  den  Abstand  der  ausser- 
sten  Faser  der  convexen  Seite  von  der  mittleren  Axenschicht,  so 
wird  tuer  die  totale  Zosammendriickung  im  Verhältnisse: 

+  5^  [»0  +  IK.  +  .)  +  5^^] 

»  

stattfinden.  Da  hier  b  proportional  mit  E  und  c*  ist,  o»  propor- 
tional mit  c,  so  wird,  wenn  c  fortwährend  ab  sehr  kl^  angese- 
hen wird,  -^  sehr  ^oss  in  Bezug  auf  ^  sein»   und  der  obige 

Ausdruck  wird  folglich»  wenn  fortwährend  die  Amplitude  der  Pa- 
rabd  sehr  klein  ist»  zwischen  den  Grenzen  x  «s  o  und  x  s=  a  am 
grösüten»  wenn  x  ss  o»  oder  im  Scheitdpunkte  A.  Die  convexe 
Seite  wird  folglich  im  Scheitelpunkte  A  zuerst  brechen»  und  es 
wird  hier  an  der  Elasticitätsgrenze:  • 

Ist  dagegen  die  Amplitude  der  Parabel  nicht  sehr  klein  t  so 
wird  auf  gewöhnliche  Weise  der  zwischen  den  Grenzen  x  ^mro 
und  X  =s  a  liegende  Werth  von  x  gesucht»  welcher  jenes  Ver« 
hütniss  der  Zusammendruckung  zu  einem  Maximum  macht»  und  an 

der  Elasticitätsgränze  wird  dann  dieses  Maximum  gleich  -^  sein. 
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Beseichnet  man  dnrch  c'  den  Abstand  der  aussersten  Faser 
def  coticaven  Seite  von  der  mittieiien  Axenachicht,  io  findM  man 
faier  das  Verfaültniss  der  gesammten  Aosd^mmg  ^imch: 


Wird  dieser  Ausdruck  negativ,  so  bezeiebnet  er  eine  Zusammen* 
drückung. 

Man  siicbt  nmi  auf  gewöbnliohe  Weise  den  zwischen  x  =  o 
•nd  X  9»  a  fixenden  Werth  von  x  9  welcher  jenes  Verhältntss  in 
einem  positiven  oder  negativen  Maximum  macht.  Weil  das  n^a* 
tive  Maximum  hier  notb  wendig  kleiner  als  dasjenige  der  convexen 
Seite  werden  muss,  braucht  man  nur  das  positive  Maxitturin,  inso- 
fern ein  sokbes  zwischen  den  oben  angegebenen  Grenzen  der  Ab- 
scisse  X  stattfindet,  zu  berücksichtigen.     An  det  Elasticitatsgrenie 

wird  dann  dieses  Maximum  gleich  -^  ^^  ^tzen  sein. 

§.  191. 
Wir  haben  bisher  nur  die  Biegung  prismatischer  Körper  be- 
trachtet/ dler  diejenige  solcher  Körper,  deren  Qoerschaitte  wie 
W  jenen  überall  gleich  waren.  Der  Körper  wird  dann  in  ekler 
oder  mehreren  Steifen  zuerst  die  Eiaslicitatsgrenze  äbersdireiteB 
mdl  endlich  brechen,  bt  der  Widerstand  des  Körpers  gross  geni^ 
an  diesen  Stellen,  so  muss  er  an  allen  übrigen  SleHen  z»  gross 
sein.  Man  kann  aber  die  Figur  des  Langendurchschnittes  des  Kör- 
pers so  bestimmen,  dass  er  überall  eine  genugende,  nirgends  eine 
ttberliüssige  Widerstandskraft  darbietet  ^Solche  Körper  werden 
Körper  gleichen  Widerstandes  genannt  Ihre  Widerstands- 
kraft wird  gleichzeitig  ihrer  ganzen  Länge  nach  überschritten,  dock 
im  Allgemeinen  nur  auf  der  einen  Seite.  Es  wird  genügen,  eiiftge 
Beispiele  der  Untersuchungen  dieser  Art  zu  entwickeln. 
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Ea  sei  (Fig,  9^  der  Körper  GBO  m  emem  Ende  ImhixqiiUI 
dagMMMTi,  «od  eoweU  duceh  seni  eigenee  Gewidrt,  auf  der  Ko- 
bikeinheit  q,  wie  darch  ein  am  freien  Ende  angebrachtes  Ciewickt 
F  und  diroli  «ine  g^ekfafönnige  Bdaitnng«  auf  der  Längeneinheit 
p»  gebogen. 

Nehmen  wir,  am  die  Untersvchung  zu  vereinfachen ,  an,  die 
Seitenflachen  des  Körpers  seien  zwei  parallele  Terticale  Ebenen,  so 
dass  folglich  die  Breite  des  Körpen  überall  dieselbe  ist  Es  sei 
AmB  die  mittlere  Äxensichicbt  des  Körpers,  welche  wir  ungebogen 
als  eine  horixontale  Ebene  annehmen  werden.  Wir  werden  daw 
die  Gleichungen  der  auf  beiden  Seiten  jener  mittleren  Axenschicbt 
-symmetrischen  oberen  und  unteren  begrenzenden  Fläche  suchen, 
und  diese  als  eine  cylindrische  Fläche  annehmen. 

Bezeichnen  wir  dorch  a  die  Länge  AB  des  Körpers,  dufißh 
b  seine  Breite,  durch  h  die  Höhe  CD  des  emgemanerten  Endes, 
durch  X  und  v  die  Abscisse  Bn  und  Ordinate  mr  3=  mr'  der 
oberen  und  unteren  Flächen,  durch  x'  und  17'  irgend  eine  kleinere 
Abscisse  Bn  und  entsprechende  Ordinate  nt  =  nt^  Es  wird  all* 
dann  das  Moment  der  gegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  m  gleich: 

Px  +  p  j(x  -  X')  dx'  +  2qb  kx  -  x')  ,/'dx' «  j  ■ 

All  der  EhsttcitSIsgrenze  ist  aber: 

E 

wenn  T  den  kleinsten  Tragfäbigkeitscoefficienten  bezeichnet,  und  es 
ist  das  Brechungsmoment  in  m:  €  =  |Eb17^  Diese  Werthe  siilh 
stituirt  geben: 


•/<■ 


Px  +  tl»*  +  2ql>    (x  —  »'>  fl'^*'  =*  fTbijS 

welche  Gleichung  bezeichnet,   dass   die  Elasticitätsgrenze  an  der 
einen  Oberfläche  überall   erreicht  wird,   nämlich  an  der   oberen, 
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wenn  der  absolate  TragfifaigkeitocoefBcient  kleioer  als  der  ruclE- 
wiikende  ist,  an  der  unteren  Flache,  wom  das  Entgegengesetite 
stattfindet 

DifiTerentürt  man  hier  swei  Mal   nach  einander  in  Bezi^  aof 
X,  so  erhalt  man: 


>pdx'«f 


o 

p  +  2q>?  -  iTbd,«(,j«> 

Mukiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  Ztid^v  =  clx(?')  und  inte- 
grirt,  so  erhalt  man: 

pi2»  +  Iqbj,»  +  C  -  iTb(d,(iy«))S 

wo  C  eine  naher  zn  bestimmende  Constante  ist     Man  erhält  aus 
der  letzten  Gleichung: 

und  liieraus: 

x-2rfb 


jy4qbij«+3pii»  + 


IC 


Um  die  unbekannte  Gonstaito  G  zu  finden,  substituire  man  die 
obigen  Wertbe  von  x  und  yon  d.(i}*)  in  der  Diffimntialgleichang: 


2q  p 


P  +  P»  +  2q     Vd»'  =  fTb  d^,»), 


and  bemerke,  dass: 

d(y4,y+3p,.  +  3C)  =  y^'^'.'^t^Tl'sC 


Sqb^'diy  Spd» 


n 


und  folglich: 
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d'ix'  -  2  VfB  fl g^ =^ 

J^  J  V4qV+3pij»+  3C 

o  o 

~     '^        i  6qb  -   4qbVfbi' 

Diese  Werthe  sobitituirt  geben  die  Gleichong: 

P  +  px  +  iVTb  jV4qbi,«+3pi)»'+3C  -  Y9C-~\,^^^^ 

«  fVfb  V4qbi2»+3pi]*  +8C. 
Hieraus  findet  man  dann  durch  Reduetionen: 

P  =  tVTbVac,  C  =  1^. 

Dieser  Wertb  von  G  substituirt,  giebt  die  Gleichung  der  Ober- 
flachen  : 


9P«. 
4Tb 


Um  die  Biegung  des  ^lörpers  oder  die  Gleichung  der  geboge- 
nen mittleren  Axenschi^at  zu  finden  (Fig.  97),  bezeichnen  wir  durch 
y  die  der  horizon^  .len  Absdsse  x  =>  Bs  entsprechende  Ordinate 
sm  der  mittleren  Axenschicbt.    Man  hat  dann,  weil: 

E 

woraiQs  durch  Integration^  wenn  bemerkt  whrd,  dass,  wenn  x  =  a, 
auch  4»y  «»  o,  und  wenn  x  s=  jo,  auch  i?  sb  o  und  y  «s  o  ist: 
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,      _  T    /dx  _  2TVTb    f d»; 


E/    fl  E         l-i/.  .    .    .    .     .   .     9pr 

4Tb 


4qbi} 


Diese  Formeln  werden  sehr  vereinfacht,  wenn  man  nicht  auf 

das   eigene  Gewicht  des  Körpers  Bücksiebt  zu  nehmen  braucht» 

d.  h.  wenn  man  q  gleich  Null  setzen  kann.  Es  wird  alsdann  die 
Gleichung, der  cylindrischen  Obofläohen: 

und  hieraus: 

2Px  +  px«  =  ^Tbi]». 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel  (Fig.  96),  deren  Hauptaxe 

op 

mit  der  mittleren  Axenschicht  zusammenrällt  und  gleich  —  ist,  und 
deren  zweite  Am  gleich:  ^ 


y  4Tpb  • 

Wenn  auch  p  =  o  ist,  so  wird  diese  Hyperbel  zu  einer  Pa- 
rabel, deren  Gleichung: 


3P 


tTb 

Wenn  dagegen  P  =  o  ist,  so  wird  die  Hyperbel  zu  zwei 
geraden  Linien  (Fig.  98),  und  es  wird : 

tan«CBA=|  =  fy^. 

Die  Höhe  h  am  eingemauerten  Etide  findet  man  gleiob  %n^ 
wenn  man  x  =s  a  setzt.  Brauefat  man  auf  da»  eigene  GewicitC 
des  Körpers  keine  Rücksicht  zu  nehmen ,  d.  h.  kann  man  q  s=s  o 


n 
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setzen,  so  wird: 

'3a(2P  +  pa) 


h  -  ^ „  Yj, 


"  "^    Tb 


Ist  auch  p  »  0|  so  wird 
Ist  dagegen  P  =  o,  so  wird 

NefameB  wir  jetzt  an,  die  am  freien  Ende  wirkende  Last  P 
Bei  gleich  fivSl,  und  der  Körper  sei  nur  durch  sein  eigeaes  Ge- 
wicht und  durch  die  gleichmässig  vertheilte  Belastung  gebogen. 
Es  wird  alsdann  die  Gleichung  d^  OberflScben: 

J    Y^qhr}*  +  3pij*  J  Y  Aqhtj  +  3p 


=  -^  ( V4qbi|  +  3p  -  YJ^h 


oder: 


,     ,    2V3Tbp.x         4Tb 


Dies  ist  (Fig.  100)  die  Gleichung  einer  Parabel  CB,  deren  Axe 
senkrecht  auf  der  mittleren  Axenschicbt  AB  ist. 

Der  Scheitelpunkt  der  Parabel  wird  ausserhalb  des  Körpers 
in  F  liegen,  wo 

Bg^VW   EF,        3p_ 
qb      *  4Tb*q 


I 
I 

4Tb  *v  r«...  .  .  I 


Der  Parameter  der  Parabe^  ist  gleich  — j^.    Die  Höhe  h  am  ein- 
gemauerten Ende  findet  man,  wenn  man  X3=  a  setzt: 

h  «  CD  =  2i?  =  ^  (qba*  +  2  VäTbJ) 

Sachen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  gebogenen  mittleren  Axen- 
schicbt, wemi  q  =  0  ist  (Fig.  97).    Man  hat  alsdann : 
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"«y        El?  ""    B   •  \^3(2Px+px«)  • 

und  hieraus  durch  Integration,  wenn  die  Constanten  so  bestimmt 
werden,  dass,  wenn  x  =  a,  d^y  ^=  o  ist,  und  wenn  x  ss  o ,  auch 
y  =  0  ist: 

2TVW  r  dx 


day- 


■f- 


E       J    Y  3  (2Px  +  pxM 
R  V  3p    "«  ""Vp  +  p,  +Vp.a«+ilP^/' 


B 

+  "■  *"«  '■ni>  +  p.+Yp«..  +  2Pp,^: 

Setzt  man  hier  X3=a,  so  findet  man  den  Pfeil  des  Herunter- 
biegens : 

Wenn  auch  p  =  o  und  der  Körper  folglich  nur  durch  ein 
am  freien  Endpunkte  B  angebrachtes  Gewicht  gebogen  ist,  so  wird: 

^.y  -  T 

woraus : 

3EV6P     ' 

oder,  wenn  man  statt  T 

h  = 
einfuhrt: 
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•  * 

f  8Pa' 

'  ""  ~Ebh«' 

Der  Pfeil  der  Herunterbiegung  ist  folglich  in  diesem  Falle 
doppelt  so  gross,  als  wenn  alle  Querschnitte  des  Körpers  dieselbe 
Höiie  batteo.  Ist  dagegen  P  »:  o  und.  der  Körper  also  nur  durch 
die  gleicbmässige  Belastung  gebogen»  so  wird  (Fig.  99)  : 


nod  hieraus! 

dxy  «  ?  I^IJ  «««  «»•»  (t) 


—  4  V^  !^  —  »  loß  nal  (y)  j 


ß  r  3p 


oder,  wenn  map  statt  T 

b 
«niulirt: 

.  6pa» 

Ebh» 

Der  Pfeä  der  Herunterbiegung  ist  folglich  in  diesem  Falle  4  Mal 
so  gross,  als  wenn  alle  Querschnitte  des  Körpers  dieselbe  Höhe 
b  hätten* 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wäre  nur  P  =  o,  und  der  Körper 
folglich  nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  und  durcl^  die  gieichmässig 
▼artheilte  Belastung  gebogen.  Es  wird  alsdann  die  Gleichung  der 
mittleren  Axenschicbt  (Fig.  101) : 

,»  T  4T«b 


^n  '        E(qbx*  4-  2  Y  3Tbp  x)   ' 

ood  hieraus: 

m 
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A  1  ,  .  /"x(({ba  -f  2  V3Tbp) \ 

^  2Ysihp      ®         \a(qbx  +2  V3Tbp)/ 

=  — ~L=.io  p-^y^(i^«  +  tYnb^)\ 

^  2YWbp    ^^"^    \a(qbx  +  2  VaTBp)/ 

q*>    ^      V     2yiTbp'     / 

Setzt  mati  hier  x  «s  0  >   so  findet  man  den  Prai  der  Heraiiter«» 

biegung: 

1    ,  V  qba  +  2VlTbi^\ 

f  «  —  -  r  log  nat  I  — — ~=^ — '  I»  . 
qb      ®         \        2V3Tbp         / 

oder,  wenn  man  den  oben  liir  diesen  Fall  gefundenen  W«ttil  toa  bi 

b  «  ^(qba+2VlTb^) 


substiluirt: 


'—i  -  »•'  my 


§•  192- 
Betrachten  wir  jetzt  einen  m  beiden  Endpunkten  horizontal 
unterstützten-Körper  (Fig.  102),  welcher  sowohl  durch  sein  eigenes 
Gewicht,  auf  jeder  Kubikeinheit  q,  wie  durch  eine  gleichmissige 
Belastung,  auf  der  Längeneinheit  p,  und  endlich  durch  ein  in  der 
Mitte  C  angebrachtes  Gewicht  Q  gebogen  ist.  Wir  werden  fort- 
Hvidirend  der  Einfai^hbeit  wegen  die  mittlere  AtenschicBt  tdes  Kofi 
)ye^s  als  äh^  Ebene  annehmen,  und  den  Körper  durch  zwei  ver» 
ticale  Ebenen,  in  dem  Abstand  b  von  einander,  und  durch  Kwd 
TfjViidtisch^  und  in  Bezug  «uf  die  mittfere  Axenschictft  'isymme- 
ttf^^  Ob^rii&chen  begrenzt.  Diese  bj^iden  Obarfläcben  werden 
Temer  tfuch  ia  Besug  auf  eine  vertioale  Ebedd  DE  in  der  Mitte 
zwischen  beiden  Unterstützungspüukt^n  •  syrntnetriBcb  ^io.  Vfk 
brauchen  daher  nur  die  Gleichung  der  eineü  Hälfte  AD  der  einen 
Oberfläche  zu  suchen.  Nehmen  Wir  d^n  einen  Dnterstötzungspunkt 
A   als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  an ,   die  Absqisto  t «»:  iA«i 
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KQ  +  PO  +  2bq 


horizontal,  die  Ordinate  rj  ==  mr  verücal.  Der  Druck  auf  jeden 
Unterstötzungspunkt  ist  gleich:  ^ 

Die  Biegung  des  Körpers  wird  jetzt  dieselbe,  als  wäre  er  in  der 
Mitte  G  festgehalten  und  jede  Hälfte  durch  ihr  eigenes  Gericht 
and  durch  die  gieichmässige  Belastung  heruntergebogen,  durch  die 
auf  die  Endpunkte  wirkenden  Kräfte: 


,p 


KQ  +  P')  +  2bq  Udx 

aber   aufwärts   gebogen.     Die  Gleichung  jeder  Hälfte   der  einen 
Obeprfl^he  findet  man  dann^  ^wenn  man  statt  P  die  Grösse: 


fki 

[  j  ^dx, 


KQ  +  pJ)  +  ^M 

a  =  4^1  setzt  und  die  Zeichen  der  Grössen  p  und  q  ändert.    Man 
erhalt  dann) 

WO  der  obige  Werth  yor  P  eiozuselzen  ist.     Es  ist  aber  in  difit 
sem  Ausdruck  von  P  das  Gewicht  Ät$  Körpers 


ip 


noch  unbekannt  uni  kann  nur  annäherung3weise  bestimmt  wer- 
den;  indem  man  erst  unter  den  drei  Grössen  Q,  p  und  q  die  eine 
i»der  die  zwei  kleinsten  verntaehRssigt  und  nach  der  so  annäheruog^ 
^eise^bestmimten'Vorm  de»  k^rpers  das  Gewicht  bestimmt,  und 
dann  4iese  bemitzt,  uiti  eine  2weit^  genauere  Bestimmung  der  Form 
und  des  Gewichtes  des  Körpers  zu  erhalte«.  —  Die  GMchung  Jeder 
fltüte  ddr  gebogenen  mittlerem  Akenscbicfal  wM: 

i  2S« 
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woraus: 


II 
B 


wo  fortwährend: 


P 


ZU  setzen  ist. 

Braucht  man  auf  das  Gewicht  des  Körpers  keine  Rucksicht 
IQ  nahmen,  so  wird: 

oder  : 

und,  wenn  man  den  Werth  P  =:  KQ  -p  pl)  substituirt: 

Qx  +  px(l  -  x)  =  iTbn*. 

Dies  ist  die  Gieicbung  einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  horizontal 

und  gleich  -^  +  '  ^^  deren  kleine  Axe  gleich 

3(Q  +  pl) 

2V^3Tbp 

ist.  Der  Längendurchschnitt  des  Körpers  besteht  dann  aus  zwei 
einander  entgegengesetzten  Theilen  dieser  Ellipse,   und  zwar  so, 

als  wäre  der  mittlere  Theil  dieser  Ellipse  im  Abstände^  auf  jeder 

Seite  des  Hittelpunktes  senkrecht  auf  der  grossen  Axe  abgeschnit- 
ten  und  die  beiden  übrigen  Endstücken  dann  zosammeogefiigt 

Wenn  auch  Q  s»  o  ist,  so  wird  der  Längendurchschnitt  dei 
Korpers  eine  ganze  Ellipse. 

Wenn  dagegen  p  =»  o  ist ,  so  wird  die  Gleichang .  jeder 
Hälfte  des  Längendurchschnittes: 
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ond  derselbe  besteht  folglich  aus  zwei  entgegengesetzten  Parabeln« 

30 

deren    Parameter   gleich   -—'  sind. 

Die  Höhe  des  mittleren  Querschnittes,  DE  <=3  h,  wird  gefun- 
den, wenn  man  x  =  ^1  setzt  Es  wird  folglich,  wenn  fortwährend 
q  SS  o  angenommen  wird: 


2,«y^ 


5ITJ  (Q  +  ipl)- 


Die  Differentialgleichung  der  gebogenen  mittleren  Axenscbicbt . 
wird  ferner  in  diesem  Falle: 

.,     ^  JL  «  2tV1^' 

»y  ""   Et^  ^  Ey3(Q  +  pl)x  — 3px«* 

woraus,  weil  d.y  =s  o,  wenn  x  ===  |1,  und  y  s=:  o,  wenn  x  ::=  o : 

«VtB  L|/(Q  +  pl)  X  -  px' 

■   Q  +  pt-2p«     -„/.     „       V(Q-+Pl)»-P»'\       Q  +  P»    w) 
+  2P  .arc(^tans^ iVF^/  «p       ^j" 

Setzt  man  hier  x  =  ^| ,  so  findet  man  den  Pfeil  der  Herun- 
terbiegung : 

*r     2p    j 

BV3p  I  *p       V    *    yacQ  +  ipi)/    *r       *p     i 
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Wenn  hier  auch  Q  =  o  wäre, ,  so  \yürdfe : 


EV3p 


iYxCl-x)  .+  \i\  -  X)  an:  (tong.^yl^) 


n 


-(>— X)  j 


~       eV5p  V*       V" 


EVSp 
Substituirt  man  hier  den  Werth  von  h: 


<: 


3p 


Woraus : 

T  -  M! 

4bh* 

SO  findet  man: 


'  ^  "^  8Bbh»  V  2         V 


Der  Pfeil  des  Herunterbiegens  ist  folglich  in  diesem  F&Ue  ^{^r-^) 
Mal  so  gross  als,  als  wenn  die  Höhen  aller  Querschnitte  des  Kör- 
pers gleich  h  sind 

c)  Widerstaud  der  Körper  geg^u  Drebuog. 

§.  193. 

Die  Theorie  der  Drehung  fester  elastischer  f^örper  ist  noch 
sehr  unvollkommen,  und  was  bisher  hierin  von  Navier,  Cauchy, 
Lam^  und  Clapeyron  geleistet  worden  ist,  muss,  weil  es  auf 
denselben  Betrachtungen  beruht,  welche^  wie  im  §.  134  erwähnt, 
anderswo  zu  Resultaten  führen,  die  mit  den  Beobacbtongen  nicht 
übereinstimmen,  was  hier  ebenfalls  stattfindet,  als  weniger  si"« 
eher  betrachtet  werden.  Wir  werden  daher  hier  dar  die  ein- 
fachsten^ Fälle  und  die  durch  Beobachtungen  bestätigten  Sätze  be- 
trachten. 

Es  sei  (Fig.  104)  ABDE  ein  an  der  einen  Endfläche  AB  be- 
festigter gerader  prismatischer  Körper.  Ilehm#ii  wir  an,  ^der  Kör-* 
per  sei  an  der'  freien  Endfläche  DE  durcH  mehrere  ia  der  Ebene 
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der  JEiHlflSclie  uid  folgUcb  s^okrecbt  9uf  4ie^  Sdib^D  4ei9  pnm«UT 
scheu  Körpers  wirkende  Kräflepaare  gedreht.  Irgm^  tin  Qm^Ft 
schnitt  ob  wird  dann  um  einen  Punkt  c  gedreht,  so  dass  jede 
durch  den  Punkt  c  gehende  Gerade ,  z,  B.  ab,  die  Lage  a'b'  ein«^ 
nimmt,  wo  der  Winkel  aca'  =3:  g)  der  Drehungswii^kel  ist.  Dieser 
Drehungswinkel  q>  hat  ofFenbar  einen  mit  dem  Abstände  des  Quer- 
fi^nittes  von  der  befestigten  Endfläche  veränderKchen  Werth.  Be4 
zeichnen  wir  diesen  Abstand  Cc  durch  z,.  so  wird  folglich  f  eine 
Function  von  z ,  sP  =  f (z)  9  welche  für  z  =  0 ,  auch  gleich  Null 
wird*  Betrachten  wir  jetzt  einen  im  Abstände  cf  =  h  von  dem 
Querschnitte  ab  und  folglich  im  Abstand  z  4~  b  von  der  befestig- 
ten EndDäche  beGndlictien  Querschnitt  de.  Der  Drehungswinkel 
sei  hier  y',  wo  q>'  =3  f(z  +  h)  ist.  Denkt  man  sich  jetzt  die  bei- 
den Theile  ABba  und  deED  in  ihrem  gedrehten  Zugtande  ersto^rlf 
so  wird  hierdurch  offenbar  im  Gleichgewichtszustände  des  Körpers 
Aiehts  geändert«  Man  kann  sich  aber  dann  den  Körper  im  QuerT 
achnitie  ab,  in  der  gedrehten  Stellung  dieses  Querschnittes,  statt 
in  AB,  festgehalten  denken,  und  die  in  der  Ebene  DE  wirkenden 
Kr&ftepaare  in  die  damit  parallele  jßbene  de  versetzt,  weil  diese 
Ebonen  jetzt  unveränderlich  verbunden  sind.  Der  Drebungswinkel 
des  Querschnittes  de  wird  dann  gleich  dfd'  ^  aca'  ==  $p'  —  y 
tos  f(z  -f-  h)  —  f(z).  Betrachtet  man  jetzt  den  im  Abstände  Ci  =s  fa 
von  der  befestigten  Endfläche  gelegten  Querschnitt  gh,  dessen  Drer 
hungs Winkel  folglich  gleich  f(h)  wird,  so  jsieht  man  ebenso  ein', 
dass  dieser  Drehungswinkel  derselbe  sein  muss,  als  wären  die  ge^ 
gebenen  Kräflepaare  unmittelbar  in  der  Ebene  gh  angebracht. 
Dieser  Drehnngswinkel  muss  aber,  weil  die  Korper  ABhg  und 
abed  congruent  sind,  derselbe  seih,  als  derjenige  des  Körpers  abed, 
meim  dieser  in  ab  feaCgebaUen  und  in  der  Ebene  de  durch  die 
gegebenen  Kräfteuaare  gedreht  wäre;  oder  es  muss; 

f(z  +  h)  —  f(z)  «  fch) 

sein.  Hieraus  geht  aber  hervor,  dass  {{t)  proportional  mit  i:±=:  Kt 
Mttt  .fMMS^    Ss  iH  folglich  ^er,  Drjft^njuwinlfd-  in  jedem  Qut^^ 
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sehniile  dem  AbOand  diesei  Qwriehnüiei  van  der  hefuiigtm 
Bndfläche  proportional  — 

Bezächnet  man  durch  &  den  Drehungswinkel  DFD'  der  freien 
Endfläche,  und  durch  I  die  Lange  CF  des  prismatischen  KorperSt 

80  wird  0  =s  AI  und  folglich  91  =  -r-,  und  A^  =  y/iz.    Es  geht 

.  hieraus  hervor,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Querschnitte  gegen 

einander  um  einen  mit  -j  proportionalen  Winkel  gedreht  worden 

sind,  und  dass  folglich  zwei  Flächenelemente,  welche  vor  der  Dre- 
,    hung  einander  in  diesen  Querschnitten  gegenüberlagen,  nach  der 

Drehung  um  eine  Grösse  gegen  einander  verschoben  worden  sind, 

0 

,  welclie  proportional  ist  mit  y  und  mit  dem  Abstand  r  der  Elemente 

von  der  Drehungsaxe.  Wollte  man  jetzt  annehmen,  dass  bei  klei« 
hen  Drehungen  der  durch  diese  Verschiebung  hervorgerufene  Wi* 
derstand  proportional  mit  der  Grösse  der  Verschiebung  und  mit 
der  Flache  des  verschobenen  Elementes  wäre,  so  würde  man 
hieraus  leicht  die  Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  dar« 
stellen  können.  Bezeichnet  man  nänüich  durch  tp  den  Winkel^ 
welchen  der  Radius  vector  r  des  Fiächenelementes  mit  einer  in 
der  Ebene  des  Querschnittes  festen  Geraden  bildet,  so  wird  das 
Flächenelement  gleich  rdrd^,  und  die  durch  seine  Verschiebung 

hervorgerufene  Widerstandskraft  gleich  D-r-r^drdV'»     wo    D    ein 

von  der  Materie  des  Körpers  abhängiger  Coeßicient  ist.  Diese 
Kraft  ist  auf  der  Richtung  des  Radius  vector  r  senkrecht  und  der 
Drehung  entgegengesetzt  wirkend.  Ihre  Componenten,  parallel  mit 
der  den  Winkel  tp  bestimmenden  festen  Geraden,   und  senkrecht 

auf  derselben ,  werden  folglich  gleich  D  -|-  r^  sin  tffdrdtp  und 
Dyr^cos^drd^,  und  ihr  Moment  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
der  Drehung  wird  gleich  Dyr'drd^.  Damit  Gleichgewicht  statt- 
finden soll,   müssen  jetzt  diese  Kräfte  die  gegebenen  Kräftepaan 
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m  Gleichgewicbt  imltea  fieieichnet  man  durch  M  des  Momeiit 
dieser  Kräfte ,  und  durch  R  s=  f (^)  die  Gietchufig  des  UmiiLretses 
des  Querschnittes,  so  werden  folglich  die  Bedingungsglachungen 
des  Gleichgewichtes: 

-p  I  sin  tpitff  I  r*dr  ■=■  o,     — r-  |  cos  tpdif;  |  r*dr  =»  o , 

H  «>  ^    d^     r*dr. 

o  o 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  bezeichnen,  dass  der  Mittelpunkt  der 
Drehung  mit  dem  Schwerpunkte  des  Querschnittes  zusammenriillt, 
weil  r  sin  tp  und  r  cos  ^  die  zwei  Coordinaten  des  Flächenelemen* 
tes  rdrd^  sind.  Die  durch  die. Schwerpunkte  beider  GrandOSchen 
gehende  Gerade  wird  folglich  die  Drehungsaxe  des  Körpers. 

Die  dritte  Gleichung  giebt  den 'Drehungswinkel  0. 

Der  G)eßicient  D  wird  der  drehende  Elasticititscoef- 
ficient  des  Körpers  genannt. 

Isl  der  Querschnitt  des  Körpers  ein  Kreis,  dessen  Halbmes- 
ser gleich  R  ist,  so  wird  R  ss  f(^)  constant«  und  die  Gleichung 
des  Gleichgewichtes  wird:' 

M»-,  Jd^Jr«dr«— gp>.        ^ 

9  • 

woraus  wieder: 

^  2M1 

d.  h.  der  Drehungswinkel  ist  der  vierten  Potenz  des  Halbmessers 
des  Cylihders  umgekehrt  proportional 

Ist  der  Querschnitt  ein  Quadrat  (Fig.  105),  so  kann  man  be- 
sonders den  Werth  des  Integrals  für  jeden  der  acht  mit  ABC  con- 
gnienten  Triangel  suchen.  Es  wird  dann  die  Gleichung  der 
Seite  AB: 
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iK^eini  a  die  S«ite  des  Quadrates  bezetdinet,  und  es  wird  Mglidi 
das  lategrai  in  Bezug  auf  dieses  btegral  gleich: 

TT 


J       J  ^*  J  *'*'ä'V'        *s 


o  e  '     o 


und  folglich: 


„         D©a*      ^         6MI 


d.  h.  der  Drehungsvoinkel  ist  der  vierten  Potenz  der  Seite  des 
Quadrats  umgekehrt  proportional. 

Diese  Sätze  siod  freilich,  insofern  sie  das  Yerhältniss  des  Dre» 
faungswinkels  bei  Körpern  ähnlicher  Querschnitte  betrefleo,  durch 
die  Beobachtungen  bestätigt  worden,  aber  nicht,  wann  man  die 
Drehungswinkel  eines  cyiindrischen  Körpers  utid  eines  porollelepip'er 
dischen  Körpers,  dessen  Grundfläche  ein  Quadrat  ist,  vergleicht. 
Man  findet  alsdann  immer  den  Drehungswinkel  bei  vier/eekigen 
Körpern  grösser,  als  er  nach  den  obigen  Formeln  sein  sollte,  wen« 
der  drehende  ElasticiiätscoefficieDt  D  durch  Beobachtuogea  cylin- 
flrischer  Körper  bestimmt  worden  ist,  oder,  was  dasselbe  ist^  der 
Werth  von  D,  aus  Beobachtungen  viereckiger  Stäbe  gefiinden,  ist 
immer  kleiner  als  derjenige  aus  Beobachtungen  runder  Stäbe. 

Man  hat  durch  Beobachtungen  des  Drehungswinkels  folgende 
Werlhe  des  drehenden  Elasticitätseoeßicienlen  gefunden,  wenn  der 
Zoll  und  das  Pfund  als  Einheiten  angenommen  werden,  and  ah 
Drehungswinkel  &  die  Länge  des  entsprechenden  Bogens,  dessen 
Halbmesser  die  Einheit  ist: 

Eiche D  =  85000  bis  128000, 

Gusseisen D  =  GOOQOOO  bis  9000000, 

Sclmiedeeisen D  =  900000  bis  1000000, 

SlaW D  =  5000000  bis  8000000. 

Kupfer,  ausgezogenes  .  .  D  =  3200000  bis  6000000, 
Messing,  ausgezogenes  .. .  D  =  2000000  bis  3400000, 
Glas D  =  3600000  bis  4500000, 


i  «uf  did  .6<seUe  dm  GltiahfBwiobU  «Bil  der  Bew^gtti^tT    40t 

Die  SlaslieititogrMce  wird  in  den  von  der  Drebud^sax^  am 
meisten  entfernten  Fasern  zuerst  überschritten  und  hier  auch  der 
Körper  zuerst  zerrissen  werden.  Bezei^aet  man  diesen  Absland 
durch  G,  so  ist  die  transversale  Verschiebung  zweier  Punkte  dieser 

Faser  proportional  mit  -y^.    Nimmt  man  wie  vorher  den  Wider-  .. 

stand  der  Elemente  gegen  Drehung  proportional  mit  dieser  Ver- 
schiebung, so  musSy  wenn  diese  Verschiebung  eine  gewisse  Grenze 
erreicht  hat,  auch  die  Elasticitaisgrenze  des  Körpers  oder  dessen^ 
Abreiäsungsgrenze  erreicht  sein.  Bezeichnet  man  durch  A  einen 
von  der  Materie -des  Körpers  abhängigen  Coerficienteii,  so  wird  an 
dieser  Grenze: 

0c        . 

T  =  ^' 
folglich,  wenn  der  Querschnitt  des  Körpers  ein  Kreis  ist: 

""  =  ^'  -SBä^  =  a,  m  =  -^, 

und,  wenn  der  Querschnitt  des  Körpers  ein  Quadrat  ist: 

,  v^    3MVT       .    -,      J^'l! 
e  ^  Ja  VT,    -^^r-  -  A,  M  «  ^j-. 

Das  Moment  M,  welches  einen  Körper  abdreht,  ist  folglich 
von  der  Länge  des  Körpers  unabhängig,  nur  muss  der  Körper 
bei  grösserer  Lange  er$t  um  einen  grösseren  Winkel  gedreht 
werden. 

Der  CoelBcient  AD  wird,  insofern  es  sich  um  die  Elasticitäts- 
grenze  handelt,  der  drehende  Tragfähigkeitcoefficient  des 
Körpers  genannt,  insofern  es  dich  um  eine  Abdrehung  handelt, 
der  drehende  Festigkeitscoefficient 

Die   Werthe   des   drehenden   Tragßhigkeitscoefficienten   sind, 
Wenn  fortwährend  der  Zoll  und  das  Pfund  als  Einheiten  angenom- 
men werden:  ' 
*  Eich«  200  bis  500, 
Eisen;  gegossenan  '^Mf»  bis  lOOOQ, 
Eisen»  geschmiedetes  löOOft  bis  25000: 
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Die  Weitbe  des  dreh^den  PestigkeitoeoefBcieiiten  rind: 

Eiche  2000  bis  5000, 

Eisen,  gegossenes  25000  bis  60000, 

Eisen,  geschmiedetes  50000  bis  70000, 

Stahl  100000  bis  1^0000, 

Kupfer,  gegossenes  29000, 

Zinn,  gegossenes  9600, . 

Blei,  gegossenes  6700. 
Es  ist  jedoch  zu  bemerken ,  dass  alle  diese  Coeßicienten  der 
Drehung*  und  insbesondere  die  drehenden  TragiahigkeitscoelBcien- 
ten,  weniger  genau  bestimmt  sind. 


Cap.   IV. 
fleietie  der  Bewegmig  fester  dattiicher  KBrpw . 

§.  194. 

Um  die  im  ersten  Abschnitte  entwickelten  allgemeinen  Ge- 
setze der  Bewegung  auf  feste  elastische  Körper  anzuwenden,  muss 
man,  ausser  der  Schwere  des  Körpers,  auch  die  gegenseitigen  Re- 
actionen  der  Molekülen  in  Betracht  ziehen.  Um  dieses  zu  thuot 
muss  man  die  dynamische  Arbeit  dieser  Kräfte  für  jeden  Fall  be- 
rechnen können. 

Bezeichnen  wir  durch  R  die  Molekülarkraft,  welche  zwischen 
zwei  Molekülen  stattfindet,  durch  r  den  Abstand  dieser  Molekülen. 
Die  Krall  R  wird  dann  immer  in  der  Richtung  dieses  Abstandes 
stattfinden.  Bezeichnen  wir  durch  ds  und  ds'  die  von  den  zwri 
Molekülen  beschriebenen  Bahnen,  durch  9  und  ^'  die  Winkel, 
welche  diese  mit  der  Linie  r  bilden,  so  wird  die  dynamische  Ar-* 

beit  des  ersten  Punktes:   /R  cos9>.ds,    and  diejenige  des  zweiten 

Punktes :   /Rcos 9>'ds'.    Die  ganze  dyMmische  Arbeit  wird  folglich: 

/R(cossf>d8+  cosg^'ds*)- 


aaf  die  Geaeit«  des  GMchgewicfaU  und  der  BewegODg. '     iti 

Es  ist  abar  jettt: 

dr  »  dcr.da  +  d^T.dt'  a  coi^dt  +  eet^'da'y 
wenn  die  Uolekülarkraft  abatosseud  wirkt  und  folglkh  r  au  ver- 
groasero  strebt;  und 

—  dm  co99)ds  4-  cosy'ds', 
wenn  die  Molekülarkrafl  anziehend  wirkt    Die  ganze  äynamiacho 

Arbeit  der.Molekülarkrail  wird  folglich:  /Rdr,    wenn  die  Moleku- 

larkrait  abstoasend  ist,  und :  —  /Bdr»  wenn  die  M oiekührkraft  an- 
siebend  ist 

Die  dynamische  Arbeit  der  Moleküiarkraft  ist  folglich  positiv, 
wenn  die  Bewegung  längs  der  Linie  r  in  der  Richtung  der  Kraft 
stattfindet;  oder  mit  anderen  Worten,  die  dynamische  Arbeit  der 
Molekälarkraft  ist  negativ,  wenn  das  System  aus  dem  Zustand  dea 
Gleichgewichts  gebracht  wird,  positiv,  wenn  es  dazu  zurückkehrt. 
Sie  ist  unabhängig  von  der  Richtung  der  Bewegung,  und  man 
braucht  folglich  bei  der  Berechnung  dieser  Arbeit  nur  die  relative 
Bewegung  der  beiden  Punkte  zu  betrachten. 

Wenn  die  Elasticitatsgrenze  des  Körpers  nicht  überschritten 
wird,  d.  h.  wenn  die  Kraft  *B  nur  eine  Function  des  Abstandes  ist» 
so  wird  die  dynamische  Arbeit  jRdr  zwischen  zwei  Zeitpunkten, 
Wo  r  denselben  Werth  hat,  verschwinden.  Denn  es  besteht  dmm 
dieses  Integral  aus  zwei  vollkommen  gleichen  Theilen  mit  entgegenge«' 
setztem  Zeichen,  dem  einen  Theile,  wenn  der  Abstand  r  vergrössert, 
dem  anderen,  wenn  er  wieder  vermindert  wird,  und  die  widerste* 
hende  Arbeit  des  einen  Theiles  wird  genau  die  bewegende  Arbeit 
des  anderen  Theiles  aulheben.  Ein  zusammengedrückter  oder  aus- 
gedehnter Körper  wird  folglich,  wenn  er  seine  ursprüngliche  Form 
wieder  erhalten  hat,  genau  dieselbe  Arbeit  zurückgegeben  haben, 
welche  zu  seinem  Zusammendrücken  oder  zu  seiner  Ausdehnung 
angewendet  war. 

Wird  die  Elasticitatsgrenze  des  Körpers  überschritten,  so  wird 
das  Integral  /Rds  gleich  der  DiJOPerenz  sein  zwischen  der  wider«- 
atebenden  Arbeit  und  der  bewegenden  Arbeit  der  Moleküiarkraft, 
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wenn  die  Molekülen   erst   aus   ihrer  Gleichgewicbtslage  gebracht 
werden,  und  wenn  sie  nachher  dazu  zurückkehren. 

Es  wh'd  dann  R  kleiner,  wenn  r  zum  ursprünglichen  Werthe 
zuriickkehrt,  und  die  bewegende  Arbeit  wird  folglich  iiiinier  klei* 
ner  als  die  widerstehende  Arbeit  sein.  Bei  einer  Reihe  von  Os- 
cfliationen  der  Molekülen  werden  dann  die  Amplituden  dieser^  Os- 
cillationen  immer  kleiner,  und  für  jede  volle  Osciilation  wird  ein 
(Jebeiwchuss  von  widerstehende  Arbeit  da  sein. 

Die  totale  dynamische  Arbeit  wird  folglich  die  Summe  emer 
IBeihe»  deren  Glieder  abwechselnde  Zeichen  haben  und  zuletzt  im- 
mer abnehmen*  Der  Neonwerth  dieser  Reihe  wird  dann  immer 
kleiner  als  derjenige  des  grössten  Gliedes  sein^  oder  die  totale  Ar- 
beit der  Molekülarkraft,  wie  lange  auch  4ie  Schwingungen  gedauert 
babeo»  wird  immer  kleiner,  als  die  zu  der,  wähnend  der  Bewegung 
des  Körpern»  grössten  Ausdebnong  oder  Ziisammeodrüekung  an- 
gewandte Arbeit 

Wenn  man  folglich  eisen  festen  Körper  braucht,  um  die  df- 
Jiamisöbe  Arbeit  irgend  einer  Kraft  von  einem  Körper  auf  einen 
/mdern  zu  übertragen,  so  wird  diese  nur  sehr  wenig  dadurch  ver* 
jBiiidert  werden,  wenn  die  Zeit,  während  weicher  man  die  Bewe>» 
^mg  betrachtet,  so  gross  ist,  dass  man  mit  RiJcksieht  auf  die 
während  dieser  Zeit  ausgeführte  Arbeit  diejenige  zur  grössten  Aus«- 
JetHiung  oder  Zusammendräckuog  des  festen  Körpers  ein  fiur  alle* 
mal  angewandte  Arbeit,  -und  die  dadurch  hervorgerufene  Veräode* 
imag  der  lebendigen  Kraft;  dieses  Körpers  rertiachiassigen  kau» 

§.  195. 

Betraditen  wir  jetzt  eine  in  gerader  Linie  geordnete  Reihe 
,von  Molekülen,  wekfae  darch  MolekUlarkräfte  zwischen  je  «wei  auf 
leimnder  folgenden  mit  einander  verbonden  seien ;  eine  solche  Reihe 
wird  eine  materielle  Linie  genannt.  Diese  Linie  kann  aii<^  einen 
geraden  prismatisdieii  odef  cylindrischen  Körper  darstellen,  wenn 
-statt  der  Molekülen  die  auf  der  Axe  senkrechten  Schichten  gesetit 
werden,  und  wenn  die  in  diesen  Schichten  selbst  hervoi^emfeneB. 


ftUf  die  Gesätze  des  QleitbBidivietits  aod  dar  Bewegimg.       ili 

Irifte  veröacUiflMiigt  weritient  was  ioomer  geschekeh  kum,  wenn  die 
Dicke  des  Cjlmders'  sehr  klein  in  Be«ig  auf  dessen  Länge  ist     - 

Nehmen  mr  an,  die  Kräfte  P  und  P'  wirken  auf  die  beiden 
Enden  dieser  Linie,  oder  dieses  Cylinders,  in  entgegengesetzlei 
Richtung^  nehmen  wir  femer  an,  dass  die  Bewegung  durch  an* 
merkKches  Wachsen  der  Geschwindigkeit  hervorgebracht  ist,  so 
dass  man  folglich  die  Variationen  der  lebendigen  Kraft  des  Systems 
vernachlässigen  kann.    Die  dynamische  Arbeit  der  Moleköhrkriftie 

wird  äann  negativ  gleich :  —  2/Rdr ,  weil  das  System  entv^eder 
ausgedehnt  oder  zusammengedrückt  wird,  folglich  aus  dem  Zustande 
des  Gleichgewichts  gebracht  wird.  Man  hat  dann  in  Folge  des 
Satzes  der  lebendigen  Kraft  : 

JPds  + /P'ds'— sfRdr  =  0, 
wenn  beide  Kräfte  P  und  P'  eine  bewegende  Arbeit  hervorbrin- 
gen^ oder: 

/Pds  —  /P'ds'  -  2JTRdr  =  0, 
wenn^  die  eine  Kraft  P  eine  bewegende  Arbeit,    die  andere  Kraft 
P'  eine  widerstehende  Arbeit  hervorbringen,   d.  h.  wenn  der  An- 
griffspunkt dieser  Kraft  sich  in   der  der  Kraft  entgegengesetzten 
Richtung  bewegt.    '  ^ 

Will  man  wissen,  wie  sich  die  dynamische  Arbeit  der  beiden 
Kräfte  .  ' 

JPdsd=JP'ds'=2/Rdr 
unter  den  verschiedenen  M olekülarkriften  vertheilt ,   st>  muss  man 
di^  verschiedenen,    in  der   Summe  2i/Rdr  enthaltenen  Integralen 
Jftdf;  jfr dr',  jR^Mi^......  mit  einander  tergleichen.    Ist  die  Bewe- 

jgung,  wie  'angenommen,  durch  unmerkliches  Wachsen  der  Ge- 
schwindigkeit hervorgebracht,  und  entweder  constant,  oder  doch 
nur  langsam  variirend,  so  müssen  die  Kräfte  R,  R',  R'^  u.  s.  w. 
Unter  einander  gleidh  sein.    Es  ist  jetzt: 

.    :     i^^"^  /tR«'»'  i»'''''^  JÄ'^^'»  "•  ''•.^-  :! 
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wo  folglich  alle  Int^ale  zwiscboD  densdben  Grenze»  gemnnnett 
werden.  Die  obigen  Integrale  wurden  folglich  gleich  seint  wena 
d3  =^  dr'B'  »s  dg^Vi**  wäre,  d.  b.  wenn  die  Steißgkeit  der  materiell 
leo  Linie»  oder  des  Cylinders,  überall  von  gleicher  Grösse  wära 
Ist  dagegen  z.  B.  d,R  <  d^^RS  so  wird: 

oder:       /Rdr>jR'dr' 
sein»   d.  b«  die  dynamische  Arbeit  der  Molekülarkräfle  wird  desto 
grösser  sein,  je  kleiner  ihre  Steifigkeit  ist.  • 

Ein  Umdrebungskörper  von  verscbiedener  Dicke  kann»  wenn  die 
grösste  Dicke  sebr  klein  in  Bezug  auf  die  Länge  ist»  als  eine  sol- 
che materielle  Linie  betrachtet  werden»  deren  Steifigkeit  in  jedem 
Punkte  mit  dem  Flächeninhalte  des  Querschnittes  proportional  ist 
'Wenn  die  Molekiilarkräfte  nicht  gleich  sind,  sondern  ein  konstantes 
Verbältniss  zwischen  ihnen  stattfindet,  wenn  z.  B.  der  cylindrische 
Körper  aus  mehreren  auf  einander  gesetzten  Theilen  von  verschie- 
dener Elasticität  besteht,  so  dass: 

R' «  a'R,  R"  «  a"R»  R"  «  a'"Ä, 
so  wird: 

'jR"dr"  =  «"«J^dR,... 

WO  alle  Integrale  zwischen  denselben  Grenzen  genommen  werdeo* 
Die  dynamische  Arbeit  des  ganzen  Systems  wird  dann  im  nmge* 
kehrten  Verbältniss  der  Steifigkeit  ^  und  im  geraden  Verbältniss 
des  Quadrates  der  Molekiilarkrälle  vertheilt  werden. 

§.  196- 
£ann  man  die  Variationen  der  lebendigen  Kraft  des  Systems ' 
nicht  vernachlässigen»  so  kann  man  folgender  Weise  die  Gleichung 
der  lebendigen  ^raft  finden.    Es  sei  V  die  ^Geschwindigkeit  des 
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Schwerpunktes  des  Körpers  ^  v  die  reiatiTe  Geschwindigkeit  eines 
Molekülk  in  Bezog  auf  den  Schwerpunkt,  p  das  Gewicht  dieses 
Molekfils.  Es  /%nrd  dann  nach  §.  88  die  lebendige  Krall  des  gan- 
zen Systems  in  zwei  Theile  getheilt  werden  können,  den  einen, 
welcher  nur  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  berücksichtigt,  den, 
andern»  welcher  die  Bewegung  der  Theile  in  Bezog  auf  den  Schwer- 
punkt berücksichtigt    Man  hat  folglich  die  Gleichung: 

jpi,  -  JP'ds'-^jRdr  =  y~2  p  +  1  :?pTS 

wenn  die  Kraft  P'  als  eine  widerstehende  Kraft  angesehen  wird. 

Da  hier  die,  Arbeit  der  Holekülarkräfte  —  ^Rdr  immer  negativ 
ist,   weil  die  Holekulen  aus  dem  Zustand  der  Ruhe  in  Bewegung 

gebracht  worden  sind,   so  kann  nur  die  bew^ende  Arbeit ,  fPds; 

derjenigen  der  widerstehenden  Kraft»  /P'ds',  gleich  sein,  d.  h.  die 
Arbeit  kann  nur  ohne  Verlust  fortgepflanzt  werden»    wenn  Vsso» 

ysszQ  und  jlRdr=o,  folglich  nur  wenn  die  Elasticitätsgrenze  nir- 
gends iiberschritten  worden  ist,  und  kein  Punkt  irgend  eine  Ge- 
schwindigkeit hat  Ist  dagegen  /Rdr  nicht  gleich  Null,  was  ein- 
treffen wird,  wenn  die  Elasticitätsgrenze  iiberschritten  worden  ist, 
oder  der  Körper  noch  nicht  zu  seiner  ursprunglichen  Form  zu- 
rückgekehrt ist,  oder  ist  v  nicht  gleich  Null,  welches  eintreffen 
wird,  wenn  die  inneren  Schwingungen  des  Körpers  nicht  aufge- 
hört haben,  so  kann  nie  die  Arbeit  ohne  Verlust  fortgepflanzt 
werden.  Dies  erklärt,  warum,  wenn  lange  Stangen  angewendet 
werden,  um  eine  kleine  Quantität  dparaischer  Arbeit  fortzupflan- 
zen, ein  grosser  Theil  dieser  Arbeit  durch  die  Schwingungen, 
welche  in  der  Stange  fortwährend  stattfinden,  verloren  geht 

Wir  werden  durch  etliche  Beispiele  zeigen,    wie  man  in  be- 
sonderen Fällen  diese  Schwingungen  des  Körpers  berechnen  kann. 

§.  197. 

Wenn  wir  im  Anfange  des  Torigen  Capitels  die  durch  irgend  - 
eine  Last  bewirkte  Ausdehnung  oder  Zosammendrückung  priamati- 


n 
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«ober  Körper  sucbteti,  nahmen  wir  keine  Rücksicht  auf  den  ESn* 
floss  der  von  der  Last  errungenen  Geschwindigkeit,  oder,  was  das« 
selbe  ist,  wir  berechneten  nur  die  Spannung  oder  den  Druck, 
wefcher' nöthig  war,  um  den  Körper  durch  eine  gegebene  Aus« 
dehnung  oder  Zusammendröckung  im  Gleichgewichte  sn  erhaltea 
Die  Bewegung  der  Last  wird  jetzt  bewirken ,  dass  die  aitf  jene 
Weise  berechnete  Ausdehnung  oder  Zusammendriickung  uberschrit- 
ten  wird,  wodurch  dann  Schwingungen  erzeugt  werden. 

Wir  werden  hier  nur  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Schwere 
des  prismatischen  Körpers  in  Bezug  auf  die  am  freien  Endpunkte 
wirkende  Kraft  vernachlässigt  werden  kann. 

Es  sei  I  die  Länge  des  gegebenen,  in  einem  Ende  senkrecht 
berestigten  prismatischen  Körpers,  ta  dessen  Querschnitt,  E  der 
ElasticitatscoelBcient,  Q  die  in  der  Richtung  des  Prisma*s  wirkende  . 
Last  Wir  werden  annehmen,  dass  diese  Last  ohne  ursprüngliche 
Geschwindigkeit  auf  den  Körper  zu  wirken,  anfangt.  Es  bezeichne 
ferner  x  den  ursprünglichen  Abstand  irgend  eines  Querschnittes 
von  der  festen  Endfläche,  $  dessen  Verschiebung ,  A  die  -  Verschie- 
bung der  freien  Endfläche,  folglich  S  =^  ^,  wenn  x  =  1;  t;  =»  d^jl 
die  Geschwindigkeit  der  belasteten  Endfläche. 

Betrachtet  man  jetzt  zwei  auf  einander  folgende  Querschnitte 
im  Abstände  x  und  x  4*  d^  von  der  festen  Endflache,  so  wird  die 
Verschiebung  des  ersten  Querschnittes  gleich  S,  diejenige  des  zwei- 
ten gleich  S -f- d$,  und  folglich  die  relative  Verschiebung  dießer 
Querschnitte  gleich  dS.  Die  hierdurch  zwischen  den  Querschnitten 
hervorgerufene  Molekülarkraft  wird  dann  gleich: 

R==Ea/d,?. 

Es  ist  femer  der  ursprüngliche  Abstand  der  Querschnitte: 
r^'  =5  dx,  der  jetzige  folglich:  r  =  dx(l+dx5),  und:  dr  =  dx.  d(dx|). 
Die  dynamische  Arbeit  der  zwischen  diesen  Querschnitten  stattfin- 
denden MolekiilarkraQ;  wird  folglich: 

/Rdr  «  E«dx/d.Sd(d,5)  =  Ewdx.  K^,J)«, 
und  die  Summe  der  dynambchen  Arbeiten  alier  MolekülarkrÜle: 
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^J  Rdr  «  iE w J'cdxD * dx. 

o 

Weil  maa*  die  eigene  Schwere  des  prismattscheu  Körpers  ?er- 
oachlüssigt,  und  folglich  auch  die  während  der  Schwingungen  ent- 
wickelte lebendige  Kraft  dieses  Körpers  als  verschwindend  gegen 
diejenige  der  am  freien  Endpunkte  wirkenden  Last  Q  betrachtet, 
kann  man  auch  ia  jedem  Augenblicke  die  Spannung  in  jedem 
Querschnitte  des  Prisma*s  als  gleich  annehmen.  Es  wird  dann  in 
jedem  Augenblicke  die  Verschiebung  jedes  Querschnittes  propor- 
tional mit  dessen  Abstand  von  der  festen  Endd&cbe  san«  oder: 

woraus :      d^g  «^  -y 

Substituirt  man  diesen  Werth,  so  findet  man: 

EcaA* 


:?jRdr-|E./^dx=+l^ 


Die  dynamische  Arbeit  der  Last  Q  wird:  QXf  und  die  ganze 
entwickelte  dynamische  Arbeit  wird  folglich,  weil  diejenige  der  Last 
Q  eine  bewegende,  diejenige  der  Holekuiarkrafte  eine  widerstehende 
Arbeit  ist: 


QX-i 


1 


Die  lebendige  Kraft  der  Last  Q  ist:  \^.v^f  wo  v  »=  dU;  die 

lebendige  Kraft  des  prismatischen  Körpers  wird,    wie   oben  be- 
merkt, vernachlässigt  werden  können. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  folglich: 

Hieraus  findet  man: 


Substituirt  man  jetzt  v=^diX^  so  findet  tnan : 


d.i-y^2«i-e|ii. 


2^* 


n 


41ft     Hechaotoehe  Bigensebaften  der  Körper  und  deren  Biofiuae 

woraus: 

dl 

Integrirt  man  hier  und  bemerkt,  dass  die  Verschiebuiig  X  mit 
der  Zeit  t  verschwinden  muss,  so  findet  man  endlich: 

,        oder:    .  =  ^  j  i  _  «..  (V^ili .  t)j . 

Es  gebt  aus  diesen  Formein  heryor,  dass  die  Verschiebung  1 
verschwindet,  wenn: 


.,„v"« 


WO  n  eine  willkühriiche  ganze  Zahl  isL    Die  Zeit  einer  ganxen 

Schwingung  wird  folglich  gleich:     2;rV^  -^. 

Der  Maximumswerth  der  Verschiebung  wird  ferner  stattGnden, 

wenn  t  <»  (2n  +  l);r"y^^  -—!-,  und  sie  wird  dann  gleich:  2.  -^ 

sein,  welcher  Ausdruck  folglich  die  Amplitude  der  Schwingungen  be« 
zeichnet.  Die  grösste  Verschiebung  wird  folgüch  gleich  dem  Dop- 
pelten der  stetigen  Verschiebung  sein.  Damit  wahrend  der  Schwin? 
gungen  die  Elasticitatsgrenze  nicht  überschritten  wird,  darf  folglich 
die  Last  Q  nicht  grösser  als  die  Hallte  der  im  vorigen  Capitd 
entwickelten,  der  Elasticitatsgrenze  im  Gleichgewichtszustande  ent«* 
sprechenden  Belastung  sein. 

§.  198. 

Betrachten  wir  jetzt  die  transversalen  Schwingungen  eines  an 
dem  einen  Ende  befestigten  prismatischen  Stabes,  welcher  durch  eine 
am  freien  Ende  angebrachte  Last  Q  gebogen  wird.  V^ir  werden 
auch  hier  annehmen,  dass  man  auf  die  eigene  Schwere  des  pris- 
matischen Stabes  keine  Rücksicht  zu  nehmen  braucht,  und  dass  Q 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit  zu  wirken  anlangt. 
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Betrachten  wir  jetxt  die  Figur  60,  und  benutzen  wir  die  ini 
§•163  angewandten  Bezeichnungen.  Wir  haben  daselbst  die  durch 
die  Biegung  im  Punkte  (u;  v)  des  Querschnittes  ama'm'  hervorge- 
mfene  Widerstandskraft  gleich: 

R  =  Edudv  — 

gefunden« 

Der  Abstand  zweier  auf  einander  folgenden  Querschnitte,  wel- 

eher  ursprünglich  gleich  dx  war,  ist  im  Punkte  (u,  v)  in  di  .  — 
?erlangert  worden.    Es  ist  folglich: 

r  a  dx  — 
Q 

uDd  dr  -  dxd  (-^)  =.  -  ^^. 

Es  wird  folglich  die  elementare  Arbeit  der  hier  hervorgerufe- 
nen Widerstandskraft  gleich: 

V  ' 

Rdr  =5  —  E  — j-  dadvdxd^. 

Integrirt  man  hier  wie  in  §.  163  in  Bezug  auf  u  von  u  =  o 
bis  u  SS  b  und  in  Bezug  auf  v  von  v  =  o  bis  v  =  f t  (u)  und  von 
vsp  bis  v=;=:f,  (u),  so  findet  man  die  elementare  Arbeit  der 
durch  die  Bi^ung  hervorgerufeiien  Widerstandskräfte  zwischen  den 
zwei  auf  einander  folgenden  Querschnitten : 


du    v*dv+  I  da  jv»dv  l  = 

o  o  o  o  / 


jpdr  =  -^-p«.En  dujv'«dv+j  dnJTtdvj ^- 


wo  €  das  Btegungsmoment  des  prismatischen  Stabes  bezeichnet. 
Der  Krümmungshalbmesser  q  ist  nach  §.167  durch  die  Formel: 

I  «  P  (a-x),  woraua  q  ==  ^  ^^, 

bestimmt,  wo  P  die  im  Gleichgewichte  am  freien  Endpunkte 
wirkende  Last,  oder  die  an  diesem  in  jedem  Augenblicke 
stattfindende    Tension    bezeichnet.      Diese   Tension    ist   von   der 

schwingenden  Last  Q   verschieden;    sie  hängt  mit  dem  Pfeil  des 

P     a' 
Herunterbiegens  f  durch  die  Formel:   ^"^  j-'  S  zusammen,  wor- 


1 
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QU8 :  P  =  --r<.    Substituirt  man  diesen  Werth,  so  findet  man : 
a* 


1       a' 


{a-x)f' 

Sustituirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man: 

Integrirt  man  hier  in  Bezug  auf  x  von  x  =  o  bis  x  =  a,  so 
findet  man  die  gesammte  elementare  dynamische  Arbeit: 

Hieraus  erhält  man  dann  durch  Integration  von  f  =»  o  an  die  dy- 
namische Arbeit  aller  Molekülarkräfte  gleich: 

Die  dynamische  Arbeit  der  Last  Q  wird  Qf»  und  die  ganze 
während  der  Biegung  entwickelte  dynamische  Arbeit  wird  folglich: 


Die  lebendige  Krall  der  Last  Q  ist  ^-^i^S  wenn  vasdcf  die 
Geschwindigkeit  des  freien  Endpunktes  bezeichnet  Die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  wird  folglich: 

woraus : 

Hieraus  findet  man  dann: 

"  ■  y »/-  g. ". 

Integrirt  man  hier  und  bemerkt,  dass  die  Biegung  f  mit  der  Zeit 
t  verschwinden  soll»  so  findet  man  endlich: 
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Man  findet  hieraus  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  Zeit  einer 
SohwingUDg  gleich:  2flr'y^5^. 

Der  Maximumswerth  der   Biegung   wird  gleich:   ^^,  oder 

gleich  der  doppelten  stetigen  Biegung. 

§.  199- 
Betrachten  wir  den  Fall«  dass  zwei  materielle  Lim'en  in  der 
Richtung  ihrer  Länge  sich  bewegen  und  auf  einander  stossen.  Es 
seien  P  und  P'  die  Gewichte  dieser  Linien,  V^  und  V«  die  Ge- 
schwiudigkeiten  ihrer  Schwerpunkte  vor  dem  Stosse»  V  und  V 
die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  p  und  p'  die  Gewichte 
der  einzelnen  Molekülen,  v  und  v'  ihre  Geschwindigkeiten  relativ 
zur  Bewegung  des  Schwerpunktes,  welche  vor  dem  Stosse  gleich 
Null  waren,  — /Rdr  und  — /R'di*'  die  dpamischen  Arbeiten  des 
Zosammeiidrijckens  *oder  der  Ausdehnung,  welche  in  den  beiden 
Linien  hervorgebracht  werden.  Es  wird  alsdann  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft: 

oder^ 

^+^         2g  +    2g    +-'2g+-^   2g    +-Jttür  +  -SJKar. 

Damit  die  ursprüngliche  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems: 

Pv;    ,   P'V» 

nicht  grösser  sei,  als  die  lebendige  Kraft  des  Systems  nach  dem 
Stosse: 

pv         P'V" 
^        .     2g    +  -2^' 

ist  es  folglich  nothwend^,  dass  nach  dem  Stosse  weder  Verdich- 
tungen noch  Verdünnungen  stattfinden,  noch  relative  Geschwindig- 
keiten der  Molekülen  des  Körpers. 
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Nachdem  die  materieflen  Liuien  sich  wieder  von  einander  ge* 
trennt  haben»  können  die  Geschwindigkeiten  V  und  V  nicht  mehr 
geändert  werden,  wenn  keine  neuen  Kräfte  zu  wirken  anfangen« 
Damit  folglich  durch  den  Stoss  die  lebendige  Kraft  des  Systems 
nicht  vermindert  werden  soll,  ist  es  nicht  hinreichend,  daas  die 
Elasticitatsgrenze  nirgends  überschritten  wird;  es  dürfen  auch  im 
Augenblicke  der  Trennung  beider  Linien  keine  inneren  Schwin- 
gungen  statt6nden. 

Dasselbe  wird  auch  bei  dem  Stosse  von  Körpern  beliebiger 
Form  stattlinden,  wenn  nur  die  Richtung  der  Bewegungen  beider 
Körper  senkrecht  auf  der  gemeinschaftlichen  Beruhrungsebetie  ist 
Die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  beider  Körper  wird  nur  dann 
nach  dem  Stosse  unverändert  gefunden  werden,  wenn  keine  Schwin«- 
gungen  irgend  einer  Art  m  den  Körpern  stattfinden. 

Wenn  z.  B.  eine  Kugei  sich  senkrecht  gegen  die  ebene  Ober- 
flache eines  befestigten  Körpers  mit  einer  Geschwindigkeit  bewegt, 
welche  nicht  grösser  ist,  als'dass  während  des  Stosses  weder  die 
Elasticitatsgrenze  der  Kugel,  noch  diejcfnige  des  gestossenen  befe- 
stigten Körpers  überschritten  wird,  so  würde  doch  nur  dann  die 
Kugel  mit  derselben  Geschwindigkeit  zurückprallen,  wenn  weder 
in  der  Kugel,  noch  in  dem  gestossenen  Körper  nach  der  Tren- 
nung Schwingungen  stattfinden.  Im  entgegengesetzten  Falle  wird 
dagegen  ein  gewisser  Theil  der  lebendigen  Kraft  der  Kugel  in 
diesen  Schwingungen  verloren  gehen.  Die  in  den  meisten  Lehr- 
büchern gegebene  Definition  der  Elasticität,"  nach  welcher  nur  dann 
die  Kugel  und  der  gestossene  Körper  vollkommen  elastisch  genannt 
werden,  wenn  die  erste  mit  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit 
wieder  zurückpraHt,  ist  daher  ganz  unlogisch,  indem  diese  Bedin- 
gung nicht  von  der  Materie  der  beiden  Körper,  sondern  vielmehr 
von  deren  Form  ond  Grösse  abhängt 

Obgleich  man  die  Grösse  jenes  durch  die  fortgesetzten  Schwin- 
gungen im  Innern  der  gestossenen  Körper  hervoRgebrachten  Ver- 
lustes der  lebendigen  Kraft  im  Allgemeinen,    nach  dem  jetzigen 
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Zustand  der  Vt^asaiachafty  nicht  beredinen  kann»  so  ist  man  doch 
oft  im  Stande,  bei  dem  Vergleichen  mehrerer  Falle  den  grösseren 
oder  kleineren  Verlust  anzugeben.  So  wird  in  dem  eben  enge* 
luhrten  Beispiele  des  Stosses  einer  Kugel  gegen  einen  ebenen  Kör- 
per, der  verbme  Theil  der  lebendigen  Kraft  zwischen  der  Kugel 
und  dem  gestossenen  Körper  getheilt  werden,  und  der  vom  letz- 
teren absorbh*te  Antheil  wird  desto  kleiner  sein,  je  grösser  seine 
Steifigkeit  ist  Die  Kugel  wird  daher,  unter  übrigens  gleichen  Um- 
standen, desto  weniger  beim  Zuriickpraiien  an  Geschwindigkeit  ver^ 
lieren,  je  grösser  die  Steifigkeit  des  gestossenen  ^v  örpers  ist.  Ebenso 
findet  man,  dass,  je  grösser  die  Steifigkeit  der  Kugel  bei  derselben 
Schwere  ist^  und  je  kleiner  die  Kugel  ist«  mit  desto  grösserer  Ge- 
schwindigkeit werden  sich  die  Schwingungen  in  ihr  fortpQanzen, 
desto  weniger  wird  noch  davon  in  ihr  zurückbleiben,  wenn  sie  die 
Ebene  verlässt,  und  desto  weniger  wird  sie  folglich  beim  Zurück- 
prallen verloren  haben. 

§.  200. 

Wenn  die  einander  anstossenden  Körper  sich  ganz  frei  bewe- 
gen, so  wird  nach  §.  90  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  der 
beiden  Körper  sich  so  bewegen,  wie  wenn  beide  Massen  in  ihm 
vereinigt,  und  alle  Kräfte  an  ihm  angebracht  waren.  Diese  Kräfte 
sind  hier  die  ursprünglichen  Kräfte,  welche  jedem  Körper  die  vor 
dem  Stosse  stattfindende  Geschwindigkeit  mitgetheilt  haben,  und 
die  Molekülarkräfte ,  welche  durch  den  Stoss  und  durch  die  dar- 
aus folgende  Formveränderung  der  Körper  hervorgerufen  werden. 
Da  diese  letzten  Kräfte  zwei  und  zwei  ^eich  und  entgegengesetz- 
ter Richtung  sind,  so  werden  sie,  am  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkte angebracht,  einander  genau  aufheben.  Es  wird  folglich  die 
stattfindende  gleichförmige  Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punktes der  beiden  einander  anstossenden  Körper  durch  den  Stoss 
nicht  geändert  werden. 

Bezeichnen  V^  und  \J  die  constanten  Geschwindigkeiten  der 
beiden  Körper  vor  dem  Stosse,  so  ist: 
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PVq  +  P'VoV 

die  Geschwindigkeit  des   gemeinschaftlichen  Schwerpunktes.     Be- 

zeicbnen  V  und  V'  die  respectiven  Geschwindigkeiten  der  beiden        1 

Körper  nach  dem  Stosse,  so  wird: 

pv  +  P'V 

die  Geschwbdigkeit  des  gemeinsdiaftlichen  Schwerpunktes  nach 
dem  Stosse  sein.  Diese  soll  jetzt  gleich  der  vor  dem  Stosse  statt- 
findenden sein,  und  man  hat  folgUch: 

PV,   +  PV'=:PV  +  PT'. 

Die  Summe  der  Bewegungsmomente  der  beiden 
Körper  wird  folglich  durch  den  Stoss  nicht  verändert 
werden. 

Durch  diese  Gleichung,  in  Verbindung  mit  der  im  vorigen 
Paragraphen  entwickelten  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  können 
die  nach  dem  Stosse  stattfindenden  Geschwindigkeiten  V  und  V 
bestimmt  werden. 

Wir  werden  hier  nur  den  einfachsten  Fall  betrachten,   wenn 

nach  der  Trennung  beider  Körper  keine  innern  Schwingungen  statt- . 

finden.    Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  dann: 

PVq*      P^Vq^'  _  PV'      P^v^* 
2g    "^     2g     ^    2g   "*•    2g     • 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung: 

PVo  +  P'Vo'  =  PV  +  P'VS 
findet  man  dann: 

V       PVq  +  P'Vo^  _  P'(Vo-VoO 

P  +  P'  P  +  P'    ' 

Y.^PM>  +  PVo^   ,   P(Vo-Vo^) 

P  +  F^"^    p  +  P'  • 

Snd  beide  Körper  gleich  schwer,  folglich  Ps=P',  so  wird: 

V  =  V,',  V'«V,, 

d.  h.  die  Körper  werden  ihre  Geschwindigkeiten  gegenseitig  aus- 
tauschen. 
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War  der  sweite  Körper  ursprünglich  ruhend,  so  wird  V«  »=  0» 
und  folglich: 

V P      *        V         V  —     *  V 

^   — P  4- P'    *      *'  P-L-P'  "      •* 

§.  201. 

Wenn  die  beiden,  einander  anstossenden  Korper  sich  gar  nicht 
mehr  trennen,  sondern  an  einander  festgeklebt  verbleiben,  so  wird 
noch  die  Gleichung  der  Bewegungsmomente  fortbestehen: 

PV«  +  P  V^'  «  PV  +  PT'; 
wo  V  s=  V  wird.    Man  findet  dann  diese  gemeinschaftliche  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Stosse: 

^=    P  +  P'  • 

Die  lebendige  Kraft  des  Systems  «rt  dann  nicht  langer'  unver* 
ändert,  sondern  um: 

^    J.   P%^»  (P+P)V»     _    1       ^Pl      .y     _  ^s  .^ 

2g    "*"     2g  2g         ""  2g '  P+P'  -^  *»  «^ 

vermindert  worden. 

§.  202. 

Es  geht  aus  den  Formeb  der  beiden  vorhergehenden  Para« 
graphen  hervor,  dass  die  Geschvnndigkeit  des  gestossenen  Körpers 
mn  so  weniger  vermindert  wird,  je  grösser  seine  Masse  im  Ver- 
hältnisse zu  derjenigen  des  stossenden  Körpers  ist.  Hangt  der  ge* 
stossene  Körper  mit  mehreren  andern  zusammen,  so  schützt  man 
dalMT  die  letzteren  gegen  die  Wirkungen  des  Stosses,  wenn  man 
dem  gestossenen  Körper  eine  vorhältnissmässig  grosse  Masse  giebt. 
Dies  efUSrt,  warum  man  in  dem  oberen  Stockwerke. eines  Ge-* 
baudes  auf  einem  schweren  Ämboss  Eisen  schmieden  kann,  ohne 
den  Boden  und  die  Mauern  des  Gebäudes  zu  beschädigen. 

'  Damit  bei  dem  Stosse  so  wenig  lebendige  Kndl  wie  möglich 
verloren  gehe,  müssen  nicht  allein  die  an  einander  stossi^den 
Körper  beide  elastisch  sein,  so  dass  keine  lebendige  Kraft  zu  einer 
konstanten  Formveränderung  verioren  geht,  sondern  es  müssen  auch 
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die  nach. dem  Stoase  noch  statt6ndenden  Schwingungen  in  beiden 
Körpern  so  klein  wie  möglich  sein.  Insbesondere  gäl  es,  den 
schwersten  der  an  einander  stossenden  Körpern  möglichst  gegen 
diese  Schwingungen  zu  schützen.  Dies  erklärt  die  Wichtigkeit, 
Strassen «  und  Eisenbahnwagen  mit  guten  Stahlfedern  zu  versehen, 
damit  der  grösste  Theil  der  ErschiJtterungen  sich  in  den  Wagen, 
und  so  wenig  wie  möglich  in  die  Erde  verpflanze. 

§.  203. 

Um  den  zu  einer  gewissen  Forroveranderung  eines  Körpers 
nöthigen  Druck  einem  dieselbe  Formveränderung  bervorbringefiden 
Stosse  gleich  setzen  zu  können,  muss  man  die  dynamischen  Arbei- 
ten und  die  nach  dem  Stosse  stattfindenden  lebendigen  Kräfte  mit 
einander  vergleichen.  Unter  diesen  lebendigen  Kräften  musa  man 
bei  dem  im  §.  201  behandelten  Stosse  auch  die  verlorene  leben* 
dige  Kraft  als  nach  dem  Stosse  fortbestehend  mitrechnen,  weil  sie 
in  der  That  zu  den  durch  den  Stoss  erregten  Schwingungen  ver* 
braucht  worden  ist,  und  in  diesen  noch  fortbesteht. 

'  Als  Beispiel  wollen  wir  die  Theorie  des  Einrammens  der  Pföhle 
betrachten.  Dieses  Einrammen  geschieht  durch  schwere  Blöcke  von 
Eisen,  die  man  von  einer  gewissen  Fallhöhe  auf  die  Fbhlköpfe  her- 
abfallen lässt  Es  sei  Q  das  Gewicht  des  Rammblockes,  h  seine 
Fallhöhe,  P  das  Gewicht  des  Pfahls,  «  dessen  Qu^^hnitt,  E  der 
Elastidtätsmodul  des  Holzes,  aus  welchem  der  Pfahl,  besteht,  s  die 
Grösse  des  Eindringens  des  Pfahls  in  die  Erde  durch  den  ScUag, 
ciR  der  Widerstand,  welchen  das  Erdreich-  dem  Emdrifigep  des 
Pfahls  entgegensetzt,  und  welcher  als  dem  Querschnitte  des  Piahb 
proportional  angenommen  wird. 

Wir  werden  annehmen,  dass  der  Block  nach  dem  FaUe  auf 
dem  Pfahle  liegen,  bleibt,  und  dass  folglich  die  Gleichungen  des 
§v  201  hier  anzuwenden  sind. 

Es  ist  dann  die  Geschwindigkeit  des  Rammbiocks  im  Augen- 
blicke des  Stesses  gleich:    Vo  >»  K'^'^t  d>^  Gescbwindigkeit  des 
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Pfafals  in  demseUben  Augenblick  igt:  VqSso.  Es  wird  folglicb 
die  durch  den  Schlag  verlorene  lebendige  Kraft,  d.  h.  die  leben- 
dige Kraft  der  in  dem  Blocke  und  dem  Pfahle  fortbestehenden 
Schwingungen,  gleich: 

Die  Grösse  der  Zusammendrückung  des  Pfahls  findet  man, 
indem  man  bemerkt,  dass  die  zusammendrückende  Kraft  gleich  der 
Widerstandskraft  des  Erdreichs  wR  sein  muss,  gleich: 

E.«  '^  E' 
Da   die   unterste  Endflache  des  Pfahls  uro  s  sinkt,   so  wird  die 

oberste  Endflache  im  Ganzen  um  s  -j-  -g-  sinken. 

Es  wird  jetzt  die  dynamische  Arbeit  des  Rammblockes  Q 
während  des  Falles  h  gleich  Qb,    die  während  des  Niedersinkens 

IR 

der  obersten  Endfläche  des  Pfahls  um  s-}--g  entwickelte  dynami- 
sche Arbeit  des  Blockes  wird ;  Q  (s  +  -g- ] ;  die  dynamische  Arbeit 

des  Pfahls,  dessen  Schwerpunkt  um  s + t  -g-  sinkt,  wh*d :  P  (s  +  i^j; 

die  dynamische  Arbeit  der  Widerstandskraft  des  Erdreiches  oA 
wird  gleich:  i^Rs;   endlich  wird  die  durch  das  Zusammendrücken 

ID 

des  Pfahls  um  die  Grösse  -^  hervorgebrachte  dynamische  Arbeit 
der  Molekülarkräfle  nach  §.  154  gleich: 

iE«l(^^j«i-^ 

Es  ist  folglich  hier  die  Summe  der  dynamischen  Arbeiten  der 
bewegenden  Kräfte  gleich: 

Die  Summe  der  dynamischen  Arbeiten  der  widerstehenden  Kräfte 
ist  gleich: 

«.  R  •  +  t  -"^* 
Die  vor  dem  Falle  de •  Baminbk)ckes  stattfindende  Mündige  Kraft 


•^ 
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war  Null;  die  nach  dem  Stosse  stattfindende  ist  die  in  den  Schwin- 
gungen verlorene  lebendige  Kraft  r  g^:p• 

Dieser  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  muss  der  Differenz  der 
dynamischen^  Arbeiten  der  bewegenden  und  der  widerstehenden 
Kräfte  gleich  sein,  und  man  erhält  folglich  die  Gleichung: 

Hieraus   findet  man  dann  die   Grösse  des  Henmtersinkens  des 
Pfahb: 

Weil  die  Widerstandskraft  des  Erdreiches,  »B»'  immer  sehr 
gross  im  Verhaltnisse  zum  Gewicht  des  Rammblockes  und  des  Pfahls, 
Q-f-P»  sein  muss,    so  wird  obiger  Ausdruck  am  grössten,  wenn 

-Tzj  oder  das  Zusammendrücken  des  Pfahls,  am  kleinsten  ist. 

IS 

Sucht  man  die  Grosse  der  Widerstandskraft '  des  Erdreiches, 
»R,  so  findet  man: 

•R-Q+iP-5^+y)(Q  +1P).  +  ^  (^  +P.+  q^)\- 

Durch  diese  Formel  kann  man,  wenn  man  beobachtet  hat,  wie 
viel  der  Pfahl  durch  den  letzten  Schlag  in  die  Erde  eingedrungen 
ist,  den  gesammten  Widerstand  berechnen,  mit  welchem  das  Erd- 
reich dem  ferneren  Eindringen  des  Pfahls  entgegenwirkt,  d  h. 
das  Tragungsvermögen  des  Pfahls. 

§.  204. 

Wenn  ein  fester  Körper  gegen  einen  anderen  mehr  oder  we- 
niger gedrückt  wird,  so  werden  die  Molekülen  der  Körper  an  der 
Reruhrongsstelle  zusammengedrückt  und  gegen  das  Innere  der  Kör- 
per zuruckgestossen  mit  einer  Kraft  ^  welche  dem  gegenseitigen 
Drucke  proportional  und  der  Ausdehnung  der  Berührungsstelle 
umgekehrt  proportional  ist«     Es  wird  hierdurch  nicht  allei&  tod 
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dem  Ideineren  der  beiden  Körper  eine  Vertiefung  in  dem  grosse* 
ren  Körper  hervorgebracht  werden^  sondern  die  benrorspringenden 
Theäe  der  beiden  Körper  werden  aueh  gegenseitig  in  emander 
greifen. 

Wenn  jetzt  der  eine  Körper  über  den  andern  hingleitet,  so 
worden  nicht  allein  diese  in  einander  greifenden  Theile  abgerieben 
oder  umgebogen,  sondern  auch  immer  eine  neue  Vertiefong  in  dem 
grösseren  der  beiden  Körper  hervorgebracht  werden.  Die  hierdurch 
hervorg^rachte  Wida*standskrafl;  wird  die  Reibung  genannt. 

Die  Gesetze  dieses  Widerstandes  sind  zuerst  von^  Coulomb 
und  nachher  von  Alorin  auf  experimentellem  Wege  aufgesucfat 
worden.  Sie  haben  auf  diesem  Wege  gefunden«  dass  der  Ret-* 
bungswiderstand  nur  dann  ein  einfacheres  bestimmbares  Geseta 
befolgt»  wenn  die  Berährungsflachen  der  beiden  Körper  einen  ge* 
wissen  Grad  von  Ebenheit  und  Glätte  besitzen,  und  wenn  durch 
die  Reibung  weder  eine  merkliche  Erwärmung,  noch  eine  auffal- 
lende Abnützung  an  ihren  Beruhruhgsflächen  eintritt 

Wenn  diese  Bedingungen  erluUt  sind,  ist  der  Reibungswider- 
stand dem  Drucke  proportional,  mit  welchem  die  Körper  gegen- 
einander gedruckt  sind,  dagegen  unabhängig  von  der  Grösse  der 
Berührungsfläche  und  von  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Körper  auf  einander  gleiten.* 

Dass  der  Reibungswiderstand  dem  Drucke  proportional  sein 
muss,  geht  daraus  hervor,^-dass  sowohl  die  Grösse  der  im  grösse- 
ren Körper  durch  den  kleineren  hervorgebrachten  Vertiefting,  wie 
die  Grösse  des  Ineinandergreifens  der  Moleküle  diesem  Drucke 
proportional  ist. 

Dass  der  fieibungswiderstand  von  der  Grösse  der  Berubrungs« 
fliehe  unabhängig  ist,  vorausgesetzt,  dass  diese  nicht  so  klein  ist, 
dass  der  eine  Körper  in  den  andern  hineinschneidet,  ist  klar,  weil, 
wenn  die  Berührungsfläche  vergrössert  wird,  ohne  dass  der  ge- 
sammte  Druck  sich  ändert,  der  auf  jedem  Elemente  der  Beruh* 
rungsDäche  stattfindende  Druck  im  gleichen  Verhältnisse  vermin« 
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dert  und  folglich  die  loteDsttat  d^  hier  stattfindenden  Reibung 
verringert,  dagegen  die  Anzahl  dieser  Elemente  in  demselben  Ver- 
bätnisse  Tergrössert,  folglieh  der  gesammte  Reibungswiderstand 
nicht  verändert  wird. 

'  Was  endlich  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  ant>elangt,  so 
würde  diese  nur  Einfluss  auf  die  Grösse  des  Reibungswiderstandes 
üben  können  durch  die  lebendige  Kraft,  welche  die  Bewegung  der 
abgeriebenen  Partikehi  absorbilt  Die  (Geschwindigkeit  diesar  Par- 
tikeln wird  nämlich  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  pro«* 
portional  sein  müssen.  Wir  haben  aber  die  Masse  dieser  Partikeln 
oder  die  Abnützung  der  Berührungsfläche  als  sehr  klein  angenom- 
men, und  ihre  lebendige  Kraft  wird  daher  vernachlässigt  werden 
können.  Dagegen  kann  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Kör- 
pers keinen  Eiofluss  auf  die  Schwingungen  der  umgebogenen  Par- 
tikeln der  Berührungsfläche  üben.  Die  Amplitude  dieser  Schwin- 
gungen ist  nämlich  nur  von  der  Grösse  des  Ineinandergreifens  die- 
ser Partikeln  und  folglich  nur  von  dem  Drucke  abhängig,  und  die 
Geschwindigkeit  der  Schwingungen  hängt  nur  von  dieser  Amplitude 
und  von  der  Elasticität  der  Partikehi  ab.  Es  wird  dies  klar,  wenn 
man  die  beiden  Körper  mit  zwei  g^eneinander  geriebenen  Bür- 
sten vergleicht. 

§.  205. 

Das  Verhäitniss  zwischen  dar  Reibung  und  dem  gegenseitigen 
senkrechten  Drucke  der  reibenden  Körper  wird  der  Reibungs- 
coefficient  genannt.  Die  Grösse  dieses  CodBcienten  richtet  sich 
nach  der  materiellen  Natur  der  Körper  und  nach  der  Beschaffen- 
heit und  dem  Zustande  ihrer  Berührnngsflächen.  Feuchtigkeit  und 
Oel  vermehren,  Seife,  Talg  und  Graphit  vermindern  die  Reibung 
der  Hölzer.  Oele  und  Schweinefett  vermindern  die  Reibung  der 
metallischen  Körper. 

Diese  Wirkung  des  Netzens  und  Oelens  der  BerfihrungsfliGbea 
erklärt  sich  leicht    Werden  die  Flachen  nämlich  mit  Substanzen 
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verseben,  gegen  welche  die  Körper  keine  hygroskopische  einsau- 
gende Wirkung  ausüben,  so  füllen  diese  Substanzeii  die  Poren  und 
Unebenheifen  aus;  diese  letzteren  können  daher  nicht  so  tief  in  ein-» 
ander  eingreifen,  nnd  so  rouss  folglich  unter  diesen  Umständen  der 
Reibimgswiderstand  vermindert  werden.  Indessen  bilden  sehr  tlüs-^ 
sige  Substanzen,  wie  Wasser  und  Spiritus,  eine  Ausnahme,  indMi 
z.  B.  Wasser  zwischen  Eisen  die  Reibung  vermehrt.  Dies  kann 
vielleicht  dadurch  erklärt  werden,  dass  man  annimmt,  das  Wasser 
wasche  die  Poren  reiner,  und  mache  daher,  dass  sie  tiefer  in  ein^ 
ander  eingreifen  können. 

Wirken  dagegen  die  Körper  hygroskopisch  einsaugend  auf  die 
netzenden  Substanzen,  so  dringen  diese  tiefer  ins  Innere  des  Kör- 
pers ein.  Es  Gndet  kein  Ausfüllen  der  Poren  statt;  diese  werden 
im  Gegentheil  durch  das  Anschwellen  der  Körper  grösser  und 
dringen  daher  tiefer  in  einander  ein. 

Es  gilt  dies  Jndessen  nur  im  Anfange  der  Bewegung,  und 
wenn  die  Körper  längere  Zeit  mit  diesen  Substanzen  benetzt  wor- 
den sind,  so  dass  die  hygroskopischen  Eigenschaften  gewirkt  ha- 
ben können. 

Der  Beibungswiderstand  ist  beim  Beginn  einer  Bewegung,  die 
nach  einem  Ruhestande,  welcher  längere  Zeit  dauert,  eintritt,  grös- 
ser als  eiuige  Zeit  nach  dem  Anfange  der  Bewegung.  Dies  ist  in- 
dess  nicht  merklich  bei  sehr  harten  Körpern,  wie  den  Metallen, 
welche  sehr  bald  die  Grenze  der  grössten  ZuÄammendruckuHg  er- 
reidiea;  dagegen  merklich  zwischen  Hölzern^  und  zwischen  Metalt 
und  Holz,  so  wie  auch  zwischen  Metallen,  welche  mit  einer  fetti- 
gea  Substanz  versehen  sind.  Eine  kleine  Erschütterung  kann  in- 
des«   diesen   Unterschied   des  Reibungswiderstandes   verschwinden 

naichen* 

§.206. 

Bezeichnet  man  den  ReibungscoelBcienten  der  an  einander  rei- 
benden Körper  durch  f,  den  Druck  durch  Q,  und  die  Reibung 
durch  F,  so  ist: 

Lebrbaeb  der  Meclianik.  .      28 
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F  «  Q  .  f . 
Der  Winkel,  unter  welchem  eine  schieTe  Ebene  gegen  den 
Horiiont  gestellt  werden  moss,  damit  ein  darauf  ruhender  Körper 
schon  durch  die  kleinste  Kraft  bewegt  werden  kann»  wird  der  Rei- 
bungswinkel genannt  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  durch  e 
und  die  Schwere  des  Körpers  durch  P,  so  wird  der  Druck  gleich: 
P.cosa  die  bewegende  Kraft  gleich:  P.sine,  und  es  wird  folgKch: 

P .  cos  e .  f  C3  P  .  sin  e« 

oder: 

taug  e  =  f . 

Ist  der  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene  grösser  als  dieser 
Reibungswinkel  e,  so  wird  der  Körper  durch  seine  eigene  Schwere 
herunterbewegt  werden;    im  entgegengesetzten  Falle   wird   keine* 
Bewegung  stattfinden. 

Dies  gilt  natürlich  auch ,  wenn  die  auf  den  Körper  wirkende 
Kraft  irgend  eine  andere  Kraft,  als  die  Schwere,  oder  die  Re- 
ultante  mehrerer  Kräfte  ist  Damit  Bewegung  stattfinden  soll, 
muss  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  mit  einer  auf  die  Richtung 
dieser  Resultante  senkrechten  Ebene  bildet ,  grösser  als  der  Rei- 
bungs Winkel  e  sein,  oder  es  muss  der  Winkel,  welchen  die  Re- 
sultante mit  der  Ebene  bildet,  kleiner  als  das  Complement  des 
Reibungswinkels  sein. 

§.  207. 
Ist  (Fig.  106)  A  ein  Zapfen,  welcher  im  Zapfenlager  MmN 
gedreht  wird,  Rm  die  Richtung  des  Druckes,  welcher  auf  diessm 
ZapCen  ausgeübt  wird,  m  der  Beriihrungspunkt  und  -mp  die  §^ 
meiiischaftliche  Tangente,  so  wird  der  Zapfen  so  lange  im  Zapfen^ 
lager  rollen,  ohne  gleiten  m  können,  bis  er  sich  so  geatdit  bat, 
dass  der  Winkel  Rmp  gleich  dem  Complement  des  Reibuagswi»* 
kels  ist  Erst  dann  wird  nämlich  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
dia  Gleitung  anfangen  können«    Es  wird  folglich: 

<  Rmp  »  902-e, 
,  cot  g  Rmp  SS  tang  e  =  f.  • 
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Wird  jetzt  die  Grösse  des  in  der  Richtung  Rm  stattfindenden 
Druckes  durch  Q  bezeichnet,  so  findet  man  den  normalen  Druck 
gleich : 

4 

Q  .  cos  AmR  =  Q .  ein  Rmp  =  Q  . 


und  fdglich  den  Reibungswiderstand  gegen  die  Dretiung  des  Za- 
pfens gleich: 


Vi  +  f» 

wenn   f ' »=»  yj     .     gesetzt  wird. 

Dieser  Coefficieut  P  wird  der  drehende  Reiburigscoefri- 
cient  genannt y  und  ist  folglich  kleiner  als  f,  welcher  der  glei- 
tende Reibungscoefficient  genannt  wird. 

Bei  alteren  Haschinen  ist  indessen  der  drehende  Reibungs- 
coefficient f*  kleiner,  als  er  nach  der  obigen  Formel  sein  sollte, 
was  daher  kommt,  dass  der  Zapfen  und  das  Zapfenlager  durch  die 
drehende  Reibung  einen  Zustand  der  Glätte  annehmen^  welcher 
durch  die  gewöhnlichen  Mittel  zur  Bearbeitung  einer  ebenen  Flache 
nicht  hervorgebracht  werden  kann. 

§.  208. 

Wenn  die  Körper,  statt  über  einander  hinzugleiten,  über  einan- 
der binwegrolleri,  so  findet  auch  ein  Widerstand  statt,  welcher  die 
rollende  Reibung  genannt  wird.  Dieser  Widerstand  ist  von  ei- 
ner ganz  anderen  Art,  als  derjenige  der  gleitenden  Reibung,  indem 
hier  keine  relative  Bewegung  der  Molekülen  beider  Körper  in  der 
Richtung  der  Berührungsebene  stattfindet  Nach  den  Experimen- 
ten Coulomb's  ist  dieser  Widerstand  auch  dem  Drucke  propor- 
tional, und,  wenn  cKe  Oberfläche  des  ruhenden  KSrpers  eine  Ebene 
ist,  dem  Krümmnngshalbmesser  des  rollenden  Körpers  umgekehrt 
^  proportiooaL  Bezeiehnet  man  durch  Q  den  senkrechten  Draek 
und  durch  r  den  Krümmungshaibmener ,  so  wird  der  rottende  Rei^ 
boogswiderstaod  gleich: 

28,* 


n 
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r      ' 
wo  f^'  der  rollende  Reibungscoefficient  genannt  wird. 

§.  209. 

Da  die  Reibung  als  eine  Kraft  angesehen  werden  kann»  welche 
immer  in  der  der  stattfindenden  Bewegong  eotgegeogesetcten  Ricb^ 
tung  wirkt,  so  ist  ihre  dynamische  Arbeit  stets  negativ. 

Wir  werden  zuerst  die  dynamische  Arbeit  der  gleitenden  Rei- 
bung suchen.  Bezeichnet  man  durch  n  den  auf  ein  Element  der 
Berührungsfläche  stattfindenden  Druck,  durch  ds  die  im  Zeitde* 
mente  dt  von  diesem  Elemente  beschriebene  Bahn,  so  wird  die 
dynamische  Arbeit  des  ganzen  Reibungswiderstandes  gleich: 

—  f.(s  od«, 

wo  die  Summation  auf  alle  Elemente  der  Berührungsfläche  aus- 
zudehnen ist. 

Es  kommen  dann  gewöhnlich  nur  zwei  Fälle  vor,  entweder 
bewegt  sich  der  Körper  immer  parallel  mit  seiner  ursprünglichen 
Stellung,  so  dass  alle  von  den  Berührungselementen  beschriebenen 
Bahnen  parallel  und  gleich  sind,  oder  der  Körper  dreht  sich  um 
eine  Teste  Axe,  ohne  fortbewegt  zu  werden. 

Im  ersten  FaUe  wird  ds  von  dem  Summationszeichen  unab- 
hängig, und  man  hat,  wenn  man  den  ganzen  Druck  ^'n  gleich  N 
setzt,  die  dynamische  Arbeit  des  Reibungswiderstandes  gleich: 

^d8. 


-'/ 


Ist  der  Druck  N  constant  während  der  Bewegung,    so  wird 

die  Arbeit  gleich: 

—  fNs. 

Im  zweiten  Falle  theilt  man  die  BerühroogsOäcfae  in  elemen^ 
täte  Ringe  9  deren  gemeinschaftliche  Axe  die  feste  Umdrehungsaxe 
des  Körpers  ist.  Bezeichnen  wir  durch  n  den  auf  einen  elemea* 
tären  Ring  stattfindenden  normalen  Druck,  durch  r  den  Halbnies« 
ser  des  Ringes;  es  wird  dann  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  dei*  ßewegUDg«       485 

dieses  elemeiitareu  Ringen  wahrend  einer  Uindrebnog  gkich:  fn  •  2;ir, 
und  die  totale  dynamische  Arbeit  während  einer  Umdrehung  gleich : 

2fff:?nr, 
,    ^    wo  die  Snmmation  auf  die  ganze  Berührangsfläche  auszudehnen  ist. 
Wir  werden  diese  Formebi  naher  durch  etliche  Beispiele  er- 
läutern. 

§.  210. 

Als  erstes  Beispiel  wollen  wir  die  Reibung  auf  einer  schiefen 
Ebene  betrachten. 

Es  sei  der  Körper  (Fig.  107]  nur  von  seiner  eigenen  Schwere 
Py  und  einer  Krall  Q  bewegt.  Wir  werden  ferner  annehmen, 
dass  diese  Krall  Q  und  die  Schwere  P  in  derselben  Ebene  liegen 
und  dass  diese  Ebene,  welche  folglich  vertikal  wird,  auch  auf  der 
schiefen  Ebene  senkrecht  steht  Wir  werden  ferner  annehmen,  dass 
die  ursprüngliche  Bewegung  des  Körpers  in  dieser  vertikalen  Ebene 
stattGndet  Es  wird  dann  die  Bewegung  fortwährend  in  derselben 
Ebene  stattfinden,  ohne  dass  eine  Drehung  des  Körpers  durch  die 
Reibung  hervorgebracht  vnrd. 

•  Es  wird  nämlich  der  auf  jedem  Elemente  der  Berührungs- 
fläche stattfindende  Reibungswiderstand  in  demselben  constanten 
Verhältnisse  zum  Drucke  stehen.  Die.  Resultante  dieses  letzteren 
iallt  aber  in  jene  vertikale  Ebene ;  die  Resultante  der  Reibungs- 
widerstandskräHe  wird  jetzt  durch  den  Schueidepunkt  jener  Resul- 
tante mit  der  schiefen  Ebene  gehen,  und  weil  die  Widerstands- 
kräfte alle  mit  jener  xertikalen  Ebene  der  Bewegung  parallel  sind, 
wird  sie  folglich  auch  in  die  Ebene  der  Bewegung  fallen,  und  die 
Richtung  (lieser  nicht  ändern  können. 

Bezeichnen  wir  durch  u  den  Neigungswinkel  der  schiefen 
Ebene,  und  durch  a  den  Winkel,  welchen  die  Kraft  Q  mit  dieser 
Ebene  bildet,  welchen  Winkel  wir  von  der  oberen  Seite  dek 
Ebene  rechnen  wollen. 

Es  wird  dann  der  Druck  gleich; 

N  «:  PcoB  u  —  Q  sin  a,    ^ 


1 
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und  folglich  (fie  dynanrische  Arbeit  des  BieÜMingswiderrtaiidea  gleich: 

—  fNe  =  —  fe  (P cos  a  —  Qsina). 
Die  dynamische  Arbeit  der  Schwere  P  wird,  wenn  die  Bewegung 
aufwärts  stattfindet»  gleich:  —  Ps.sinu,  dagegen,   wenn  die  Qe* 
weguDg  nach  unten  stattfindet,  gleich :  +  ^^  •  sin  u. 

Ebenso   wird  die   dynamische  Arbeit  der  Kraft  Q  im  ersten 
Falle  gleich:  -j-Qs.cosa,  im  zweiten  Falle  gleich:  —  Qs.cosa. 
Die  totale  dynamische  Arbeit  wird  folglich,  wenii  der  Körper 
aufwärts  bewegt  wird,  gleich: 

—  h  (P  co0  u  —  Q  sin  a)  —  Ps  .  sin  a  -|-  Q*  •  cos  a 
s=  bQ  (f  bId  a  +  cos  a)  —  sP  (f  cos  u  +  wn  n) 

und,  wenn  der  Körper  nach  unten  bewegt  wird: 

—  fa  (Pcosa  —  Qsina)  +  Ps  .  siaa  —  Qs  .  cosa  . 
=3  sQ(fsina  —cosa)  —  sP  (fcosu  —  sinn). 

Diese  dynamische  Arbeit  ist  dann  gleich  dem  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft,  und  es' kann  aus  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke  auf 
die  gewöhnliche  Weise  gefunden  werden. 

Soll  die  Bewegung  des  Körpers  gleichförmig  sein,  und  folg- 
lich dieser  Zuwachs  gleich  Null,  so  müssen  folglich  die  obigen  Aus- 
drücke gleich  Null  sein.  Der  Werth  von  Q,  welcher  aus  diesen 
Gleichungen  hervorgeht,  ist  darm  derjenige,  welcher  die  Wirkungen 
der  Reibung  und  der  auf  eine  schiefe  Ebene  wirkenden  Schwere 
des  KörpeVs  aufheben  wird. 

Man  findet  dann  im  ersten  Falle,  wenn  die  Bewegung  auf- 
wärts der  schiefen  Ebene  stattfindet: 

o  —  P(8'"^  4-  fcoso) 
^  ""    eoaa  -(-  fsina  ' 

m  zweiten  Falle,  wenn  die  Bewegung  nach  unten  stattfindet:' 

o  a=  P  (s'o  "  —  f <^Qs  u) 

^         cos«  —  fsioa  * 

Wendet  man,  statt  des  Reibungscoefficienteo  ^  den  Reibungs« 
Winkel  e  an,  wo  f*=tange,  so  werden  die  obigen  Formeln: 

Q  =  P'«'°/"tf>  und  Q  =  P'^/«-^) 
^  cS6(a  — e)  ^         co8(a  — e) 
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Ist  a  =  o ,  oder  wirkt  die^  Kraft  Q  parallel  mit  der  schiefen 
Ebene^  und  nach  oben,  so  werden  die  obigen  Formeln: 

Q  =  P  (sin  u  +  f  cos  u),  Q  =3  P  (sin  u  —  f  cos  u). 

Ist  a  =  ISO",  oder  wirkt  die  Kraft  parallel  mti  der  schiefen 

Ebene,   aber  nach  unten,   so  wird  die  erste  der  obigen  Formeln 

immer  einen  negativen  Wertb  von  Q  geben,   die  zweite  dagegen 

einen  positiven  Wertb: 

Q  s=  P  (fcosn  —  sinu), 

wenn  f  cos  u  >  sin  u,  f  >  tang  u,  oder  e  >  u,  d.  b.  wenn  die  schiefe 

Ebene  um  weniger  als  den  Reibungswinkel  geneigt  ist,    so  dass 

folglich  der  ruhende  Körper  nicht  von  selbst  heruntergleiten  würde. 

Ist  die  feste  Ebene  horizontal,  oder  u  =  o,  wirkt  die  Kraft 
Q  auch  dieser  parallel,  oder  ist  a  =  o,  und  findet  endlich  die  Bewe- 
gung in  der  Richtung  dieser  Kraft  statt,  in  welchem  Falle  allein 
man  einen  positiven  W6rth  von  Q  erhalten  kann,  so  findet  man: 
Q  SS  Pf,  oder  gleich  der  Reibung,  was  sich  auch  von  selbst  ver- 
steht, weil  dann  Q  nur  die  Reibung  aufheben  soll. 

§.  211. 

Betrachtet  man  die  veränderliche  Bewegung  auf  einer  schiefen 
Ebene,  so  muss  man  die  dynamische  Arbeit,  statt  gleich  Null, 
gleich  dem  Zuwachs  d^  lebendigen  Kraft  setzen. 

Bezeichnet  man  in  jedem  FaMe  durch  sM  die  dynuniscbe  Ar- 
beit der  Kräfte  P,  Q  und  der  Reibung,  wo  folglieh 

M  *=x  Q  (fetna  -f-  cos  er)  —  P  (fcosu  +  sinn), 

wenn  die  Bewegung  nach  oben  stattfindet,  und 

M  a  Q  (fsina  —  cosa)  —  P  (fco»n  —  sikiu), 
wenn  die  Bewegung  nach  unten  stattfindet 

«Bezeichnet  man  femer  durch  Vo  die  ursprüngliche  Geschwin- 
digteit,  durch  ¥  die  im  Zeitpunkte  t  stattfindende,  so  wird  der 
^Zuwachf  der  l^endigen  Kraft  gleich: 

und  die  Gleichung  der  lebeixtigw  Eraft  wird: 
4.       -  -^IV-V.«)  *  riH. 
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Hieraus  findet  man: 

V  =  -y^v.«  +  -^, 

oder,  weil  Vss=dtS  ist: 

ds 


dt  =  'i/^V+2gMB 
und  durch  Integration : 


•  -  h  (T'-' + ^-  -  ^0 


oder:  »  «  Ig  ^  t*  +  V,t, 

und:  V=g.|-t  +  V,. 

Ist  ce  c=s  Ot  und  u  =  0,  oder  ist  die  feste  Ebene  horizontal 
und  wirkt  die  Kraft  Q  in  der  Richtung  der  Bewegung,  so  wird: 

M  «  Q  -  Pf, 
sein,  und  man  erhält  folglich: 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  durch  Beobachtujig  des  in  der 
Zeit  t  durchlaufenen  Raumes  s  den  Reibungscoefficienten  f  finden, 
wenn  die  ursprSingliche  Geschwindigkeit  V«  bekannt  ist.  ,  Ist  auch 
diese  Grösse  unbekannt,  so  kann  man  doch  aus  zwei  Beobachtun- 
gen dieser  Art  sowohl  Vo  wie  f  finden. 

Ist  V  =  0 ,  oder  der  Körper  gerade  in  Ruhe  gekomiwn »  so 
•  wird : 

und : 

d.  h.  der  durchlaufene  Raum  whd  genau  die  HaiAe  ckssen  «ein^ 
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welchen  der  Kärper  mit  derselben  ursprünglichen'  Geschwindigkeit 
in  derselben  Zeit  zurückgelegt  haben -würde.,  wenn  keine  Reibung 
stattgefunden  hätte. 

§.  212. 

Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  die  Reibung  eines  Körpers 
betrachten,  dessen  Bewegung  durch  Rinnen  oder  Scheidelatten, 
zwischen  welchen  er  frei  gleiten  kann ,  bestimmt  ist.  Es  sei  z.  B. 
(Fig.  108)  der  Körper  ein  Stampfer  AB,  welcher  durch  eine  Hebe- 
latte CD  zwischen  den  Scheidelatten  ap  und  bb  herauf  i)ewegt 
wird. 

An  jeder  der  Scheidelatten  wird  dann  ein  gewisser  Druck 
ausgeübt  werden,  dessen  Grösse  und  Richtung  auf  die  folgende 
Weise  berechnet  werden  kann. 

Es  sei  D  der  Wirkungspunkt  der  bewegenden  Kraft,  und  X 
und  Y  die  Coipponenten  dieser  Kraft,  senkrecht  auf  und  parallel  mit 
der  Richtung  des  Stampfers  AB ,  wo  wir  X  ab  positiv  in  der 
Richtung  von  C  bis  D  und  Y  ab  positiv  in  der  Richtung  von  B 
bia  A  annehmea  wollen.  Es .  sei  femer  x  der  Abstand  CD  des 
Wirkungspunkts  D  von  der  Axe  des  Stampfers  und  y  der  Abstand 
CE  von  C  bis  zu  den  untersten  Scheidelatten  bb,  weiche  letzteren 
sowohl  wicf  die  Stheidelatten  aa  wir  als  AB  nur  in  Punkten  berüh- 
rend annehmen  werden;  endlich  I  der  Abstand  EB  der  oberen 
Scheidelatten  aa  von  den  unteren  bb. 

Die  Kraft  X  kann  jetzt  nach  C  versetzt  werden,  und  in  zwei 

parallele  in  F  und  E  wirkende  Kralle  -^  und        j~^^  decompo- 

nirt  werden. 

Die  Kraft  Y  wird  ebenso  parallel  mit  ihr^r  Richtung  von  D 

bis  C  versetzt,  wodurch  aber  ein  Krüftepaar  hervorgebracht  wird, 

deasisn  Moment  gleich  Yx  bt.     Dieses  Kraftepaar  kann  jetzt  in 

seiner  fbetfe  so  gedreht  werden,  dass  dir  rechtwinklige  Arm  gleich 

Tx 

EFesI  ^d.    Die  Kraft  dieses  Paares  wird  dann  gleich  -y'  und 
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folglich  die  in  F  senkrecht  *auf  AB  wirkende  Krall  gleich:  ^^^i-^* 
die  in  E  wirkende  Kraft  gleich:  -{-  -r-  sein. 

Der  totale  in  F  stattfindende  Druck  wird  folglich  gleich: 

Xy       Yx       Xy  —  Yx 

und  der  totale  in  E  stattfindende  Druck  gleich: 

X(l~Y)    .   Yx  _  «         Xy-Yx 

Je  nachdem  diese  Ausdrucke  positiv  oder  negativ  sind «  wird 
der  Druck  gegen  die  eine  oder  gegen  die  andere  der  Scheidelatten 
stattfinden. 

Den  Reibungswiderstand  findet  man  jetzt,  wenn'tnan  den  Zah- 
lenwerth  des  Druckes  mit  dem  ReibungscoefBcienten  multiph'cirt 
Bezeichnet  man  den  Zahlenwerth  des  ersten  Ausdruckes  durch  N, 
denjenigen  des  zweiten  durch  N\  wo: 

so  findet  man  den  Reibun^widerstand  in  F  gleich:  Nf»  danjenigen 
m  E  gleidi:  N'f,  und  folglich  den  gesammten  in  der  Ricbbing  von 
AB  wirkenden  Widerstand  gleich:  (N-}-N')f. 

Findet  der  beiderseitige  Druck  nach  derselben  Seite  hin  statt» 

y 

SO  wird:  N  +  N^  =  dz  X,  und  der  gesammte  Reibong^widerstaiid 
(olglich  gleich:  ±  Xf.    Im  entgegengesetzten  Falle  wird  dagegeo: 

N  +  N'  ==  ±  (x  -^  2  ^^S^^O 
und  der  Reibungswiderstand  folglich  gleich: 

Die  Grösse  des  Reibungswidecstandes  mit  der  Hubhöhe  miil- 
tiplicirt  giebt  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  während  eines 
Hubes. 

Findet  die  Berührung  «lit  den  Seitenlatten  nicht  omr  an  einem 
PonktCt  sondern  an  einer  gewissen  Länge  des  Stampfers  statt,  so 
wird  man  die  aussersten  Ponkte  der  Berührungsflächen  als  Wtrkungs^ 
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pufl&te  des  auf  jeder  stattfindenden  Druckes  aiioebraen  können. 
Findet  namiiGh  der  Druck  an  beiden  Enden  nach  derselben  Seite  bin 
slaU,  so  bat  die  Lage  des  Wirkungspunktes,  wie  gezeigt,  keinen 
Einfluas  auf  die  Grösse  des  totalen  Reibungswiderstandes,  welcher 
imiiieV  gkich:  ±  X  wird;  findet  dagegen  der  Druck  an  jedem  Ende 
in  entgißgengeaetzter  Riehtung  statt,  so  «werden,  wegen  des  noth- 
wendigen  Spielraumes  zwischen  den  Seitenlatten  und  dem  Stam«' 
pfer,  die  Berührungspunkte  imm^  die  äussersten  Punkte  der  er- 
steren  sein. 

Wirken  auf ^ den  Stampfer  mehrere  Kräfte,  so  berechnet  man 
auf  diese  Weise  den  von  jeder  Kraft  hervorgebrachten  Druck  und 
addirt.    Es  wird  dann  der  gesammte  Druck  gleich: 

de  3X,  oder  d:  5  T  X  —  2  53LzJ[5\ 
je  nachdem  die  Summen: 


2  -^—^ und  2 


(X_2?^lfl^) 


gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

§.  213. 

Als  Beispiel  der  durch  die  Umdrehung  eines  Körpers  um  eine 
feste  Axe  henorgebrachten  gleitenden  Reibung  wollen  wir  dieje- 
n^e  einer  stehenden  Welle  gegen  die  Endfläche  des  Zapfedagers 
betrachten. 

Die  Berührungsfläche  des  Zapfens  mit  dem  Zapfenlager  wird 
dann  eine  Umdrehungsfläche  bilden,  als  deren  Generatrix  wir  CD 
(Fig.  109  und  Fig.  110)  annehmen  wollen.  Bezeichnen  wir  durch 
x=:OM,  y  =  MP  die  Ordrnaten  dieser  Generatrix ,  deren  Or- 
dinate y  vom  unteren  bis  zu  dem  oberen  Ende  entweder  stetig  wach- 
sen, oder  stetig  abnehmen  wird.  Betrachten  Wir  ein  Element  Pp 
dieser  Generatrix;  es  wird  eine  kegelförmige  Fläche  beschreiben, 
von  welcher  der  eine  Halbmesser  gleich  y,  der  andere  gleich  y  -f  dy, 
und  deren  Höhe  gleich  dx  wird.  Theilt  man  die  ganze  Berührungs- 
Oache  in  solche  kegelförmige  Elemente,  so  kann  man  annehmen,  dasB 


^ 
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der  totale  vertikale  Druck  der  Welle,  N,  auf  dieser  im  Verhalt- 
nisse ihrer  horizontalen  Projection  vertheiit  ist.  Es  ist  jetxt  diese 
horizontale  Projection  des  kegelförmigen  Elementes  gleich:  2?iydj, 
und  die  horizontale  Projection  der  ganzen  Berührungsfläche  gleich: 
KTi — y')«  wenn  man  durch  y,  und  y^  die  beiden  ausseraten  Wer- 
the  der  Ordinate  y  bezeichnet.  Der  auf  jene  elementare  Kegd« 
fläche  wirkende  Theil  des  vertikalen  Druckes  wird  dann  gleich: 

^         2^dy     _  2Nydy 

'  •  ^(y:-y:)      yj-yr 

Diesen  vertikalen  Druck  decomponiren  wir  in  einen  normaleo 
und  einen  tangentiellen.  Es  ist.d^x  gleich  der  Tangens  des  Win« 
kels,  welchen  die  Normale  mit  der  vertikalen  Axe  bildet,  und  folg- 
lich der  Cosinus  dieses  Winkels  gleich :  777=====^.    Der  auf  die 

kegelförmigen  elementaren  Flächen  wirkende  normale  Druck  wird 
folglich : 

2N  ydy 


°    -       «-.v»    • 


und  der  Reibungswiderstand  dieses  Elementes  gleich : 

2fN  ydy 

-^  Die  dynamische  Arbeit  dieser  auf  den  Halbmesser  y  wirken- 
den Reibung  wird  folglich  während  einer  "^Umdrehung  der  Welle 
gleich : 

4;rfN  ydy 

Dieser  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  y,  und  y,  integrirt,  giebt 
dann  die  totale  dynamische  Arbeit  des  Reibungswidecstandes  gleich: 


tofN         p'        y,dy 


Ts 

§.  214. 

Es  sei  die  reibende  Oberfläche  ein  ebener  Ring,  dessen  gros- 
serer Halbmesser  gleich  y,,   der  kleinere  gleich  y«  ist  (Fig.  111). 
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Es  ist  dann  d^x  =  o,  und  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  wird 
gleich : 

^  yf-y;  ^  Yi+yo 

Ist  hier  y^^so^  und  findet  folglich  die  Reibung  au  der  kreisför- 
migen ebenen  Endfläche  der  Welle  statt,  so  wird  ihre  dynamische 
Arbeit  gleich: 

folglich  dieselbe,  als  wäre  der  ganze  Druck  auf  einem  Kreise  wir- 
kend, dessen  Halbmesser  |  des  Halbmessers  y,  der  Endfläche  ist. 
Es  sei  als  zweites  Beispiel  der  Zapfen  ein  abgestumpfter  Ke- 
gel (Fig.  112),  dessen  grösserer  Halbmesser  gleich  y,,  der  kleinere 
gleich  y^  und  dessen  Höhe  gleich  h  ist.  Nimmt  man  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  im  Scheitelpunkte  des  Kegels  an,  so 
wird  die  Gleichung  der  beschreibenden  geraden  Linie: 

Es  wird  folglich: 

l/i  +  (d,x)«  =  t/i  + ,  h-         y^ZE^g+g  =  _^, 

f     ^^•^  ^       f    ^lyi— yo)*       f      y.— yo  y.-yp' 

wenn  man  die  Seite  des  abgestumpflen  Kegels  durch  b  bezeichnet. 
Man  erhält  dann  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  gleich: 

y._y.  b      j'       '  *  (yT+yo)b 

Es  sei  der  Zapfen  ein  Kugelsegment  (Fig.  113),  der  Halbmes- 
ser der  Kugel  gleich  r,  der  Halbmesser  der  Grundflache  des  Seg- 
mentes gleich  y^.  Nimmt  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  An-» 
fangspunkt  der  Coordinaten  an,  so  wird  die  Gleichung  des  be- 
schreibenden  Kreises:    y*  +  x*  =  r*,    woraus:    d,x  =  —  ~-, 

fi + (d,x)«  -  yTTg  ==  f = Y^-tm-    . 

Es  wird  folglich: 


1 
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.i|.„(.,.=i)-r[.-2(i)-]y._(j)-j^a 

SttbstitiMrt  man  hier  die  Grenzen  y  =  y«  und  y  s=;  o,  so  wird: 

Die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  wird  Tolglicb: 

Entwickelt  man  nach  steigenden  Potenzen  von  ^^  so  flndet 
man  diesen  Ausdruck  gleich: 

y*      •6/2.3'Vr>/         2.4.5Vr^         2.4.6.7  V  r^   "^^ "  V 

/ 

% 

'S 

Als  letztes  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  betrachten ,  dass  der 
Zapfen  ein  abgestumpfter  Kegel,  durch  ein  Rugelsegment  abgei'un- 
det  ist,  und  zwar  so,  dass  die  Regelfläcbe  und  dje  KagelQäche 
einander  tangiren.  Es  sei  (Fig.  114)  y,  def  grössere  Halbmesser 
des  Kegels,  y^  der  kleinere  Halbmesser,  b  die  Seite  und  h  die 
Höhe  des  abgestumpften  Kegels,  endlich  r  der  Halbmesser  der 
Kugel.    Damit  die  KugeloberQäche  und  die  Kegelfläche  einander 

r         b      •      ' 
berühren ,    muss  dann  t^  =  -jf  sein. 

Es  ist  jetzt  die  horizontale  Projection  des  Kugelsegmentes 
gleich:  yryj,  und  diejenige  der  Kegeloberiläche  gleich:  7r(y'  —  y*). 
Es  wird  folglich  der  auf  die  Oberfläche   des  Segmentes   faUende 

Theil  des  Druckes  gleich:  — ^^-,  und  der  auf  die  Kegelfläche  TaUende 

Tbeil  gleich :  JiLiZZ^/.    Substituirt  man  diese  Werlhe  statt  N  in 

den  vorigen  Beispielen  t    so  findet  man  die  dynamische  Arbeit  d^ 
Reibung  an  der  Kegelfläche  gleich: 


-  — 4;rt«y,Ji— ^TS'l^r  j        2A7i\JJ       2.4.6.9  *  ^rj—j 
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*  y]      (y.+y.)b 

Es  ist  Wer  -^  =:^,  oder  b«y:  =r'h*  =  r»  (b'-[y.-y.]'), 
ond  hieraus: 

Dieser  Werth  von  b  subslituirt  giebt  die  dynamische  Arbeit  gleich: 

oder,  wenn  man  die  Quadratwurzel  in  eine  Reihe  entwickelt: 

Die  Arbeit  der  Reibung   an   der  Oberfläche  des  Segmentes 

findet  man,,  indem  man  in  dem  vorigen  Beispiele     ^^    statt  N  sub- 
stituirt,  {^eich: 

Die  totale  Arbeit  der  Reibung  an  der  ganzen  Oberfläche  des 
Zapfens  wird  folgKcb  gleich: 

Ist  r  gross  in  Bezug  auf  y^,  so  dass  man  die  höheren  Po- 
tenzen von  ^  vernachlässigen  kann,  so  wird  der  obige  Ausdruck 
firleich  * 


.♦ 
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§.  215. 

Betrachten  wir  eine  rechteckige  Schraube.  Wir  werden  die 
Last  an  der  Schraubenspindel  selbst  angebracht  annehmen,  und  auf 
diese  ein  auf  der  Axe  senkrechtes  Krällepaar  wirkend,  welches  die 
Schraube  in  einer  festen  Schraubenmutter  aufwärts  zu  schrauben 
strebt.  Es  sei  h  die  Höhe  eines  Scbraubengangs ,  y^  der  innere, 
y^  der  äussere  Halbmesser,  Q  die  längs  der  Axe  wirkende  Last, 
PQ  das  Moment  des  Kräftepaars. 

An  jedem  Punkt  der  unteren  helicoidischen  Fläche  des  Schrau 
benganges  findet  dann  eine  gewisse  Reibung  statt.  Betrachten  wir 
den  Punkt  A  (Fig.  115).  Es  sei  y  dessen  Abstand  von  der  Axe, 
q  der  auf  diesen  Punkt  wirkende  vertikale  Druck,  p  die  horizon- 
tale und  auf  y  senkrecht  wirkende  Kraft.  Es  wird  dann  die 
Summe  aller  q  gleich  Q,  und  die  Summe  der  Momente  aller 'p  in 
Bezug  auf  die  Axe,  i^py,  gleich  PR  sein. 

Eine  durch  A  gehende  Cylinderfläche,  deren  Axe  die  Schrau- 
benaxe  ist,  wird  dann  die  untere  Fläche  der  Schraube  in  einer 
Schraubenlinie  schneiden,  welche,  wenn  die  GylinderOäche  in  einer 
Ebene  entfaltet  wird,  eine  gerade  Linie  bilden  wird.  Jeder  Theii 
dieser  Schraubenlinie  wird  mit  dem  Horizonte  denselben  Winkel  u 

bilden,  dessen  Tangente  gleich  ^--  wird. 

Die  auf  der  Schraubenfläche  normale  Componente  der  Last  q 
wird  jetzt  gleich :  q  cos  u ,  und  diejenige  der  Kraft  p  wird  gleich 
p  sin  u  sein.  Der  in  A  stattfindende  normale  Druck  wird  folglich 
gleich:  qcosu  +  psinu  wid  die  Reibur^  folglich  gleich:  f(qcosu 
•4-  p  sin  u).      Der  während  einer  Umdrehung   der  Schraube  vom 

Punkte  A  beschriebene  Weg  wird  deich:  — 22_,  und  die  während 

o  ^  cos  u 

einer  Umdrehung  entwickelte  dynamische  Arbeit  der  am  Punkte 
A  stattfindenden  Reibung  wird  folglieh  gleich: 

—  f(qcoBu  +  pBiou)  .  ^^;^=^—^^h  (<I  +p.tangu). 

=  —  («TTf  qy  —  f  ph). 
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Construirt  man  jetzt  zwei  mit  der  Schraubenaxe  concenlrische 
Cylinderflächen «  deren  Halbmesser  y  und  y  +  <Iy  ^^^^  >  Q^^  be- 
trachtet den  zwischen  diesen  Cylinderflächen  liegenden  helicoidi- 
schen  Streifen,   so  ist  der  auf  diesen  stattfindende  Gesammtdruck 

gleich:  Q  .  -~j^,    wenn  man  fortwährend  annimmt,    der  Druck 

sei  auf  die  horizontale  Projection  der  Berührungsfläche  gleichmässig 
vertheilt.  Man  findet  folglich  die  dynamisch^  Arbeit  der  auf  diesen 
helicoidischen  Streifen  stattfindenden  Reibung  gleich: 

Integrirt  man  den  ersten  Theil  dieses  Ausdrucks  zwischen  den 
Gfenzen:  y==yo  und  y  =  y,t  und  summirt  alle  auf  der  ganzen 
Schraubenfläche  stattfindende  Kräfte  p,  so  findet  man  die  totale 
dynamische  Arbeit  der  Reibung  während  einer  Umdrehung  gleich: 

—  ff  nfQ.IiZl«-  +  fh^pj. 

Die  Summe  ^p  muss  von  der  Elasticität  des  Schraubenganges  ab- 
hängig sein.      Weil  indessen  ^py  =  PR*  und  y^  der  kleinste,  y^ 

der  grösste  Werth  von  y  ist,  so  muss  2p  kleiner  sein  als  —  und 

PR 

grösser  als  — ;  weil  er  im  obigen  Ausdruck  mit  den  zwei  kleinen 

Grössen  f  und  h  multiplicirt  ist,    kann  man,   wenn  y,— yo  nicht 

sehr  gross  ist,   mit  hinlänglicher  Genauigkeit:  ^p===— —  setzen, 

und  man  findet  unter  dieser  Voraussetzung  die  dynamische  Arbeit 
der  Reibung  gleich: 

7/ +  70 

Die  dynamische  Arbeit  des  Kräftepaars  PR  wird  jetzt  gleich: 
-|-2n^PR,  oder  gleich:  —  27iPR,  je  nachdem  die  Schraube  nach 
oben  oder  unten  bewegt  wird.  Ebenso  wird  die  dynamische  Ar- 
beit der  Last  Q  gleich :  —  Qh  oder  gleich :  +  Qh. 

»     Eehrbaeh  der  llecli*nik.  OQ 

V 
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Die  gesammte  dynamische  Arbeit  während  einer  Umdrehung 
der  Schraube  wird  folglich  im  ersten  Falle  gleich: 

Ji^^fQ(y:^y.Yo+y:)+2fhPR  ^  ^^^p^^^ 

y.+Vo 

und  im  .zweiten  Fall  gleich : 

^S^fQ(y;  +  y.yo+!y;)+2fbPR      .^^p^^  ' 

y.+yo  7^ 

Dies  ist  dann  dem  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  gleich«  Soll  die 
Bewegung  stetig  und  folglich  die  lebendige  Kraft  constant  sein, 
so  erhält  man,  wenn  die  Bewegung  nach  oben  stattfindet: 

Yi+y. 

woraus: 

o  _ opR  »(y.+yo)  —  "' 

^  h(y,+y.)+*''nyj+y.y.+y:) 

Findet  die  Bewegoog  nach  unten  statt,  so  wird: 


woraus : 


y.+yo 


2PR  ^(yi  +  yo)+fb 


h(yi+yo)--3^f(yj  +y,yo+y*) ' 
Bezeichnet  man  durch  r  den  mittleren  Halbmesser,  und  durch 
b  die  Breite  des  Schraubengewindes,  wo  folglich:  r  =  |(yi+y^) 
^er  yi+y^  =  2r,  yj-^y,  =b,  so  wird: 

y?  +  y.yc  +  y^==3r^  +  ^b^ 

Substituirt   man   diese  Werthe,    so  erhält  man,  wenn  die  Bewe- 
gung nach  oben  stattfindet: 

O  =  2PR  .  ^nr  —  rU r 

und  wenn  die  Bewegung  nach  unten  stattfindet: 

Q  =  PR  .  '' 


b') 
h-2;rr(r+^,y 
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§.  216. 

Wir  werden  ferner  die  Reibung  eines  Riemens  an  einem  Cy- 
linder  betrachten.  Nehmen  wir  diesen  erst  als  feststehend  an.  Es 
sei  (Fig.  116]  AB  =  s  der  von  dem  Riemen  umschlossene  Bogen, 
r  der  Halbmesser  des  Cylinders,  P  und  Q  die  an  den  beiden  End- 
punkten wirkende  Kräfte  und  die  Bewegung  finde  zur  Seite  der 
Kraft  P  statt. 

Es  sei  DE  =  ds  ein  Element  des  Bogens  s,  so  wird,  wenn 
man  die  auf  diesem  Elemente  zur  Seite  der  Kraft  Q  wirkende 
Spannung  gleich  t  setzt,  die  zur  Seite  der  Kraft  P  wirkende  gleich 
t  4"  d^  sein.  Es  muss  jetzt,  weim  man  die  Masse  des  Riemens 
vernachlässigt,  dieser  Zuwachs  der  Spannung  dt,  gleich  der  an  die- 
sem Elemente  staltfindenden  ReibuAg  sein. 

Es  ist  aber  nach  §.  35  der  an  diesem  Elemente  stattfindende 

normale  Druck  gleich  -r  •  <ls ,   folglich    die  Reibung  gleich  •   f  •  7- 

ds ,  und  dt  ==  f .  —  ds ,  woraus : 

dl         f      ,  . 

-7-  =  —  .  ds, 

und,  wenn  man  in  Bezug  auf  t  zwischen   den   Grenzen:  t  =  Q 

und  t  =  t,    in  Bezug   auf  s   zwischen   den  Grenzen   s  ^=:  0  und 

s  =  s  integrirt: 

/i\       f  ^ 

lognat  (  ^  j  =  ~.  8,  oder:  t  =  Qe'* 

Die  auf  dem  Elemente  ds  stattfindende  Reibung  war  gleich: 
f.yds,  oder,  wenn  man  den  Werth  von  t  substituirt,  gleich: 

—  6      ds. 

r 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  s  =  o 
und  s  =  s,  so  findet  man  die  ganze  zwischen  dem  Riemen  und 
dem  Cylinder  stattfindende  Reibung  gleich: 

Q(e'-  1). 

29* 
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Die  dynamische  Arbeit  dieser  Reibung  wird,   wenn  man  durch  1 

den  vom  Riemen  durchlaufenen  Raum  bezeichnet,  gleich: 

u 

-QKe^-l). 
Die  dynamische  Arbeit  der  Kraft  Q  wird  ebenso  eine  wider- 
stehende, gleich:  —  QI,  und  diejenige  der  Kraut  P,  welche  eine 
bewegende  sein  wird:  -f-  PI.     Die  totale  dynamische  Arbeit  wird 
folglich  gleich: 

|P-Q-Q(e'--l)|l«  |P-Qe'JL 

Um  die  Bewegung  des  Riemens  zu  finden,  muss  diese  Arbeit 
gleich  dem  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  gesetzt  werden.  Soll 
die  Bewegung  gleichförmig  sein,  so  ist  dieser  Zuwachs  gleich  Null 
und  man  findet: 

P  =  Qe'. 
Bezeichnet  man  durch  a  den  Winkel  AGB ,   so  wird  ~  =  a 

und  P  =  Qe  ,   folglich  unabhängig  von  dem  Halbmesser  des  Cy- 
linders.- 

Wird  der  Cylinder  durch  die  Reibung  des  Riemens  bewegt, 
so  muss  (P  — Q)l  gleich  der  dynamischen  Arbeit  des  Cylinders 
sein,  wenn  der  Riemen  nicht  auf  ihm  gleiten  soll.  Wenn  man 
durch  einen  Riemen  eine  Transmission  der  Arbeit  zu  Stande  brin- 
gen will,  und  bezeichnet  diese  durch  A,  so  muss  folglich:  A  = 
(P  —  Q)  1  sein ,  wo  I  den  von  dem  Riemen  durchlaufenen  Bogen 
bezeichnet.  Bezeichnet  A  die  während  einer  Umdrehung  des  Cy- 
linders  entwickelte   dynamische   Arbeit,    so   wird   1  =  2»r,  A  = 

(P  — 0).27rr,  oder:  P_Q  =  ^^.     Diese  Gleichung   in   Verbin- 
dung mit  der  Gleichung:   P  =  Qe"*  giebt  dann: 


Ae 


toi  9         A     —  1^ 

2wr(e     —1)  27rr(e    —  1) 
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§.  217. 

Als  letztes  Beispiel  werden  wir  den  bei  der  Bewegung  zweier 
Zahnrader  stattfindenden  Reibungswiderstand  betrachten. 

Es  seien  (Fig.  117  und  118)  C  und  C  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Räder,  Ct  und  C't  die  Halbmesser  der  primitiven  Theil- 
kreise,  amb  und  a'mb'  die  Bogen  zweier  an  einander  stossenden 
Zähne,  welche  der  geometrischen  Bedingung  der  gleichmässigen 
Bewegung,  dass  ihre  gemeinschaftliche  Normale  tm  immer  durch 
den  Berührungspunkt  t  der  primitiven*  Theilkreise  geht,  genügen. 

Bezeichnen  wir  durch  R  und  R'  die  Halbmesser  der  beiden 
Tbeilkreise,  durch  tCm  =:  a,  tCm  ==  a  die  von  den  Halbmessern 
von  der  Mittelpunktslinie  aus  beschriebenen  Winkel,  durch  N  den 
normalen  Druck  der  beiden  Zähne  gegen  einander. 

Es  seien  a,m'b^  und  a^m'^b^  neue  nach  dem  Verlaufe  eines  Zeit- 
elementes von  den  beiden  Bogen  eingenommene  Stellungen.  Durch 
die  um  die  Mittelpunkte  C  und  C  beschriebenen  Bogen  mm^  und 
mm^'  bestimmen  wir  die  Lage  des  vorigen  Berührungspunktes  m 
auf  die  neue  Stellung  der  beiden  Bogen.  Man  sieht  dann  leicht, 
dass  m'  und  m'^  sich  auf  derselben  Seite  des  neuen  Berührungs- 
punktes m,  befinden  werden,  wenn  m  in  der  dem  Punkte  t  am  näch- 
sten liegenden  Hälfte  der  Chorde  tn  gelegen  ist  (Fig.  117),  dass  hin- 
gegen m'  und  m^'  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  neuen  Be- 
rührungspunktes m,  befinden,  wenn  m,  in  der  dem  Punkte  t  am 
entferntesten  Hälfte  der  Chorde  tn  gelegen  ist.  Im  ersten  Falle  wird 
die  gemeinschaftliche  Tangente  pmp,  der  beiden  Bogen  zwischen  die 
beiden  Mittelpunkte  G  und  C'  geben,  im  zweiten  wird  sie  die  bei- 
den Mittelpunkte  zu  derselben  Seite  lassen. 

Während  dieser  im  Zeitelemente  stattfindenden  Bewegung  wer- 
deo  die  Bogen  amb  und  a^mb^  zum  Theil  auf  einander  rollen,  zum 
Tbeil  auf  einander  gleiten«  Der  durch  das  Rollen  hervorgerufene 
Reibungswiderstand  kann  unbedenklich  vernachlässigt  werden,  so 
wie  auch  der  durch  das  Gleiten  der  Zähne  auf  einander  hervorge- 
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rufene  Reibungswiderstand.  Der  letztere  Reibungswiderstand  wird 
gleich  TN  sein,  und  auf  die  Strecke  m^m^'  stattfinden;  seine  ele- 
mentare dynamische  Arbeit  wird  folglich  gleich:  fNm'm". 

Projiciren  wir  die  Punkte  m'  und  m''  auf  die  gemeinschaft- 
liche Tangente  pp'  in  m)  und  m^^  Weil  wir  eine  verschwindend 
kleine  Verschiebung  angenommen  haben,  wird  die  Projection  m'^m^' 
gleich  dem  Bogen  m'm''  sein,  und  folglich  die  elementare  Arbeit 
der  Reibung  gleich  fNm'm''. 

Es  ist  jetzt  im  Falle  der  Fig.  117:  m'm^  =  m  m^  —  mm^  t 
im  Falle  des  Fig.  118:  mX'  =  mmJ  +  mm7. 

Betrachten  wir  erst  den  Fall  Fig.  117.     Es  ist  hier: 
mm)«  mm^coem'nim^  =s  mm^cosCmt^ 
und  weil 

mm'  SB  Cmda :  mm^  =s  Cm  .  cos  Cmt .  da. 
Ebenso  ist: 

mmj'  =  mm^^coa  m"mm^  =s  —  mm^' cos  Cmt, 
und  weil 

m  m"  =  Cm  da' .  m  m/  s»  —  Cm  cos  Cmtda^ 
Es  wird  folglich: 

m^m^'  =3  mm'  —  m  mj'  =  Cm  cos  Cmt  d  a  +  Cm  .  cos  Cmtdc/. 

Bezeichnen  wir  jetzt  durch  n  die  Länge  des  Normals  mt,  so 
ist  in  beiden  Fällen: 

C  m  .  cos  Cmt  =  nk  =  pC  =s  ps  -{-  ^C  »  n  4-  R  cos  tCp ; 
—  Cm  cos  Cmt  =  Cm  cos  m  Cp'  ä  c'p'  s=  c's  —  p's'  ==  R'cos  tCp'— n 
oder : 

Cm  .  cos  Cmt  =  n  —  R'  cos  tCp'  =  n  —  R'  cos  tCp. 
Diese  Werthe  substituirt  geben: 

m;m,''  =  (u  +  R  cos  tCp)  da  -h  (n  —  R'  cos  tCp)  da' 
=  n  (da  +  da')  +  cos  tCp  (Rda  —  R'da'). 
Es  sind  aber  jetzt   die  Umdrehungsgeschwindigkeiten  der   beiden 
Räder  den  Halbmessern  ihrer  Theilkreise  umgekehrt  proportional, 
folglich : 


"  {'  ^  -S') 
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Rd«  =  R'da',  da'=^|>da,  m>;'=  n  (da  +  da')  = 
da  =  n  (-n^/- j  da- 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  Fig.  118.    Es  ist  dann: 
m^m^'  SS  mm^  +  min^% 
mm^'  =3  mm'  cos  m^mm^  =  mm^  cos  Cmt  =  Cm  cos  Cmt  da, 
mm'f  =  mm"  cos  m''mm^'  =  mm"  cos  C'ml  =  Cm  co«  Cmt  da', 
und  folglich  auch  hier: 

m^m^^  =  Cm  cos  Cmt  da  +  ^'ni  cos  Cmt  da. 
Es  ist  jetzt  wie  im  vorigen  Falle: 

Cm  cos  Cmt  =  n  +  R  cos  tCp , 
und: 

Cm  cos  Cmt  =  Cm  cos  m  Cp'  =x  Cp'  =  p's'  —  cV  =. 
=  n  —  R'  cos  tCs'  =  n  —  R'  cos  tCp. 

Substituirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man  folglich  auch  hier: 

mX'  «=  (n  -f  R  cos  tCp)da  +  (^  ~  R'  cos  tCp)da'  « 

«  n  (da  +  daO  +  cos  tCp  (Rda  —  R'da')  =  n  (da  +  da')  = 

Die  elementare  dynamische  Arbeit  wird  folglich  gleich: 
—  fN.mX'  =  — fN.n^W'^da. 

Die  Zähne  werden  gewöhnlich  so  konstruirt^  dass  immer  zwei 
und  nur  zwei  Paare  einander  zur  gleichen  Zeit  beriihren,  und 
dass  die  Berührung  eines  «neuen  Paares  dann  eintritt»  wenn  die 
Berührung  des  vorhergehenden  Paares  gerade  in  der  Mittelpunkts- 
linie  stattfindet  (Fig.  119).  Bezeichnen  wir  durch  .N  den  zum  er- 
sten Paare  gehörigen  normalen  Druck  und  durch  n  die  Grösse 
der  Normale  tm,  durch  N'  und  n'  die  dem  zweiten  Paare  entspre- 
chenden Werthe  dieser  Grössen;,  bezeichnen  wir  ferner  durch  a 
und  a'  die  Wertbe  der  Winkel  a  und  c^^  wenn  die  Zähne  einan- 
der im  Punkte  A  verlassen,  durch  b  und  b^  die  Wertbe  dieser 
Winkel,  wenn  die  Zähne  einander  im  Punkte  B  angreifen. 

Man  findet  dann  während  des  Fortschreitens  eines  Zahnes  die 
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dynamische  Arbeit  der  Reibung  am  ersten  Paare  nach  der  Mittel- 
punktsliiiie  gleich; 

_-f.  ^Uuda  =  -  f .  M:J  Nnda' 

o  o 

und  diejenige  der  am  zweiten  Paare  stattfindenden  Reibung  vor 
der  Mittelpunktslinie  gleich: 

-.  f  «+»:  j  N'n'da  =  -  f .  5±5:  j  N'n'd«.       • 

o  o 

Üie  tolale  dynamische  Arbeit  der  Reibung  während  der  Fortschie- 
bung eines  Zahnes  wird  folglich  gleich  der  Summe  dieser  zwei 
Ausdrücke  sein«  gleich: 

f-5+^'jJNnda+  JN'n'da| 

Bezeichnen  wir  durch  Q  die  senkrecht  auf  der  Mittelpunkts- 
liiiie  längs  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  beiden  Theilkreise 
wirkende  Kraft,  welche  angewandt  wird,  um  das  geführte  Rad  zu 
bewegen,  durch  9)  den  Winkel,  welchen  diese  Tangente  mit  der 
Normale  n  bildet,  durch  g>  denjenigen,  welchen  sie  mit  der  Nor- 
male n  bildet.  Es  muss  dann  das  Moment  der  Kraft  Q  gleich 
der  Summe  der  Momenten  der  Kräfte  N  und  N'  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  C  sein,  nnd  folglich: 

QR  rr:  NR  COS  ^  +  N'R  cofl  9;% 

oder: 

Q  =s  N  cos  y  +  N'  cos  (p'. 

Die  Vertheilung  der  Kraft  Q  in  den  beiden  Kräften  Neos 9)  und 

N'costjp'  ist  von  der  Elasticität  der  Zähne  in  ihren  während  der 

Rewegung  verschiedenen  Stellungen  abhängig. 

Wenn  die  Anzahl  der  Zähne  nicht  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

indessen,  welches  aiich  die  Form  der  Zähne  sei,  die  Normalen  gleich 

den  entsprechenden  Bogen  auf  dem  Theilkreise  setzen,  folglich  im 

ersten  Integrale:  n  =  Ra  =  RV,  und  ebenso  im  zweiten  Integrale: 

n  =  Ra  =  R  a .    Es   werden   dann  auch  die  Grenzwerthe  der 

kel  a  und  ß  gleich  a  =  b.    Es  werden  dann  femer  die  Winkel 
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kel  tp  und  g!^  immer  sehr  klein  sein,  so  dass  man  ihre  Cosinusse 
gleich  der  Emheit,  und  folglich:  Q  =  N-f  N'  setzen  kann.  Es 
wird  dann  die  totale  dynamische  Arbeit  der  Reibung  während  des 
Fortschreitens  eines  Zahnes  gleich: 

—  f .  ^-^'  j  J  NRada  + J  N'Radaj-  -  f(R  +  RO  .|>j  JNada+jN'ad« 

o  o  e  o 

=  -  f(B+R') . y  (N+N')«d« fQ(R+R')^  .  ^  . 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  A  den  Abstand  zweier  Tbeiipunkte 
der  Zähne  auf  den  Theilkreisen ,    welche  auf  beiden  Theilkreisen 

gleich  gross  sein  müssen  9  so  ist  a  =  ^  und  es  wird  folglich  die 

dynamische  Arbeit  der  Reibung  während  der  Bewegung  der  Räder 
um  diese  Strecke  A  gleiche 

Dachte  man  sich  die  Reibung  als  am  JBerübrungspunkte  der 
beiden  Theilkreise  statt  an  den  Berührungspunkten  der  Zähne  statt- 
findend, so  müsste  dieser  Widerstand,  damit  er  während  der  Be- 
wegung dieselbe  dynamische  Arbeit  entwickelte,  gleich: 

gesetzt  werden,  welcher  Ausdruck  der  an  den  Theilkreisen  statt- 
findende Reibungswiderstand  genannt  wird. 

Bezeichnet  man  durch  m  und  m'  die  Anzahl  der  Zähne  der 

beiden  Räder,  so  wird: 

mA  »  27rR,  m'A  =  2nBf, 

folglich : 

R  **  mA  '  R'  '^  STa  ' 
und  der  am  Theilkreise  wirkende  Reibungswiderstand  wird  gleich: 


n 
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§.  218. 

Wirkt  das  eine  Rad  inwendig  im  anderen,  Fig.  120,  so  findet 
man  genau  auf  dieselbe'  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  die 
Strecke,  auf  welcher  die  gleitende  Reibung  stattfindet,  gleich: 

n  (da'  —  da)  ==  n     jT    da» 

und  folglich  die  wahrend  des  Forlschiebens  eines  Zahnes  entwik- 
kelte  dynamische  Arbeit  des  Reibungswiderstandes  gleich: 

oder  den  am  Theilkreise  wirkenden  Reibungswiderstaiid  gleich: 

Setzt  man  R'  =  oo ,  so  findet  man  die  zwischen  einer  Zahn- 
stange und  einem  Rade,  Fig.  121,  stattfindende  Reibung  gleich: 

und  seine  dynamische  Arbeit  während  des  Fortschiebens  eines  Zah- 
nes  gleich: 

Im  Falle  eines  durch  eine  Welle  getriebenen  Stampfwerkes, 
Fig.  122,  ist  die  Anzahl  der  Zähne  zwar  klein,  der  Winkel  a  da- 
her gross ;  es  sind  aber  hier  die  Bogen  der  an  der  Welle  ange- 
brachten Zähne  oder  Däumlinge  Deyellopanten  des  Theilkreises. 
Es  ist  dann  immer  genau,  N=Q,  n  =  Ra,  und  die  obenstehen- 
den  Formeln  gelten  daher  genau  für  diesen  Fall.  Man  sieht  dies 
auch  durch  eine  direkte  Entwickelung.  Bezeichnet  amb  eine  Stel- 
lung des  Däumlings,  a^m^b,  die  nächste,  so  wird  die  Reibung  auf 
dem  Stücke  m^m'  stattfinden,  und  folglich  die  elementare  Arbeit 
der  Reibung  gleich:  — fQ.m,m'  sein.  Es  ist  aber  hier  ro,m' =s 
Rada;  dieser  Werth  substituirt  giebt  den  Ausdruck:  —  fQRoda, 
weiches  zwischen  a  =  o  unda  =  a  integrirt  werden  muss,  wenn 
der  Däumling  die  Heblatte  zuerst  in  der  horizontalen  Mittellinie 
angenommen  wird,  und  a  den  grössten  Werth  der  Winkel  a  be- 
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zetcboet  im  AugeobKcke,  wo  der  Daamliag  die  Heblatie  gerade 
ioslässt.     Es  wird  folglich  die  während  eines  Hubes  entwickelte 

dynamische  Arbeit  gleich:    —  fOR.-^.    Bezeichnet  man  durch  A 

die  Hubhöhe,  so  wird  A^Ra»  oder  a  =  -g-,    und    folglich   die 

dynamische  Arbeit  der  Reibung  gleich: 

wie  oben  bei  der  Zahnstange. 

§.  219. 

Bei  konischen  Rädern  werden  immer  die  Räder  und  folglich 
auch  die  Theilung  der  Theilkreise  so  klein  wie  möglich  gemacht. 
Die  Bewegung  und  die  Reibung  der  Zähne  an  einander  wird  dann 
annäherungsweise  in  der  tangirenden  Ebene  der  mittleren  konischen 
Oberfläche  und  normal  auf  die  Längenrichtung  der  Zähne  statt- 
finden. Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen 
wie  im  §.  217  behält,  aber  diese  auf  die  Abwicklungen  der  mitt- 
leren konischen  Oberfläche  anwendet,  auch  fortwährend  dieselben 
Formeki  für  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  stattfinden.  Wäh- 
rend des  Fortschiebens  eines  Zahnes  wird  folglich  die  dynamische 
Arbeit  der  Reibung  gleich: 

wenn  R  und  R'  hier  die  Halbmesser  der  primitiven  mittleren  ab- 
gewickelten Theilkreise,  A  den  mittleren  Abstand  der  Zähne,  und 
Q  die  in  der  tangirenden  Ebene  der  beiden  mittleren  konischen 
Oberflächen  senkrecht  auf  die  Längenrichtung  der  Zähne  wirkende 
Kraft  bezeichnen. 

§.  220. 

Die  dynamische  Arbeit  des  drehenden  Reibungswjderstandes 
wird  ganz  ebenso  berechnet,  wie  diejenige  des  gleitenden.  Es  sei 
r   der   Halbmesser   des   Zapfens,    Q  der  auf  die  Axe  senkrechte 


t 


n 


458    Meclianische  Eigenschaften  der  Körper  und  deren  Einfluss 

Druck,  go  ist  der  Reibuog8widerstand  gleich:  Q{\  und  seine  dy- 
namische Arbeit  während  einer  Umdrehung  gleich: 

oder  während  einer  Zeiteinheit,  wenn  die  Anzahl  der  in  der  Zeit- 
einheit stattfindenden  Umdrehungen  durch  n  bezeichnet  wird,  gleich : 

—  27ru  Qfr. 

Die  dynamische  Arbeit  des  rollenden  Reibungswiderstandes 
wird  ebenso  berechnet.    Es  ist  hier  nach  §.  208  die  Reibung  gleich : 

^['\  und  folglich  die  während  einer  Umdrehung  entwicMte  dy- 
namische Arbeit  gleich: 

— ^r.2^r=  -  27rQf", 

und  während  einer  Zeiteinheit  gleich:  —  nnQV.  Die  dynamische 
Arbeit  ist  folglich  in  diesem  Falle  von  der  Grösse  des  Halbmes- 
sers des  rollenden  Körpers  unabhängig  und  hängt  nur  von  der  An- 
zahl der  während  der  Zeileinheit  stattfindenden  Umdrehungen  ab. 

§.  221. 

Als  Beispiel  werden  wir  die  Theorie  des  ^uf  einer  schiefen 
Ebene  gezogenen  einrädrigen  Karrens  entwickeln.  Es  sei  a  der 
Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene,  R  der  Halbmesser  des  Rades, 
r  der  Halbmesser  der  ^xe  desselben,  P  das  auf  der  Wagenaxe 
wirkende  Gewicht  des  Wagens  ohne  das  Rad,  p  das  Gewicht 
des  Rades,  Q  die  auf  die  Wagenaxe  wirkende  bewegende 
Kraft,  und  ß  der  Winkel,  welchen  diese  mit  dar  schiefen  Ebene 
bildet. 

Die  Reibung  findet  hier  auf  zwei  Stellen  statt,  erstens  eine 
drehende  Reibung  zwischen  der  Axe  und  dem  Rade,  dann  eine 
rollende  Reibung  zwischen  dem  Rade  und  der  schiefen  Ebene. 

Um  die  erste  Reibung,  diejenige  der  Axe  gegen  das  Rad,  zu 
berechnen,  sucht  man  erst  den  Druck.  Dieser  ist  der  Resultante 
der  beiden  Kräfte  P  und  Q  gleich.     Der  Neigungswinkel  dieser 
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Kräfte  gegen  einander  ist  gleich:  90""  +  ^  4~  /^^  und  ihre  Resul- 
tante wird  folglich  gleich: 

l^P*+Q«H-2PQcofl(90»+a+7)  =  /P«+Q«-h  2 PQ  sin  («+/»), 
und  die  dynamische  Arbeit  dieser  Kraft  wahrend  einer  Umdrehung 
des  Rades  wird  folglich  nach  §.  220  gleich: 

—  27xrr  V^P«  +  Q*  +  2PQ8in(a+jJ). 

Um  den  rollenden  Reibungs widerstand  zu  finden,  berechnet  man 
erst  den  im  Berührungspunkte  stattfindenden  Druck.  Dieser  ist 
der  Summe  der  auf  der  schiefen  Ebene  senkrechten  Projectionen 
der  beiden  Kräfte  P  +  p  und  Q  gleich ,  folglich : 

(P  +  p)co8  0f  —  QBinß. 
Die  dynamische  Arbeit  dieses  Widerstandes  während  einer  Um- 
drehung des  Rades  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich: 

—  2nr  }(P+p)coß  — Qsin/Jj 

Die  totale  Arbeit  der  Reibung  während  der  Umdrehung  des  Rades 
wird  folglich  gleich: 

—  2 TT  \fr  /P*+Q*+2PQ  slaia+ß)  +  f"((P+p) cos a  —  Q sin /y)j 

r 

Bezeichnet  man  die  in  einer  Zeiteinheit  durchlaufene  Strecke 
durch  s,   und  die  während  dieser  Zeit  slattgefundenen  Umdrehun- 

gen  des  Rades  durch  n,  so  ist:  n  =  2~D«  folglich  wird  die  wäh- 
rend einer  Zeiteinheit  entwickelte  dynamische  Arbeit  des  Reibungs- 
widerstandes, wenn  man  den  obigen  Ausdruck  .mit  n  =  x-^  mul- 
tiplicirt,  gleich: 

—  ■  I  ^!y^^TQ*+iVQ  iiHa+ß)  +-R-((P+P)  cos  a  ^  sin  /?j  j. 

Die  wahrend  desselben  Zeitraumes  entwickelte  Arbeit  der  Last 
P-^p  wird«  gleich:  qp8(P-j'p)  sin  a,  und  diejenige  der  Kraft  Q 
gleich:  d=sQ  cos  i$,  wo  die  oberen  Zeichen  genommen  werden 
müssen 9  wenn  der  Wagen  nach  oben  gezogen  wird,  die  unteren, 
wenn  er  herunterrollt.  Die  totale  dynamische  Arbeit  wird  folg- 
lich gleich: 
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:  Q  coB  ß  :p  (P+P)  »in  «  —  ^^  V^P»  +  Q*  +  2PQ  sin  («  +  /?) 
-|^((P+p)co8a-Q8iu/9)j. 

dieser  Ausdruck,    gleich  dem  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  ge- 
setzt, giebt  das  Gesetz  der  Bewegung. 

Nehmen  wir  sowohl  die  Ebene  als  die  bewegende  Kraft  Q 
horizontal  an »  so  wird  a  =  o,  /^  =  o  und  die  totale  dynamische 
Arbeit  «gleich: 

Soll  die  Bewegung  eine  stetige  sein,   so  ist  die  lebendige  Kraft 
constant,  und  es  wird  folglich: 

Hieraus  findet  man  dann: 

^  _  rR(p+p)+rry'R*p»  +  r»r>"p»— r^fp+P)^ 

Vernachlässigt  man  die  in  Bezug  auf  R*  P'  kleinen  Grössen  fr'P' 
und  r*(P  +  p)%  so  findet  man: 

O  =    f^^(P+p)H-rrP 
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§.  222. 
Tafeln  der  Relbuug^scoeflficieiiten« 

I.  Cfleiteiide  Reibnngscoefllcienten. 


Sttbsttnceii  der  aof 

einander  gleitenden 

Flächen. 


Richtang  der  Fa- 
sern gegen  einan- 
der und  gegen  den 
Sinn  der  Bewe- 
gung- 


Schmiermittel. 


ReibungscoefQcienten. 


Im  Augen- 
blicke der  Be- 
wegung, wenn 
die  Körper  ei« 

nige  Zeit  in 
Berührung  ge- 
wesen. 


Wenn  die  Be< 
wegung  statt' 
findet. 


Eiche  auf  Eiche 


Stark  gegerbtes  Och- 
senJeder  auf  Eiche 


Hanf  in  F&den  auf 
Eiche 

Schmiedeeisen  auf 
Eiche 


Gusseisen  auf  Eiche 


Kupfer  auf  Eiche 


parallel 


gekreuzt 


Lufrecbt  stehendes 
luf  flach   gelegtes 

Hole 
Das  Leder  flach 

las  Leder  auf  ho- 
her Kante 

parallel 

gekreuzt 

Die  Fasern  der 

|Eiche  parallel  der 

Bew^ung 


Die  Fasern  der 
liehe  parallel  der 
Bewegung 


Die  Fasern  der 
Eiche  senkrecht 
luf  die  Bewegung 
Die  Fasern  der 
liehe  parallel  dei 
Bewegung 


Ohne  Schmiere 
Mit  trockener  Seife 

gerieben 
Mit  Talg  bestrichen 
Mit  Wagenschmiere 

Ohne  Schmiere 

Mit  Wasser  benetzt 

Mit  Wagenschmiere 

Ohne  Schmiere 

Ohne  Schmiere 

Ohne  Schmiere 

Mit  Wasser  benetzt 
Ohne  Schmiere 

Mit  Wasser  benetzt 

Ohne  Schmiere 

Mit  Wasser  benetzt 
Mit  trockener  Seife 
gerieben 

Ohne  Schmiere 

Mit  Wasser  benetzt 
Mit  trockener  Seife 

gerieben 
Mit  Talg  bestrichen 
Mit  Wagenschmiere 

Ohne  Schmiere 


Ohne  Schmiere 


0,62 
0,44 

0,16 

0,54 
0,71 


0,43 

0,61 

0,43 

0,79 
0,80 

0,62 
0,65 


0,65 


0,62 


0,48 
0,16 

0,08 
0,26 
0,34 
0,25 
0,25 

0,19 

0,35 

0,30 

0,29 
0,52 

0,33 

0,62 

0,26 
0,21 

0,49 

0,22 
0,19 

0,08 
0,22 

0,38 
0,62 


1 
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Richtung  der  Fa- 

Reibnngscoefficienten. 

Sobstanzen  der  auf 

sern  gegen  einan- 

In Augen- 

einander gleitenden 

der  und  gegen  den 

Schmiermittel. 

blicke  der  Be- 

WesB  dieB«- 

Fl&rhen 

Sinn  der  Bewe- 

die  Körper  ei - 

Bice  Zeit  fn 

BeröbroBf 

Keweieti. 

weguDg   »tau 
SndeL 

Gasseisen  iiuf  Guss- 

Ohne Schmiere 

0,16 

0,15 

eisen 

Mit  Talg 

0,10 

0,10 

Schweinefett 

.~ 

0,07 

Oel 

— 

0,06 

Mit  trockener  Seife 

— 

.   0,20 

fettig 

— 

0,14 

Wagenschmiere 

— 

0,31 

Schmiedeeisen  auf 

Ohne  Schmiere 

0,19 

0,19 

Gusseisen 

• 

T.lg 

0,10 

0,10 

Schweinefett 

0,10 

0,08 

Oel 

0,11 

0,07 

• 

Fettig 

0,12 

— 

Wagenschmiere 

— 

0,12 

Suhl  auf  Gosseisen 

Ohne  Schmiere 

— 

0,20 

T.lg 

0,11 

0,11 

Schweinefett 

0,08 

Oel 

— 

0,08 

Fettig 

— 

o:ii 

Messinff  auf  Gusseisen 

Ohne  Schmiere 

— 

0,19 

^7 

Talg 

— 

0,07 

Schweinefett 

— 

0,07 

Oel 

— 

0,07 

Fettig 

— 

0,12 

Bronze  auf  Gusseisen 

Ohne  Schmiere 

— 

0,22 

Talff 
.      Oel 

0,11 

0,09 

— 

0,<I8 

Fettig 

— 

0,11 

Gegerbtes  Ochsenle- 

Flach darauf  gelegt 

Ohne  Schmiere 

— 

0,56 

der  i(of  Gnsieisen 

—        — 

Talg 

— 

0,16 

—        — 

Oel 

0,13 

0,13 

—        — 

Das  Leder  fettig  auf 

0,27 

0,23 

^» 

^ 

genfistem  Metall 

, 

—        — 

Nass 

0,62 

0,36 

Auf  die  hohe  Kante 

Mit  Wasser  sehr 
benetit 

0,62 

— 

Oel 

.   0,13 

— 

Hanf  in  Fftden  auf 

parallel 

Talg 

0,13 

— 

Gusseisen 

Die  Hanffäden 

lenkrecht  auf  der 

Talg 

— 

0,19 

Bewegung,  wie  bei 

den  Stempeln  der 

Maschinen 

auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.     463 


Substanzen  der  auf 

einander  gleitenden 

Flächen. 


Richtung  der  Fa- 
sern gegen  einan- 
der und  gegen  den 
Sinn  der  Bewe- 
gung. 


Schmiermittel. 


ReibungscoefBcienten. 


Im    ADf^n- 

bliek«  der  Be« 

ireiruBg,  wenn 

die  KAq»er  •!- 

niye  Zeit  in 

BerüliriiBg 
gewesen. 


WeoB  die  Be< 

wegnng  statt- 

findet. 


Hanf  in  Fäden  auf 
Gusseisen 


Gayac  (Franzosen- 
holz)  auf  Gusseisen 

Schmiedeeisen  auf 
Schmiedeeisen 


Die  Hanffäden 
lenkrecht  auf  der 
Bewegung,  wie  bei 
den  Stempeln  der 

Maschinen 
Die  Fasern  parallel 

der  Bewegung 

Die  Streifen  pa- 
rallel 


Stahl  anf  Schmiede- 
eisen 

Bronze  auf  Schmiede- 
eisen 


Die  Streifen  paral- 
lel der  Bewegung 

Die  Streifen  paral- 
lel der  Bewegung 


Gayac  (Frfnzosenholz^Die  Faseni  parallel 
auf  Schmiedeeisen 


Bronze  auf  Bronze 


Gegerbtes  Ochsenle- 
der auf  Bronze 


Gayac  auf  Bronze 


Weicher  Kalkstein  auf 

weichem  Kalkstein 

Harter  Kalkstein  anf 

weichem  K>iikstein 

Gewöhnt.  Kalkslein  auf 

weichem  Kalkstein 

■ 

L«brbach  der  3lecb«oik. 


Flach  darauf  gelegt 

Auf  die  hohe  Kante 
gelegt 

Die  Fasern  parallel 
der  Bewegnng 


Gel 

Talg  oder  Oel 

Fettig 

Ohne  Schmiere 

Talg 

Schweinfefelt 

Oel 

Fettig 

Talg 

Schweinefett 
Ohne  Schmiere 

Talg 

Oel 
Fettig 

Oel 

Fetlig 

Ohne  Schmiere 

Oel 

Fettig 

Talg 

« 

Oel 
Talg 

Oel 
Talg 

Oel 

Fettig 

Ohne  Schmiere 

Ohne  Schmiere 

Ohne  Schmiere 


0,14 
0,11 


0.74 
0,75 
0,67 

30 


0,15 

0,07 

0,12 

0,14 
0,08 
0,08 
0,07 
0,18 
0,09 

0,08 
0,16 

0,08 
0,07 
0,17 
0,07 

0,15 
0,20 
0,06 
0,13 
0,24 

0,19 
0,14 

0,13 
0,08 

0,05 
0,15 
0,64 

0,67 


0,05 
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Richtung  der  Fa- 

BeibungscoefQcicnten. 

Substanzen  der  «uf 

sern  gegen  einan- 

Im   Angm- 

einander  gleitenden 

der  und  gegen  den 

Schmiermittel« 

bUckaderBe- 
wegangfWenn 

Wena  die  Be- 

Flächen. 

Sinir  der  Bewe- 

die  Körper  ei- 
nige Zeil  iB 

wegung  »un- 
findelw 

' 

gnng. 

Berj&hrang 
gewesen. 

Eisen  auf  weichem 

••■•      »^ 

Ohne  Schmiere 

. 

0,69 

Kalkstein 

Eiche  auf  weichem 

Die  Holsfascrn 

Ohne  Schmiere 

— 

0,38 

Kalkstein 

senkrecht  auf  die 
Steinplatte 

• 

Gewöhnlicher  Back- 

—      .^ 

Ohne  Schmiere 

0,67 

0,60 

stein  auf  hartem  Kalk- 

stein 

Eiche  auf  hartem 

Die  Holzfasern 

Ohne  Schmiere 

— 

0,64 

Kalkstein 

senkrecht  auf  die 
Steinplatte 

Eisen  anf  hartem 

— ,      — 

Ohne  Schmiere 

— 

0,42 

Kalkstein 

IL  Drebende  Reibnngscoefficienten. 


Reibungscoefficienten, 

Substanz  des 

Substanz  des 

Schmiermittel. 

wenn  die  Schmiermit- 
tel erneuert  werden 

Zapfens. 

Zapfenlagers. 

auf  eine  nicht  nef  eine  coa- 

1 

continuirliclie 

linairliche 

Weite 

Weise 

Eisen 

Eisen 

Oel,  Schweinefett 
oder  Seife 

0,08 

0,08 

-.       — . 

—       — 

Fettig 

0,14 

— 

—       •  r— 

Bronze 

Oel,   Schweinefett, 
Seife 

0,08 

0,05 

—         — 

—       — 

Fettig 

0,19 

— 

—         — 

—      — 

Sehr  wenig  fettig 

0,25 

— 

—         — 

Gayac  (Franzosen- 
holz) 

Oel,  Schweinefett 

0,11 

0,09 

Bronze 

Bronze 

Oel,  llrh weinefett 

0,10 

— 

—       — 

Eisen 

Oel,  Seife 

— 

0,05 

Gayac 

Eisen 

Schweinefett 

0,12 

— 

—       — 

—       — . 

Fettig 

0,15 

— 

~—       — 

Gayac 

Schweinefett 

^^ 

0,07 
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III.  Rollende  Reibnngscoefficienten. 

Wagenräder  aus  Holz  mit  Eisenbändern  versehen, 

auf  einer  Chaussee:  0,015  bis  0,065 
auf  einer  gepflaster- 
ten Strasse:  0,018  bis  0,024 
auf  Holzbrettern:  0,010 
Eiserne,  gegossene  Wagenräder   auf  Eisenbahnen:  0,002  bis  0,003 

auf  gut  zusammen- 
'    gefügten    Granit- 
blöcken   0,001. 

§.  223. 

Wenn  'ein  Seil  gebogen  werden  soll,  so  ist  dazu  eine  gewisse 
Kraft  erforderh'ch.  Es  sei  das  um  einen  Cyh'nder  gebogene  Seil 
PMQ  (Fig.  123);  es  trage  an  dem  einen  Ende  eine  Last  Q  und 
sei  an  dem  andern  Ende  durch  eine  Krad  P  bewegt,  welche  die 
Last  Q  aufwärts  zieht.  Es  wird  dann  der  Theil  BQ  wegen  der 
Steifheit  des  Seiles  sich  von  der  ursprünglichen  Richtung  der  Last 
Q  entfernen,  und  das  Moment  dieser  Last  dadurch  vergrössert 
werden.  Der  andere  Theil  AP  des  Seiles  wird  dagegen  die  Rich- 
tung der  Krad  P  beibehalten.  Der  durch  diese  Steifigkeit  des 
Seiles  hervorgebrachte  Widerstand  der  Kraft  Q  kann  durch  die 
folgende  Formel  ausgedrückt  werden: 

^(a  +  bO), 

wo  d  den  Durchmesser  des  Seiles,  D  denjenigen  des  Cylinders  be- 
zeichnet, Q  die  am  Seile  wirkende  Last;  m  ist  ein  Coefficient, 
welcher  für  neue  Seile  gleich.  2,  für  weniger  oder  mehr  gebrauchte 
gleich  1^  oder  1  gesetzt  werden  kann;  endlich  sind  a  und  b  zwei 
Coefficienten ,  deren  Wertbe  Tür  ungetheerte  Hanfseile,  wenn  die 
Durchmesser  in  Zollen  und  das  Gewicht  Q  in  Pfunden  angegeben 
werden  und  wenn  die  Seile  trocken  sind: 

a  CS  3,  b  rs  0,15, 

30* 
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wenn  die  Seile  nass  sind: 

a  =  6,  b  =  0,15 
angenommen  werden  können. 

Es  sind    übrigens    stark   zusammengedrehte   Seile  steifer    als 
locker  gedrehte,  und  gedrehte  überhaupt  steifer  als  geflochtene. 


Cap.  IV. 

Gesetze  des  Gleichgewichts  tropfbar-flüssiger  Körper. 

§.  224. 

Wie  im  §.  131  ^cbon  erklärt,  bezeichnet  man  als  flüssige 
Körper  solche,  deren  Molekülarkrafte  sich  nur  einer  Volumen- 
veränderung widersetzen,  ohne  einen  Widerstand  gegen  eine  Form- 
veränderung zu  entwickeln;  und  zwar  bezeichnet  man  als  tropf* 
bar -flüssige  Körper  solche,  welche  ein  bestimmtes  Volumen  ha- 
ben, das  sie  nicht  zu  vergrössern  streben,  im  Gegensatze  zu 
den  luftförmig- flüssigen  Körpern,  welche  sich  nur  im  zusam- 
mengedrückten Zustande  zeigen,  und  folglich  immer  ihr  Volumen 
zu  vergrössern  streben. 

Bei  flüssigen  Körpern  wird  folglich  die  kleinste  Kraft  hinrei- 
chen, um  einen  Theil  von  dem  andern  loszutrennen  und  irgendwo 
hinzubewegen.  Diese  Voraussetzung  eines  vollkommenen  Flüssig- 
keitszustandes findet  indessen  bei  keinem  tropfbar -flüssigen  Körper 
in  absoluter  Strenge  statt;  es  giebt  jedoch  Körper,  welche  sieb 
dieser  Voraussetzung  sehr  nähern,  und  welche  daher  als  absolut 
flüssig  betrachtet  werden  können. 

Die  tropfbar  -  flüssigen  Körper  wurden  früher  auch  oft  unzu- 
saromendrückbare  genannt,  im  Gegensatze  zu  den  zusammendrück- 
baren luftförmigen  Körpern.  Es  sind  aber,  wie  genauere  Unter- 
suchungen gezeigt  haben,   auch   die  tropfbar- flüssigen  Körper  zq- 
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sammendräckbar ,  aber  so  wenig ,  dass  ^ie  in  den  Anwendungen 
d^  Mechanik  ohne  merklichen  Fehler  als  unzusammendrückbar  an- 
gesehen werden  können.  Die  Zusammendrückbarkeit  des  luftfireien 
Wassers  ist  Tür  den  Druck  einer  Atmosphäre  nur  -röhru  seines 
ursprünglichen  Volumens. 

§.  225.  t 

Wenn  ein  tropfbar  -  flüssiger  Körper  in  ein  Getass  eingeschlos- 
sen unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Kräfte  in  Gleichgewicht 
ist,  so  wird  er  einen  Druck  ausüben  auf  die  Wände  des  Gefässes, 
welche  seine  Bewegung  hindern.  Dieser  Druck  kann  sich  von 
einem  Punkte  zum  andern  ändern.  Um  seine  Grösse  in  irgend 
einem  Punkte  zu  bezeichnen»  reducirt  man  ihn  immer  auf  die  Flä-* 
cheneinheit,  indem  man  das  Verhältniss  des  auf  irgend  ein  ver- 
schwindend kleines  Element  der  Wand  stattfindenden  Druckes  zur 
Oberfläche  dieses  Elementes  angiebt;  dieses  Verhältniss  wird  dann 
als  der  in  diesem  Elemente  auf  die  Flächeneinheit  stattfindende 
Druck  bezeichnet 

Dieser  Druck  muss  in  jedem  Punkte  normal  auf  die  Ober- 
flache sUittfinden.  Fände  nämlich  derselbe  schief  gegen  die 
Wand  statt  9  so  würde  das  drückende  Molekül  der  Flüssigkeit  von 
der  mit  der  Wand  parallelen  Componente  dieses  Druckes  bewegt 
werden,  und  folglich  nicht  Gleichgewicht  stattfinden  können.  Die 
Wand  des  Gefösses  übt  dann  auch  in  jedem  Punkte  einen  dem 
Drucke  gleichen  und  entgegengesetzten  Gegendruck  aus,  welcher 
folglich  auch  in  jedem  Punkte  normal  auf  die  Oberfläche  der  Wand 
stattfindet 

§.  226. 

Eine  andere  Grundeigenschaft  der  Flüssigkeiten  ist,  dass,  wenn 
eine  gewisse  Menge  einer  Flüssigkeit,  welche  ein  geschlossenes  Ge- 
fäss  genau  fiillt,  unter  der  Einwirkung  beliebiger  Kräfte  sich  im 
Zustande  des  Gleichgewichts  befindet,  und  man  durch  einen  Kolben 
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auf  einen  Tbeil  der  Oberfläche  irgead  einen  Druck  ausübt,/ so  wird 
dieser  Druck  mit  derselben  Intensität  überall  bin  fortgepflanzt,  so 
dass  auf  jedem  Elemente  der  Oberfläche  der  auf  die  Flächeneio- 
beit  vorher  stattfindende  Druck  om  gleichviel  vermehrt  wird.  Be- 
zeichnen wir  durch  P  den  auf  den  Kolben  stattfindenden  Druck, 
durch  a  den  Durchschnitt  des  Rolbens;    es  wird  dann  der  auf  die 

FIsIbheneinheit  stattfindende  Druck  überall  um  dieselbe  Grösse  — 

a 

vermehrt  werden. 

Um  diesen  Satz  aus  dem  allgemeinen  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  herzuleiten,  kann  man  zuerst  die  übrigen  gege- 
benen, durch  die  festen  Wände  des  Gefässes  im  Gleichgewicht  ge- 
haltenen Kräfte  und  die  durch  sie  gegen  diese  Wände  hervorge- 
brachten normalen  Drucke  ausser  Betracht  setzen.  Bezeichnen  wir 
xlurch  i»  irgend  ein  Element  der  Oberfläche,  und  durch  p  den  auf 
die  Flächeneinheit  stattfindenden  vermehrten  Druck;  so  wird  folg- 
lich der  auf  dieses  als  eben  betrachtete  Element  stattfindende 
vermehrte  Druck  gleich  pco  sein.  Denken  wir  uns  jetzt  dieses  Ele- 
lement  «i  als  die  Grundfläche  eines  beweglichen  Kolbens,  auf  wel- 
chen eine  jenem  Drucke  po»  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft 
wirkt.  Es  wird  hierdurch  das  Gleichgewicht  in  Nichts  geändert 
werden,  weil  dieser  Kolben  und  die  darauf  wirkende  Krall  den 
normalen  Druck  poi  eben  so  gut  wie  die  feste  Wand  im  Gleich* 
gewicht  halten  wird.  Man  bewege  jetzt  den  ersten  Kolben  um  eine 
Grösse  dx  herunter,  es  muss  dann  der  zweite  Kolben  um  eine 
Grösse  dy  herausbewegt  werden,  wo  adx  =  a»dy,  weil  die  Flüs- 
sigkeit fortwährend  denselben  Raum  einnehmen  wird.  Wenden 
wir  jetzt  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  an.  Weil 
zu  der  stattgefundenen  Formveränderung  wegen  des  flüssigen  Zu- 
standes  keine  Krafl;  nöthig  gewesen  ist,  wird  man  nur  die  virtuelle 
Arbeit  der  beiden  Kolben  zu  betrachten  haben.  Diejenige  des  er- 
sten  wird  gleich:  Pdx,  diejenige  des  zweiten  wird  gleich:  —  pcady. 
Die   Gleichung   des   Gleichgewichts    wird    folglich:    Pdxsspa^dy, 
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woraus^  wenn  man  mit  der  vorhergehenden  Gleichung:  adi;=a}dy 

P 
dividirt:  —  =  p.    Es  wird  folglich  der  auf  die  Flacheneinheit  statt- 
findende vermehrte  Druck  p  überall  gleich  sein. 

§.  227. 

Die  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
Hauptsätze  gelten  von  dem  inneren  Drucke  eben  so  gut,  wie  von 
dem  an  den  äusseren  Wänden  stattfindenden.  In  der  That,  das 
Gleichgewicht  Qnd  der  in  jedem  Punkte  stattfindende  Druck  wird 
dadurch  nicht  geändert,  dass  man  annimmt,  ein  beliebiger  Theil 
der  Flüssigkeit  erstarre  zu  einem  festen  Körper.  Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Innern  der  Fliissigkeit  und  in  einer  beliebigen 
Riditung  kann  man  folglich  eine  feste  Wand  annehmen;  der  auf 
irgend  ein  Element  dieser  Wand  stattfindende  Druck  wird  folg- 
lich normal,  und,  wenn  dieser  Druck  von  einem  auf  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit;  welche  sonst  das  geschlossene  Gefäss  ausfüllt,  aus- 
geübten Drucke  herrührt,  wird  derselbe  auf  die  Flächeneinheit 
überall  jenem  Drucke  gleich  sein. 

Der  in  einem  gegebenen  inneren  Punkte  der  Flüssigkeit  statt- 
findende Druck  wird  ferner  derselbe  sein,  welches  auch  die  Richtung 
des  Elementes  der. Oberfläche  sei,  auf  welches  er  ausgeübt  wird. 
Denn  denkt  man  sich  um  einen  solchen  Punkt  em  unendlich  klei- 
nes Polyeder  aus  der  Flüssigkeit  gebildet,  und  lässt  man  dieses 
Polyeder  erstarren,  s.o  wird  es  im  Gleichgewicht  verbleiben  unter 
dem  Einfluss  der  auf  seine  Oberfläche .  ausgeübten  Drucke  und 
der  auf  das  Innere  des  Polyeders  wirkenden  Kräfte.  Diese  letzte* 
ren  werden  aber  der  Masse  dieses  kleinen  Polyeders  proportional 
sein  müssen  und  folglich  unendlich  kleine  Grössen  dritten  Grades 
sein,  während  die  auf  die  Flächen  des  Polyeders  auswendig  aus- 
geübten Drucke  der  Ausdehnung  dieser  Flächen  proportional  und 
folglich  uhendKch  kleine  Grössen  zweiten  Grades  sind«  Bei  einem 
verschwindenden  Polyeder  kann  man  folglich   die  auf  sein  Iime- 
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• 

res  wirkenden  Kräfte  im  Verhaltniss  za  den  von  aussen  her  aus- 
geübten Drucken  vernachlässigen  und  das  Gleichgewicht  als  zwi- 
schen diesen  auf  die  Flächen  des  Polyeders  stattfindenden  Drucken 
allein  bestehend  annehmen.  Denkt  man  sich  jetzt  das  Polyeder 
als  flüssig,  und  die  Flüssigkeit  ausserhalb  desselben  als  erstarrend, 
so  wird  hierdurch  ((as  Gleichgewicht  in  Nichts  gestört,  und  auch 
nicht  die  gegenseitige  Wirkung  der  Molekijlen,  folglich  auch  nicht 
die  stattfindenden  Drucke.  Zwischen  den  auf  die  Wände  des 
verschwindend  kleinen  polyedrischen  Gefässes  stattfindenden  Drucken 
soll  folglich  fortwährend  Gleichgewicht  stattfinden,  was  nach  dem 
vorigen  Paragraph  nur  der  Fall  sein  kann,  wenn  diese  überall  auf 
die  Flächeneinheit  reducirt  gleich  sind.  Denkt  man  sich  jetzt  das 
Polyeder  als  in  einen  Punkt  verschwindend,  so  werden  alle  Flä- 
chen des  Polyeders  annäherungsweise  durch  diesen  Punkt  gehen, 
und  es  wjrd  folglich  der  Druck  auf  jede  durch  diesen  Punkt  ge- 
hende Ebene,  ohne  Rucksicht  auf  ihre  Richtung,  auf  die  Flächen- 
einheit reducirt  in  diesem  Punkte  überall  gleich  sein.  £r  wird 
darum  der  in  diesem  Punkte  stattfindende  Druck  genannt. 

§.  228. 

Bezeichnen  wir  durch  x,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  einer  Flüssigkeit,  durch  q  die  Dichtigkeit,  durch  p  de» 
Druck  auf  die  Flächeneinheit  in  diesem  Punkte,  durch  X,  Y,  Z 
die  Componenten  der  auf  diesen  Punkt  wirkenden  Kraft,  auf  die 
Masseneinheit  zurückführt.  Denkt  man  sich  durch  diesen  Punkt 
ein  Parallelepiped  construirt,  dessen  drei  durch  den  Punkt  x,  y,  z 
gehende  Seitenlinien  die  Zuwächse  der  Coordinaten:  dx,  dy,  dz 
sind;  die  Masse  der  in  diesem  Parallelepiped  eingeschlossenen  Flüs- 
sigkeit wird  dann  gleich:  ^dx.dy.dz,  und  die  Componenten  der 
auf  dasselbe  wirkenden  Kraft  gleich : 

X^dx.dy.ds,  Y^dx.dy.ds,  Z^dx.dy.ds. 

Betrachtet  man  jetzt  die  mit  der  yz- Ebene  parallelen  Seitenflächen 
dieses  Elementes.    Es  sind  deren  zwei,  die  eine  durch  den  Punkt 
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X,  y,  z ,  die  andere  durch  den  Punkt  x  +  dx,  y,  z  gehend ;  die 
Ausdehnung  beider  ist  gleich  dydz.  Der  auf  jede  dieser  Flä- 
chen ausgeübte  Druck  kann  in  Bezug  auf  die  ganze  Ausdehnung 
dieser  verschwindend  kleinen  Flächen  als  constant  betrachtet  wer- 
den. Es  wird  folglich  der  auf  die  erste  durch  den  Punkt  x,  y,  z 
gehende  Fläche  ausgeübte  Druck  gleich:  pdydz,  und  der  auf  die 
zweite  damit  parallele  Ebene  ausgeübte  Druck  gleich: 

—  (P  +  djPdx)  dyd». 
Diese  beiden  mit  der  x  Achse  parallelen,  in  entgegengesetzter  Rieh« 
tung  wirkenden  Drucke  werdea  eine  Resultante,  gleich: 

—  d^p  dx  dy  dx 

haben.  Ebenso  wird  die  Resultante  der  auf  die  beiden  mit  der 
xz- Ebene  parallelen  Flächen  ausgeübten  Drucke  gleich: 

—  dyp  dx  dy  dz  , 

und  die  Resultante  der  auf  die  beiden  mit  der  xy- Ebene  parallelen 
Flächen  ausgeübten  Drucke  wird  gleich: 

—  d.pdxdyds. 

Diese  drei  Kräfte,   welche  als  im  Mittelpunkte  des  Parallel epipeds 
wirkend  angenommen  werden  können,   müssen  dann  die  Compo* 
nenten  der  auf  das  Parallelepiped  wirkenden  gegebenen  Kraft  im 
Gleichgewicht  halten,  und  man  hat  folglich  die  Gleichungen: 
d^p  .  dxdyds  »  X^ .  dxdydx ,  d^p .  dxdydi  s  Y^ .  dxdyds, 

d,p  .  dxdydi  »  Zq  .  dxdyds, 
oder:  d^p  =  X^,  d^p  «  Y^,  d,p  «  Zq, 

woraus: 

dp  =  p  (Xdx  +  Ydy  +  Zdi). 
Wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll,  muss  folglich  der  Ausdruck: 
q  (Xdx  +  Ydy  +  Zdi)  ein  vollständiges  Differential  sein ,  und  sein 
Integral  giebt  den  im  Punkte  x,  y,  z  stattfindenden  Druck.  Um 
die  bei  der  Integration  vorkommenden  willkührlichen  Constanten  zu 
bestimmen,  ist  es  noth wendig,  dass  der  in  irgend  einem  Punkte 
stattfindende  Druck  gegeben  wird. 
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§.  229. 

Man  bezeichnet  mit  dem  Namen  Gleichdrucksflache  oder 
auch  Niveauschicht  die  durch  alle  Punkte  gleichen  Druckes 
gehende  Fläche.  Ihre  Gleichung  wird  durch  die  Bedingung: 
p  s:^  const ,  oder  dp  =  o  bestimmt,  woraus : 

Xdx  +  Ydy  +  Zds  «  o. 

Diese  Gleichung  druckt  aus,  dass  die  Richtung  der  auf  irgend  ei- 
nen Punkt  (x,  y,  z)  dieser  Fläche  wirkenden  Kraft,  deren  Gom- 
ponenten  X,  Y,  Z  sind,  auf  dieser  Fläche  normal  ist  Ist  die  frei^ 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  einem  gleichmässigen  Drucke  unterwor- 
fen, so  wird  sie  selbst  eine  Gieichdrucksfläche. 

Wenn :  Xdx  -(-  Ydy  +  Zdz  das  vollständige  Differential  einer 
Funktion  9)(x,  y,  z)  ist,  so  wird:  dp  =  9.d9)(x,y,  z).  Es  muss 
dann  hier,  weil  p  eine  Funktion  von  x,  y,  z  sein  soll,  (  eine  Funk- 
tion von  9)(x,  y,  z)  sein.  Es  wird  dann  folglich  q  constant,  wenn 
9)(x,  y,  z)  constant  ist,  d.  h.  für  jeden  Punkt  einer  Gleichdrucks- 
Uäche.  Diese  sind  folglich  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  und  glei- 
chen und  normalen  Druckes. 

§.  230. 

Wenn  die  Schwere  die  einzige  auf  die  Flüssigkeit  wirkende 
Krall  ist,  und  man  nimmt  die  z-Axe  als  vertical  und  positiv  nach 
unten,  so  wird :  X  3=  Y  =  o,  Z  =  g.  Die  Bedingungsgleichung  des 
Gleichgewichts  wird  dann: 

dp  Ä  ^gds. 

Ist  die  Dichtigkeit  q  constant,  was  man  bei  nur  einer  Flüssig- 
Iceit  wegen  der  sehr  kleinen  Zusammendrückbarkeit  annehmen  kann, 
:S0  wird  folglich: 

P  «=?«*  +  «» 
wo  c  die  unbestimmte  Constante  bezeichnet.    Ist  der  in  irgend  einer 

Ilöhe  z  =  h  stattfindende  Druck  P  gegeben,  so  wird  Pa=s^gh4-c, 

und  folglich: 
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Die   GleichdrucksOachen   sind   dann   horizontale   Ebenen    und   der 
Druck  p  nur  von  der  Höbe  z  abhängig. 

Ist  die  Dichtigkeit  q  veränderlich »  so  wird: 


=  sJq  dl. 


§.  231. 

Um  den  Druck  einer  schweren  Flüssigkeit  auf  den  Boden  und 
die  Wände  eines  Gelasses  zu  Giiden,  nehme  man  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  in  der  freien  Oberfläche  dieser  Flüssigkeit 
an,  und  wie  früher  die  positive  z-Axe  vertical  nach  unten.  Be- 
zeichnet man  durch  P  den  auf  die  freie  Oberfläche  stattfindenden 
Druck  der  Atmosphäre,  und  durch  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssig- 
keit, so  wird  der  Druck  in  der  Tiefe  z  unter  der  freien  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  auf  die  Flächeneinheit  gleich: 

p  =  P  4-  ?  6». 

Gegen  eine  horizontale  Ebene,  wie  z.  B.  den  Boden  des  Ge- 
Passes,  wird  der  Druck  dem  Flächeninhalt  der  Ebene  proportional 
sein,  und  wenn  diese  gleich  a  gesetzt  wird,  gleich: 

Pa  +  ßg«a. 

Um  den  gegen  eine  schiefe  Ebene  ausgeübten  Druck  zu  finden, 
zerlege  man  diese  in  horizontale  Elementarstreifen.  Bezeichnet  man 
den  Inhalt  eines  solchen  Elementes  durch  df,  und  seine  Tiefe  unter 
der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durch  z,  so  wird  der  senkrecht 
auf  diese  Elementarstreifen  ausgeübte  Druck  gleich:  Pdf-f-^gzdf, 
und  der  ganze  auf  die  schiefe  Ebene  ausgeübte  Druck  gleich: 

pjdf  +  ^gjidf. 

Bezeichnet  man  durch  f  den  Flächeninhalt  der  ganzen  in  die 
Flüssigkeit  eingetauchten  schiefen  Ebene,  durch  ^  die  Tiefe  ihres 
Schwerpunktes  unter  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  wird 

I  df  =  f,  j  zdf  =  Cf,  und  folglich  der  gegen  eine  in  die  Flüssigkeit 
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eingetauchte  schiefe  Ebene  ausgeübte  Druck  gleich: 

d.  h.  gleich  der  Summe  von  dem  Drucke  der  Atmosphäre  auf  die- 
selbe Ebene,  und  dem  Gewichte  einer  Flussigkeitssäule,  deren 
Grundfläche  die  Ebene,  und  deren  Höhe  die  Tiefe  des  Schwer- 
punkts dieser  Ebene  ist 

Die  Lage  der  Resultante  aller  auf  die  schiefen  Ebene  ausge- 
übten Elementardrucke  wird  nach  den  allgemeinen  Formeln  der 
Zusammensetzung  paralleler  Kräfte  gefunden.  Der  Punkt,  wo  die- 
ser Resultantendruck  die  schiefe  Ebene  trifft,  wird  der  Mittel- 
punkt des  Druckes  genannt. 

Nehmen  wir  in  der  schiefen  Ebene  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Goordinatenaxen  an  (Fig.  124.)  und  zwar  so,  dass  die  eine, 
die  y-Axe,  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  mit  der  freien  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  bildet.  Bezeichnet  man  durch  a  den  Nei- 
gungswinkel der  schiefen  Ebene,  so  wird  die  Tiefe  z  eines  Punk- 
tes, dessen  Coordinaten  in  der  schiefen  Ebene  x  und  y  sind, 
gleich:  z  =  xsin«.  Es  seien  jetzt  y,  und  y^  die  zur  Abscisse  x 
gehörigen  zwei  Ordinalen  der  Grenzlinie  der  schiefen  Ebene,  so 
wird:  df=(yj — yo)dx  der  Flacheninhalt  eines  horizontalen  Ele- 
mentarstreifens, und: 

P(yi— yo)^*  +  ^gsioaxCy,  — yjdx 

der  auf  dasselbe  stattfindende  Druck.  Die  Coordinaten  des  Wir- 
kungspunktes dieses  elementaren  Druckes  werden  x  und  ^'  ^^''^  und 

folglich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  aller  dieser  parallelen 
Elementarpressungen : 

^     Pf  3L  (y^  -Yo)  dx  +  gg  sin  ajx«(y,-yj  dx 
P/(yi-yoldx  +  «88ina/x(y,— Yp)  dx  ' 

4P/(y?-y:)dx+i^gsina/x(y«-y2)dx 
P/(yi  — yo)  dx  +  ?8  sin  a/x  (y^  — y«) dx  ' 

Nimmt  man  auf  den  Druck  der  Atmosphäre  keine  Rücksicht  und 
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setzt  man  folglich  P  =  o,  so  werden  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts des  Druckes: 

/x(y,-y.)dx*^       ^-JCy.-yjdx* 

Es  sei  als  Beispiel  die  schiefe  Ebene  ein.  Paralleltrapez,  des- 
sen  zwei  parallele  Grundlinien  horizontal  sind.  (Fig.  124.)  Es  sei 
a  die  Lange  der  oberen  Grundlinie,  c  ihre  Tiefe  unter  der  freien 
OberflSche  der  Flüssigkeit,  b  die  untere  Grundlinie,  h  die  Höhe 
des  Trapezes.  Es  wird  dann  der  Mittelpunkt  des  Druckes  noth- 
wendig  in  der  die  Halbirungspuiikte  beider  parallelen  Grundlinien 
vereinigenden  Geraden  liegen,  und  man  braucht  folglich  nur  noch 
die  eine  Ordmate,  $,  dieses  Punktes  zu  suchen.  Es  wird  daim 
hier  der  Abstand  der  zur  Abscisse  x  gehörigen  Or  iinate  der  obe- 
ren  Grundlinie   des  Trapezes   gleich :    x : — ,  und  folglich  die 

Länge  dieser  Ordinate  im  Trapeze: 

Yi-Jo  =  a  + b 

Dieser  Werth  soll  jetzt  in  den  vorhergehenden  Formeln  sub- 
stituirt,  und  in  Bezug  auf  x  zwischen  den  Grenzen:    x  = 


und  X  =  h  -f-  -T-^—  integrirt  werden.     Statt   dessen   setze   man : 


c 


X : —  =  X ,  folglich: 

sin  a  '       D 


und  integrire  zwischen  den  Grenzen:   x' =  o,  und  x'  =  h.    Man 
findet  dann: 
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8in  a 
Hieraus  findet  man  dann: 


•  ein*   f0  '    »•»  cm    r/  •      •   ^         »      B       / 


t     —  **"      "  *  ^'"    " 


Setzt  man  \^ A-  =  5't  wo  folglich  ?'  gleich  dem  Abstände    • 

des  Mittelpunktes  des  Drucks  von  der  oberen  Grundlinie  ist,    so 
wird: 


_  sin  a 


2(a+2b)ch     +     (a+3b)h>sina 


6  (a  +  b)  c      4-     2  (a  +  2  b)  h  siu  a  ' 

Ist  c=  0,    d.  h.  liegt  die  obere  Grundlinie  des  Trapezes  in 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  wird: 


r 


(a+  3b)  h»  sin«  _  (a  +  3b)b 
2  (a  +  2b)  h  sin  a  ""  2'(a  +  2b)  ' 


und  folglich  von  dem  Neigungswinkel  a  unabhängig. 

Wenn  a=b,  d.  h.  wenn  das  Trapez  ein  Parallelogramm  ist, 

so  wird: 

^  _  6ach  +  4ahs  sin  a  _  3  ach  -f  2 ah»  sin  « 
'   ~"  i2ac+6ah  sin  a~     6ac+3ah  sin  a 

Wenn  zugleich  c  =  o,  so  wird  ^  =  |  h. 

Wenn  a  ^  o,  d.  h.  wenn  das  Trapez  in  ein  Dreieck  reducirt 
wird,  dessen  Spitze  nach  oben  gekehrt  und  dessen  Grundlinie  ho- 
rizontal ist,  so  wird: 

y.1  ^  4bch  -f  3bh*  sin  « 
6bc+4bh  siu  a 

Wenn  zugleich  c  =  o,  d.  h.  die  Spitze  des  Dreiecks  sich  in  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  befindet,  sd  wird :  S'  =  |  h. 
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Wenn  b  =  o,  d.  h.  die  Spitze  des  Dreiecks  nach  unten  ge- 
kehrt und  die  Grundlinie  fortwährend  horizontal  ist,  so  wird : 

-.,        2ach  +  ah*  sin  a 
^  bac  +  2ab  sin  a 

Wenn  zugleich  c  =  o,  d.  h.  wenn  die  Grundlinie  des  Drei- 
ecks  sich   in    der   Oberfläche   der  l^'Iässigkeit  befnidet,    so  wird: 

r  =  *h. 

§.  232. 

Die  auf  eine  krumme  Fläche  stattfindenden  Normaldrucke 
können  nicht  immer  auf  eine  Kraft  reducirt  werden,  wie  die, 
welche  ge^en  eine  Ebene  stattfinden ,  weil  sie  nicht  wie  diese  un- 
ter einander  parallel  sind.  Da  man  die  Grösse  und  Richtung  des 
auf  jedes  Element  stattfindenden  Druckes  kennt,  so  kann  man 
aber  nach  den  im  ersten  Abschnitte  €ap.  V.  gegebenen  Gesetzen 
von  der  Reduction  der  Kräfte,  diese  Elementardrucke  immer  auf 
drei  nach  den  Coordinatenaxen  gerichtete  Kräfte  und  auf  drei  in  den 
Coordinatenebenen  wirkende  Kräftepaare  reduciren,  und  diese  wieder 
entweder  zu  einer  Kraft  und  einem  Kräftepaare  oder  zu  zwei  Kräften 
zusammensetzen.  Man  wird  dann  zugleich  sehen,  ob  die  für  die 
Reduction  auf  eine  Kraft  nöthige  Bedingung  vorhanden  ist  oder 
nicht. 

Will  man  nur  den  Druck  der  Flüssigkeit  nach  einer  bestimm* 
ten  Richtung  hin  finden,  so  decomponirt  man. alle  Normaldrucke 
nach  dieser  Richtung  hin  und  sucht  die  Resultante  dieser  paralle- 
len Kräfte. 

^s  sei  df  ein  Element  der  Fläche,  a  der  Winkel,  welchen  die 

» 

Normale  dieses  Elementes  mit  der  gegebenen  Richtung  bildet,  nach 
welcher  hin  man  den  Druck  der  Flüssigkeit  sucht,  endlich  p  der 
auf  die  Flächeneinheit  stattfindende  Druck,  wo  wie  vorher: 
p  s=  P  -4"  Cg2 ,  so  ist  der  auf  dieses  Element  stattfindende  Druck 
gleich  pdf  und  seine  Componente  längs  der  gegebenen  Richtung 
gleich : 

p  COB  ce  df  SSS  P  C06  a  df  +  gf^  cos  a  df. 
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Die  Resultante  dieser  Componenten  wird  dann: 

P  1 008  a  df  -f  ^g  I  z  C08  a  df. 

Es  ist  hier  cos  a  .  df  gleich  der  Projection  des  Flächenelemen- 
tes df  senkrecht  auf  die  gegebene  Richtung.  Ist  diese  horizon- 
taU  und  wird  folglich  der  Horizon taldruck  der  Flüssigkeit  auf  eine 
krumme  Fläche  gesucht,  so  ist  J cos  a  df  gleich  der  vertikalen 
Projection  der  gegebenen  Fläche,  senkrecht  auf  die  gegebene  ho- 
rizontale Richtung,  welche  wir  durch  V  bezeichnen  wollen.  Re- 
zeicbnet  man  ferner  durch  ^  die  Tiefe  des  Schwerpunktes  dieser, 
vertikalen  Projection  unter  der  horizontalen  xy- Ebene,  so  wird,  weil 
die  vertikale  Projection  cosa.  df  dieselbe  Tiefe  wie  das  Element 
df  selbst  unter  dieser  Ebene  hat: 

fzcosadf 
Jcosa  df 

und  folglich: 

J  %  co8  a  df  =  J^  J  cos  ce  df  s  f V. 
Es  wird  daher  der  Horizontaldruck  der  Flüssigkeit  gegen  die  ge- 
gebene Fläche  gleich: 

PV  +  ^gCV. 

Wenn  die  krumme  Fläche  so  geformt  ist,  dass  die  vertikalen 
Projectiopen  zweier  Theile  derselben  einander  decken,  so  werden 
hier  die  auf  derselben  senkrechten  horizontalen  Componenten  der 
Drucke  in  entgegengesetzter  Richtung  stattfinden,  und,  weil  sie 
wegen  gleicher  Werthe  von  C  und  V  gleich  sind,  einander  heben. 
Zwei  einander  überdeckende  Theile  der  vertikalen  Projection  einer 
krummen  Fläche  werden  einander  folglich  tilgen.  Ist  die  Fläche 
zusammenhängend  wie  die  ganze  Wand  des  Gefässes,  welches  die 
Flüssigkeit  hält,  oder  wie  die  Oberfläche  eines  in  die  Flüssigkeit 
getauchten  Körpers,  so  wird  die  ganze  vertikale  Projection  aus 
zwei  einander  genau  überdeckenden  Theilen  bestehen  und  folglich 
der  Druck  in  jeder  horizontalen  Richtung  gleich  Null  sein. 

Ist  die  gegebene  Richtung  vertikal,  und  wird  folglich  der  Ver- 
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tikaldrack  der  Flüssigkeit  auf  eine  Flache  gesucht:  so  ist:  cosadf 
die  horizontale  Projection  des  Flächenelementes  df,  und  ^gz.cosadf 
gleich  dem  Gewichte  eines  verticaien  Gylinders  der  Flüssigkeit,  des- 
sen untere  Grundfläche  das  Flächenelement  df  ist,  und  welcher  bis 
zur  freien  Oberfläche  der  Fl&ssigkeit  reicht. 

Wenn  die  krumme  Fläche  so  geformt  ist,  dass  die  horizon- 
talen  Projectionen   einander   nirgends    decken,    so    wird    folglich 

P  I  cos  a  df  gleich  dem  Druck  der  Atmosphäre  auf  die  horizon- 
tale Projection  der  Flüssigkeit,  und  ^gizcosadf  gleich  dem  Ge- 
wichte einer  cylinderförmigen  Quantität  der  Flüssigkeit,  welche  un- 
ten durch  die  gegebene  Fläche,  oben  durch  die  freie  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  begrenzt  wird.  Es  kommt  hierbei  nicht  darauf  an, 
ob  dieser  cylinderförmige  Raum  wirklich  mit  der  Flüssigkeit  an- 
gefüllt ist  oder  nicht. 

Decken  dagegen  die  horizontalen  Projectionen  zweier  Theile 
der  Fläche  AB  und  CD  einander  (Fig.  125),  so  werden  hier  die 
Drucke  in  entgegengesetzter  Richtung  stattfinden.  Bei  den  Integra- 
len P I  cos  a  df  werden  dann  diese  Flächen  zwei  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Verticaldrucke  geben,  und  einander  folglich  heben. 
Bei  dem  Integrale:  ^g  zcos^df  wird  dagegen  der  auf  die  untere 

Fläche  CD  stattfindende  Vertikaldruck  gleich  dem  Gewichte  der 
Flüssigkeitsquantität  GCDH,  und  der  auf  die  obere  Fläche  AB 
stattfindende  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitsquantität  GABH. 
Weil  diese  Verticaldrucke  -hier  in  entgegengesetzten  Richtungen 
stattfinden,  müssen  diese  Gewichte  subtrahirt  werden  und  der  re- 
sultirende  Vertikaldruck  wird  folglich  gleich  dem  Gewichte  einer 
Flüssigkeitsquantität  ABCD.  Wenn  sich  die  Flüssigkeit  in  ABCD 
befindet,  z.  B.  AB  und  CD  Theile  der  Wände  des  Gefässes  sind, 
so  wird  der  Druck  auf  AB  naoh  oben,  auf  CD  nach  unten  ge- 
richtet sein,  und  folglich  jener  resultirende  Druck  nach  unten  stattfin- 
den. Wenn  dagegen  die  Flüssigkeit  sich  ausserhalb  ABCD  befin- 
det, z.  B.  AB  und  CD  Theile  der  Oberfläche  eines, eingetauchten 

iekffliMli  der  Vecbanik.  31 
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Körpers  sind,  so  wird  der  Druck  auf  AB  nach  unten,  derjenige 
auf  CD  nach  oben  stattfinden,  und  jener  resultirende  Druck  folglich 
nach  oben  gerichtet  sein. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  der  verticale  Druck  einer  Flüs* 
sigkeit  auf  die  Wände  und  den  Boden  eines  Geßsses  gleich  der 
Slimme  des  auf  die  freie  Oberflache  stattfindenden  Druckes  und 
des  Gewichtes  der  Flüssigkeit  ist.  Es  wird  dieser  verticale  Druck 
nach  unten  gerichtet  sein.  Ebenso,  dass  bei  einem  ganz  einge- 
tauchten Körper  der  verticale  Druck  gleich  dem  Gewichte  der  Flüs- 
sigkeit ist,  deren  Platz  er  einnimmt.  Es  wird  nämlich  zwar  der 
auf  CD  (Fig.  126)  stattfindende,  nach  oben  gerichtete  Druck  gleich 
der  Summe  des  Gewichtes  der  Flüssigkeit,  welche  den  Raum  ABCD 
ausfüllen  würde  und  des  auf  die  horizontale  Projection  von  CD, 
welche  gleich  AB  ist,  stattfindenden  Druckes  der  Atmosphäre;  es 
wird  aber  dieser  letztere  Theil  von  dem  Drucke  der  Atmosphäre, 
welcher  auf  den  über  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  emporragenden 
Theil  des  Körpers  stattfindet,  im  Gleichgewicht  gehalten.  Der  auf 
den  ganz  untergetauchten  Theil  des  Körpers  stattfindende  ver- 
ticale Druck  wird  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit,  welche 
dessen  Raum  ausfüllen  würde.  Der  ganze  Druck  auf  den  nur 
zum  TheU  eingetauchten  Körper  wird  folglich  ebenso,  wie  bei 
dem  ganz  untergetauchten  gleich  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit, 
deren  Platz  er  einnimmt,  sein.  Dieser  Druck  wird  vertical  nach 
oben  gerichtet  sein,  und  sein  Mittelpunkt  wird  der  Schwerpunkt 
jenes  Theils  der  Flüssigkeit  sein. 

§.  233. 

< 

Statt  die  auf  die  Oberfläche  eines  eingetauchten  Körpers  stalt- 
findenden Drucke  besonders  zu  betrachten,  und  in  horizontale  und 
verticale  zu  decomponiren ,  kann  man  auch  gleich  durch  die  fol- 
gende Betrachtungsweise  die  totale  Wirkung  finden. 

Auf  einen  üi  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Körper  werden 
niimlich  genau  dieselben  Drucke  stattfinden,   wie  auf  den  Theil 
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der  Flüssigkeit 9  welchen  er  verdrängt  hat,  and  weichen  man  als 
erstarrt  annehmen  könnte.  Da  nun  dieser  Theil  der  Flüssigkeit 
in  Ruhe  sein  würde,  so  müssten  alle  auf  seine  Oberflache  statt- 
findenden Drucke  genau  die  Wirkung  seiner  Schwere  aufheben, 
folglich  gleich  dieser  in  entgegengesetzter  Richtung  sein,  und 
durch  den  Schwerpunkt  dieses  Theils  der  Flüssigkeit  gehen. 
Die  auf  den  eingetauchten  Körper  stattfindenden  Drucke  werden 
dieselbe  Resultante  haben,  welche  folglich  dem  Gewichte  der 
Flüssigkeit,  welche  er  aus  ihrem  Platze  verdrängt  hat,  gleich  ist, 
durch  den  Schwerpunkt  dieser  Flüssigkeit  geht  und  vertical  auf- 
wärts gerichtet  ist. 

Auf  einen  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  schweren  Körper 
wirken  folglich  zwei  verticale  Kräfte  in  entgegengesetzten  Richtun- 
gen, die  eine  gleich  dem  Gewichte  des  Körpers  und  in  dessen 
Schwerpunkt  wirkend,  die  andere  gleich  dem  Gewichte  der  ver- 
drängten Flüssigkeit  und  in  ihrem  Schwerpunkte  vt^rkend. 

Dieses  Princip  der  Hydrostatik  eingetauchter  Körper,  —  wel- 
ches gewöhnlich  so  ausgesprocbea  wird ,  dass  ein  in  eine  Flüssig- 
keit eingetauchter  Körper  so  viel  von  seiner  Schwere  verliert,  als 
das  Gewicht  der  aus  ihrem  Platze  verdrängten  Flüssigkeit  beträgt, 
—  ist  von  Archimedes  zuerst  entdeckt  worden. 

§.  234. 

Damit  ein  fester  Körper,  welcher  theilweise  in  eine  Flüssig- 
keit eingetaucht  ist,  im  Gleichgewicht  sei ,  ist  es  nach  dem 
Vorhergehenden  nothwendig,  dass  sein  Gewicht  gleich  demjenigen 
der  Flüssigkeit  ist,  welche  er  aus  ihrem  Platze  verdrängt,  und 
dass  sein  Schwerpunkt  in  derselben  verticalen  Linie  mit  dem  Schwer- 
punkte jenes  Theils  der  Flüssigkeit  liegt.  Ist  sowohl  die  Flüssig- 
keit, wie  der  auf  ihrer  Oberfläche  schwimmende  Körper  homogen, 
so  wird  dieser  Schwerpunkt  mit  dem  Schwerpunkte  des  eingetauch- 
ten Theiles  des  Körpers  zusammenfallen.  Um  die  Stellungen  zu 
bestimmen,  in  welchen  der  schwimmende  Körper  im  Gleichgewicht 
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sein  kann  9  muss  man  ihn  folglich  mit  einer  Ebene  so  schneiden, 
dass  der  Rauminhalt  des  einen  Theiles  in  demselben  Verhaltniss  zu 
demjenigen  des  ganzen  Körpers  ist,  wie  die  Dichtigkeit  des  Kör- 
pers zur  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  und  dass  der  Schwerpunkt 
jenes  Theiles  und  derjenige  des  ganzen  Körpers  sich  in  einer  auf 
der  schneidenden  Ebene  senkrechten  Geraden  befinden.  Man  braucht 
alsdann  nur  den  Körper  so  zu  stellen,  dass  die  «chneidende  Ebene 
mit  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  zusammenßillt ,  und  dass 
der  in  Betracht  genommene  Theil  der  untere  wird. 

Um  ein  Beispiel  der  Lösung  einer  Aufgabe  dieser  Art  zu  ge- 
ben, betrachten  wir  ein  homogenes  dreiseitiges  gerades  Prisma, 
dessen  Seiten  horizontal  und  dessen  Grundflächen  folglich  vertical 
sind.  Es  wird  dann  die  schneidende  Ebene  mit  den  Seiten  des 
Prismas  parallel  sein,  und  folglich  den  Inhalt  des  Prismas  in 
demselben  Verhältnisse  theilen,  wie  sie  die  Grundflächen  und  jeden 
mit  ihnen  parallelen  Querschnitt  theilt.  Schneidet  man  jetzt  das 
Prisma  ifi  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Grundflächen  und  paral- 
lel mit  diesen,  so  wird  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Prismas  mit 
dem  Schwerpunkte  jenes  Querschnittes  zusammenfallen,    und  der 

m  

Schwerpunkt  des  abgeschnittenen  Theiles  des  Prismas  mit  dem 
Schwerpunkte  des  entsprechenden  Theiles  des  Querschnittes.  Man 
braucht  folglich  statt  des  Prismas  nur  jenen  Querschnitt  zu  be- 
trachten. 

Es  seien,  Fig.  127  und  128,  ABC  jener  Querschnitt,  a,  b,  c  die 
drei  den  Winkeln  A,  B,  C  entsprechenden  Seiten.  Es  kommen 
dann  zwei  Fälle  vor:  entweder  ist  nur  eine  Kante  des  Prismas 
oder  es  sind  zwei  derselben  untergetaucht. 

Betrachten  wir  erst  den  Fall,  dass  nur  eine  Kaute  des  Pris- 
mas untergetaucht  ist  (Fig.  127).  Es  sei  diese  die  durch  G  ge- 
hende, MN  der  Durchschnitt  mit  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
Man  ziehe  CD  zur  Mitte  D  der  Seite  AB,  und  mache  DG  =:  |  DC; 
es  ist  dann  G  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC.  Man  ziehe 
ebenso  CE  zur  Mitte  E  der  Linie  MN,  und  mache  EF  =  4^  EC; 
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es  ist  dann  F  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  CMN.  Bezeichnet 
man  jetzt  durch  n  das  Verhältniss  der  Dichtigkeit  des  Körpers  zur 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  welches  Verhältniss  kleiner  als  die  Ein- 
heit sein  muss,  so  ist  es»  damit  Gleichgewicht  stattfindet ,  noth- 
wendig,  dass:  ACMN  =  n  .  A^BC,  und  dass  die  die  beiden 
Schwerpunkte  G  und  F  vereinigende  Gerade  FG  vertical,  und 
folglich  senkrecht  auf  MN  ist.  Zieht  man  die  Gerade  DE,  so  ist 
DE=:GF;  und  es  muss  folglich  DE  sankrecht  auf  MN  sein,  und 
wegen  ME  =  EN.  folglich  DM=sDN.  Setzt  man  jetzt  CH  =  x, 
CN=sy,  so  hat  man  die  Proportion: 

A  ABC  :  ACMN=CA.  CB:  CN.  CM  =  ab  :  xy. 
Weil  jetzt:  ACMN=n.  AABC,  wird  folglich  xy=nab. 

Bezeichnet  man  ferner  durch  a  und  /f  die  beiden  Winkel  ACD 
und  BCD,  und  setzt  CDsf,  so  ist: 

MD*  =  CM*  +  CD«  — 2CM.CD.  cos  MCD  «  x*  +f « — 2fx  cob  «. 
DN*=^  CN«  +CD«  -2CN.CD.co6NCD  =  y^  +  f«— 2fycoB/?. 
Weil  HD  =  DN,  wird  folglich: 

X«  +  f «  —  2fx  cos  a  «  y  «  +  f «  —  2fy  cos  /? 

oder: 

X«  —  2fx  coB  a  =s  y«  —  2fy  cos  /9. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung: 

xy  =3  nah, 
ergiebt  dann  die  zwei  unbekannten  Grössen  x  und  y.    Eliminirt 
man  y,  so  findet  man: 

X*  —  2fx»  C09  a  +  2nabfx  cos  /?  —  n«  a«  b»  =  0. 

Diese  Gleichung  hat,  weil  das  letzte  Glied  negativ  ist,  wenig- 
stens zwei  reelle  Wurzeln,  von  denen  die  eine  positiv,  die  andere 
negativ  sein  muss.  Die  letztere  giebt  keine  Lösung  der  Aufgabe, 
welche  lauter  positive  Werthe  verlangt.  Wenn  die  beiden  übri- 
gen Wurzeln  reell  sein  sollen,  so  geht  aus  der  Aufeinanderfolge 
der  Zeichen  hervor,  dass  sie  beide  positiv  sein  müssen.  Es  kön- 
nen sich  folglich  drei  Stellungen  des  Gleichgewichts  oder  nur  eine 
ergeben. 
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Betrachten  wir  jetzt  den  zweiten  Fall,  wenn  zwei  Kanten  des 
Prismas  und  folglich  zwei  Spitzen  des  Querschnittes,  z.  B.  A  und 
B  untergetaucht  sind.  Es  wird  dann  der  Schwerpunkt  H  des 
Vierecks  NBAU  in  dieselbe  Gerade  mit  den  Schwerpunkten  G 
und  F  fallen.  Es  muss  folglich  fortwährend  FG  und  deshalb 
auch  ED  auf  MN  senkrecht  oder  ND  gleidi  MD  sein.  Dies  giebt 
wie  vorher  die  Bedingungsgleichung: 

X«  —  2fx  Q»  ff  ==  y«  —  2fy  co»  ß. 
Die  zweite  Bedingungsghichuqg  -wird  dagegjßnt  dass 

NBAM  =  n .  ABC,  folglich:  NCM  =  (l^n)  ABC,  oder: 

xy  =^{1— n)ab. 
Hieraus  findet  man  dureh  Elimination  von  y: 
X*  —  2fÄ»  cos  a  +  2(1— n)  abfx  co8  ß  —  (1— n)«  a*  b«  =  0, 

welche  Gleichung  ebenso,  wie  die  im  vorigen  Falle,  eine  oder  drei 

positive  Wurzeln  haben  kann. 

Wenn  das  Dreieck  gleichschenklig  ist ,   und  zwar  a  =  b ,  so 

wird  auch  ß  =  cc^  cos  /?  =  cos  a  =  <-.     Die  beiden  Gleichungen  des 
ersten  Falles,  wenn  die  durch  C  gebende  Kante  untergetaucht  ist, 

werden  dann: 

2fi  2f*  2f' 

xy  =  iia2,  X» —-—  x  =  y2— —   y,  oder:  x«  — y«=--  (x— y). 

BS  o 

Die  letzte  Gleichung  giebt: 

2f* 
X  —  y  =  0,  oder  x  -f^  y  =  —  . 

Die  erste  Lösung  giebl: 

X  =  y  =  a  Vii. 

Die  zweite  Lösung  giebt,  wenn  y  eliminirt  wird: 

2f2 

X* !-  V  +  na«  =xO, 

a         '  ' 

woraus : 


f'rfcVf*  — na*  f»H=Vf*  — na* 

X  = ,    y  =  


a  '   "  a 

Diese  Werthe  werden  beide  imaginär,   und  folglich  keine  Lösung 

'      f  4   I 

geben,  wenn  f*<na*,  oder  yO^n.  Es  wird  sich  nur  eine  einzige 
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Losung  ergeben,  wenn-j=  VnT  m  welchem  Falle  x=y=~=aVn; 

welche  Lösung  mit  der  vorher  gefundenen  zusammenfällt.  Beide 
Wurzeln  werden  endlich  reell  und  verschieden,  wenn  f  *  >  na*,  oder 

—  >  yu.  Diese  Wurzeln  werden  aber  nur  dann  Lösungen  der 
Aufgabe  entsprechen,  wenn  x  und  y  kleiner  als  a  sind,  folglich 
wenn:  f*  +  ^f*  —  "ö*  <  a*  ist. 

Der  zweite  Fall,  wenn  zwei  Spitzen  A  und  B  untergetaucht 
sind,  giebt  dieselben  Bedingungen,  wenn  man  nur  statt  n  in  den 
vorhergehenden  Gleichungen  1  —  n  setzt 

Wenn  irgend  eine  andere  Kante  als  die  durch  C  gehende, 
oder  irgend  zwei  andere  als  die  durch  A  und  B  gehende  untcr- 
{jf taucht  sind,  so  wird  man  die  vorhergehenden  allgemeinen  For- 
meln anwenden  müssen. 

Ist  das  Dreieck   gleichseitig ,    folglich   a  =  b  =  c ,   so  wir^ 

3a* 
f  *  SS  •>^.     Ist  nur  die  eine  Kante  des  Prismas  untergetaucht,  so 

wird,  wenn  —  =oder<  VTT,  d.  h.  wenn  -^  =  oder <Vn, oder 

a  M 

9 
n  =  oder  >  r^»  nur  eine  Gleichgewichtsstellung  votkommen : 

♦  X  =  y  =  a  Vn. 


Es  werden  dagegen  noch  zwei  andere  Gleichgewichtsstellungw : 


f  2  d:  Vf  *  -  na*  _  /^3  ±  ^9  — 16  li 


y 


_f»qp  Vf*  — na*  _  /3^V9— 16n 


a 


=  (^=^7^^^")«, 


8tatt6nden,wennn<~,  und  34^VV-16£^  ^^^^  ^  ^^  j.^,g,j^j^ 
Vy— 16  n  =  oder  <  1 ,  n  =  oder  >  |. 

Wenn  folglich  n  <  |  oder  n  =  oder  >  ^V,  so  wird  nur  eine 
•Gleichgewichtssteliung  mit  einer  untergetauchten  Kante  stattfinden 
können ;  wenn  dagegen  n  =  oder  >  ^  aber  <  j\  ist,  so  werden 
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drei  Gleichgewichtsstellungen  mit  einer  untergetauchten  Kante  statt"* 
finden  können. 

Sind  zwei  Kanten  untergetaucht,  so  wird  immer  eine  Gleich- 
gewichtsstellung stattfinden,  nämlich:  x  =  y  =  a  y l  —  n,  und  aus- 
serdem noch  zwei  andere: 

wenn  yi6n.7  >  0,  und  =  oder  <  1  ist,  folglich  wenn  n  >  ^ 
und  =  oder  <  ^  ist. 

Wenn  folglich  n  >  ^  oder  <  y\,  so  können  nur  zwei  Gleich- 
gewichtsstellungen stattfinden,  die  eine  mit  einer  untergetauchten, 
die  andere  mit  zwei  untergetauchten  Kanten,  in  welchen  beiden 
Stellungen  die  eine  Seite  des  Dreiecks  horizontal  ist.  .Wenn  n  zwi- 
schen jV  ^^^  T^'^g^»  können  ausserdem  noch  zwei  Gleichgewichts- 
flteliungen  mit  zwei  untergetauchten  Kanten  stattfinden;  wenn  n 
zwischen  |  und  -^  liegt,  können  noch  zwei  Gleichgewichtsstellungen 
mit  einer  untergetauchten  Kante  stattfinden. 

Ausser  den  hier  betrachteten  horizontalen  Gleichgewichtslagen 
des  Prismas  giebt  es  noch  eine  verticale.  In  dieser  Stellung  werden 
der  Schwerpunkt  des  ganzen  Prismas  und  derjenige  des  unterge- 
tauchten Theiles  immer  in  einer  verticalen  Linie  liegen  und  hat  man 
io^ich  nur  die  Höhe  des  untergetauchten  Theiles  zu  suchen ,  wel- 
che m  demselben  Verhältniss  zur  Höhe  des  ganzen  Prismas  stehen 
muss,  wie  die  Dichtigkeit  des  Prismas  zur  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 

§.  235. 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist  stetig  oder 
unstetig,  je  nachdem  der  Körper,  wenn  er  sehr  wenig  aus  dieser 
Lage  herausgebracht  wird,  in  dieselbe  zurückzukehren  strebt  oder 
nicht. 

Bringt  man  folglich  einen  im  Gleichgewichte  schwimmenden 
Körper  sehr  wenig  aus  dieser  Lage  heraus,  indem  man  allen  sei- 
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Den  P«Ren  verschwindend  kleine  Geschwindigkeiten  mittheilt,  so 
wird  das  Gleichgewicht  ein  stetiges  sein,  wenn  die  Entfernung  des 
Körpers  aus  der  ursprünglichen  Gleichgewichtslage  immer  ver- 
schwindend klein  verbleibt,  dagegen  ein  unstetiges,  wenn  diese  Ent- 
fernung einen  endlichen  Werth  erhalten  kann. 

Es  sei  Fig.  129  die  Lage  eines  schwimmenden  Körpers  im 
Cleichgewichtszustande,  ANBJ  der  Durchschnitt  mit  dem  Niveau 
der  Flüssigkeit,  G  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  0  der  Schwer- 
punkt der  aus  ihrem  Platze  verdrängten  Flüssigkeit,  OG  gleich  a, 
wo  wir  a  als  positiv  annehmen  werden,  wenn  0  höher  als  G  liegt, 
als  negativ,  wenn  O  tiefer  als  G  Hegt.  Es  ist  dann  OG  senk- 
recht auf  ANBJ.  Es  sei  ferner  V  das  Volumen  des  untergetauchten 
Theils  des  Körpers,  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  und  M  die 
Masse  des  ganzen  Körpers,  wo  ^egen  des  Gleichgewichtes 
M  =  V?. 

Die  Fig.  130  stellt  denselben  Körper  vor,  in  einer  aus  der 
Gleichgewichtslage  sehr  wenig  verrückteik  Stellung.  Es  ist  hier 
LM  der  neue  Durchschnitt  mit  dem  Niveau  der  Flüssigkeit,  C  der 
Schwerpunkt  des  zum  Gleichgewichte  gehörigen  Niveauschnittes 
ANBJ,  und  A^^B'J  eine  durch  diesen  Punkt  mit  dem  Niveauschnitte 
LM  parallele  Ebene.  Man  bezeichne  durch  &  den  Winkel,  wel- 
chen die  jetzt  schiefe  Gerade  GO  mit  einer  verticalen  Linie  bildet, 
welcher  Winkel  derselbe  ist,  den  die  Ebenen  ANBJ  und  A'NB7 
mit  einander  bilden;  endlich  durch  t  die  Tiefe  des  Punktes  C  un- 
ter dem  Niveau  def  Flüssigkeit. 

Die  Kräfte,  welche  jetzt  auf  den  Körper  wii*ken,  sind  die 
Schwere  des  Körpers,  welche  in  G  vertical  nach  unten  wirkt,  und 
der  Verticaldruck  der  Flüssigkeit,  welcher  gleich  dem  Gewichte  der 
aus  ihrem  Platze  verdrängten  Flüssigkeit  und  vertical  aufwärts  ge- 
richtet ist 

Man  bildet  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft.  Bezeich- 
net  man  durch  v  die  Geschwindigkeit  eines  Elementes  des  Kör- 
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pers  dM  am  Ende,  durch  Vo  am  Anfang  der  verschwiriiNid  kiei-^ 
nen  Bewegung,  so  wird  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  gleich: 

I  Jv'dM-^^fv^dM, 

wo  4ie  Integration  auf  alle  Elemente  des  schwimmenden  Körpers 
auszudehnen  ist.  Bei  Berechnung  der  dynamischen  Arbeit  der 
Schwere  und  des  Druckes  wird  man  folglich  die  Grössen  vernachs 
lässigen  können,  welche  in  Bezug  auf  v'  verschwindend  klein 
sind,  folglich  unendlich  kleine  Grössen  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung. 

Die  dynamische  Arbeit  der  Schwere  des  Körpers  wird  gleich: 
gM(z  — zj,  wenn  man  durch  z  und  z«  die  Tiefe  des  Schwerpunk- 
tes G  des  Körpers  unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in  den  bei- 
den Stellungen  Fig.  130  und  Fig.  129  bezeichnet. 

Um  die  dynamische  Arbeit  des  Verticaldrucks  auf  den  Kör- 
per LDM  zu  finden,  berechne  man  erst  die  dynamische  Arbeit  des 
Verticaldrucks  auf  ADB,  addire  dazu  die  Differenz  der  Arbeiten 
des  Druckes  auf  JBNM'J  und  auf  JANL'J,  und  addire  endlich  die- 
jenige des  Druckes  auf  LMM'L'  hinzu. 

Der  auf  ADB  stattfindende  Druck  ist  gleich  der  Schwere  gV( 
der  Flüssigkeit,  deren  Platz  dieser  Körper  einnimmt,  und  wirkt  in 
dem  Schwerpunkte  dieser  Flüssigkeit  O.  Die  ursprüngliche  Tiefe 
lies  Schwerpunktes  O  war  z^  — a,  die  jetzige  ist  z — acos@.  Es 
wird  folglich  die  dynamische  Arbeit  des  Verticaldrucks  auf  diesen 
Körper  gleich:  * 

—  B^Q  (*  —  a  coB  0  —  »o  +  a)  =  —  $Vq  (»— »o)  — gV^ » (1  — co»®), 

oder ,  weil  man  1  —  cos  0  =  -^  setzen  kann,  indem  man  die  hö- 
heren Potenzen  der  sehr  kleinen  Grösse  0  vernachlässigt: 

-  gV^Cz-io)  — igV^a0>. 

Um  die  dynamische  Arbeit  des  auf  JM'NBJ  stattfindenden 
Druckes  zu  finden,  decomponire  man  diesen  Theil  des  Körpers  iti 
prismatische  Elemente,  deren  Grundflächen  die  Elemente  der  Fläche 
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JIBN  und  deren  Axen  yerticaly  folglich  senkrecht  auf  JM'N  sind. 
Es  sei  dco  die  Grundfläche  eines  ^dieser  Elemente ,  TR  seine 
Hohe,  RS  senkrecht  Quf  JN  gezogen  gleich  u.  Es  ist  dami 
der  Winkel  RST  gleich  0,  die  Höhe  des  prismatischen  Elementes 
gleich  TR. cos 0,  und  folglich  dessen  Volumen  gleich:  TRcos@d£ci. 
Es  ist  aber  jetzt  TR  =  usin@9  folglich  wird  das  Volumen  des 
elementaren  Prismas  gleich :  u sin 0 cos @ d«  oder  gleich  u&,Am^ 
wenn  man  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen  der  kleinen  Grösse  & 
vernachlässigt.  Der  Druck  auf  dieses  Element  wird  folglich  gleich 
gQU0 .  dco,  und  wird  in  seiner  Mitte  wirken,  deren  Tiefe  unter  dem 
Niveau  LM  gleich  J:+|TR=  C+  |u®  ist  Es  wird  folglich  die 
dynamische  Arbeit  des  auf  dieses  Element  ausgeöbteB  Druckes  gleich : 
—  g^u0.dcu.(J-f-iu0)  =  — g^u0^.dai  —  |gßii*0*.  d«, 

und  weAn  man  in  Bezug  auf  alle  Elemente  dei^  Fläche  JBN  in- 
tegrirt:  •  »  . 

—  g^  0£J  ndw  —  i  gg0*  Tu»  do) 

die  dynamische  Arbeit  des  auf  den  Körper  JM'NBJ  stattfindenden 
Druckes. 

Ebenso  findet  man  die  dynamische  Arbeit  des  auf  il/Nki 
stattfindenden  Druckes  gleich: 

wo  die  Integra^nen  in  Bezug  auf  alle  Elemente  der  Fläche  JAN 
stattfinden. 

Diese  zwei  dynamischen  Arbeiten  sollen  jetzt  subtrabirt  wer- 
den. Bezeichnet  man  die  Werthe  von  u,  welche  JBN  angehören, 
als  positive,  die,  welche  JAN  angehören,  als  negative,  so  mnss  man 
in  dem  Ausdrucke  der  dynamischen  Arbeit  des  auf  JL'NAJ  statt* 
findenden  Druckes  das  Zeichen  von  u  ändern,  und  findet  folglich: 

+  gß0£judft)    +   fg^0*Ju*d(ö. 

Dies  von  der  dynamischen  Arbeit  des  auf  JM^NBJ  stattfindenden 
Druckes  subtrabirt,  giobt: 


# 
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—  gp©dudai   —    igß0'ja'd(», 

wo  die  Integration  in  Bezug  auf  die  ganze  Fläche  AJBNA  auszu- 
dehnen ist,  und  zwar  so»  dass  u  auf  der  einen  Seite  von  JN  ab 
positiv,  auf  der  anderen  als  negativ  anzunehmen  ist. 

Es  wird  dann,  weil  JN  durch  den  Schwerpunkt  dieser  Ebene 
AJBNA  geht,  Judm  =  o  sein.  Es  wird  ferner  Ju'de»  gleich  dem 
Trägheitsmament  der  Ebene  AJBNA  in  Bezug  auf  JN.  Bezeichnet 
man  dieses  Trägheitsmoment  durch  T,  so  findet  man  die  Differenz 
der  dynamischen  Arbeiten  der  auf  JM'NBJ  und  auf  JL'NAJ  statt- 
findenden Drucke  gleich: 

—  iSQ&^.T:. 

Um  endlich  den  auf  LML'M'  ausgeübten  Druck  zu  finden, 
bemerke  man,  dass  das  Volumen  dieser  dünnen  Scheibe  annäherungs- 
weise gleich  dem  Produkte  der  Grundfläche  L'M'  und  der  Höhe  {; 
ist.  Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  von  L'JM'N  durch  b,  so 
wird  folglich  das  Volumen  der  dünnen  Scheibe  LML'M'  gleich:  bj;, 
und  der  auf  dieselbe  ausgeübte  Druck  gleich  g^bC.  Die  dynamische 
Arbeit  dieses  Druckes  wird  dann,  weil  der  Schwerpunkt  in  der 
Tiefe  ^  J  unter  dem  Niveau  LM  liegt,  gleich:  —  ig^b^*- 

Es  wird  folglich  die  ganze  dynamische  Arbeit  des  Druckes  auf 

den  schwimmenden  Körper  gleich: 

-sV^(»-io)-igVea0«-fgß0VT^ijjßbf'. 
Hierzu  die  dynamische  Arbeit  der  Schwere,    gM(k — z^),    addirt^ 
giebt  die  totale  dynamische  Arbeit  gleich: 

gM(«-O-gcV(.-«o)-|g^Va0«-|g^0M-ig^b£:% 
oder  weil  M  =  ^V,  und  folglich  die  beiden  ersten  Glieder  einander 
gegenseitig  heben: 

-  ig?Va0»  -  4g^0»T  —  ig^br 
«  -  lg?0'(T+aV)  -  ig^bj;*. 
Die  Gleichung  der  lebendigen  Krall  wird  folglich: 
|Jv"dM-i;vo»dM=-ig^0-(T  +  aV)-igebf«. 

oder: 

Jv;dM-/v«dM  «=  gp©«  (T+aV)  +  g^bf». 
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Damit  das  Gleichgewicht  stetig  sei,  müssen  hier  iiir  kleine 
Werthe  der  Anfangsgeschwindigkeiten  v^  die  Grössen  0  und  £; 
welche  die  Entfernung  des  Körpers  aus  seiner  ursprünglichen  Lage 
bezeichnen,  immer  nur  sehr  kleine  Werthe  erhalten  können.  Dies 
wird  immer  der  Fall  sein,  wenn  a  positiv  ist,  indem  dann  beide 
Glieder  der  rechten  Seite  immer  positiv  sind  und  folglich  ihre  Summe 
nur  dann  verschwindend  klein  sein  kann,  wenn  jedes  Glied  einen 
verschwindend  kleinen  Werth  hat. 

Ist  dagegen  a  negativ  gleich  —  a',  so  wird  auf  der  rechten  Seite 
das  Glied:  g^0*  (T+aV)  =  gg0' (T  —  a'V)  einen  negativen  Werth 
haben,  wenn  a'V>T  ist,  oder  gleich  Null  sein,  wenn  a  V=T,  und 
es  können  dann  &  und  ^  als  endliche  Werthe  gegeben  werden  und 
doch  die  Differenz  g^bf — g^0'(a'V — T)  einen  verschwindend  klei- 
nen Werth  erhalten.  Es  würde  dann  das  Gleichgewicht  ein  un- 
stetiges sein. 

Damit  das  Gleichgewicht  ein  stetiges  sei,  rouss  folglich  ent- 
weder a  positiv,  d.  h.  der  Schwerpunkt  des  schwimmenden  Kör- 
pers tiefer  als  der  Schwerpunkt  der  Flüssigkeit,  dessen  Platz  er 
einnimmt,  liegen,  oder,  wenn  er  höher  liegt,  der  Abstand  beider 

Schwerpunkte,  a,  kleiner  als  das  Verhältniss  ^  sein.  Diese  Ungleich- 

•  T 

heit :  a  <^  Y  muss  dann  für  alle  Richtungen  der  Linie  JN  statt- 
finden^ und  folglich  auch  wenn  man  für  T  den  kleinsten  Werth 
des  Trägheitsmomentes  setzt,  welcher  der  Fläche  AJBN  in  Bezug 
auf  irgend  eine  durch  den  Schwerpunkt  C  gehende  Linie  zukommt. 
Wenn  folglich  der  Schwerpunkt  des  schwimmenden  Körpers  hö- 
her als  der  Schwerpunkt  der  Flüssigkeit,  deren  Platz  er  einnimmt, 
liegt,  so  muss,  damit  das  Gleichgewicht  ein  stetiges  sein  soll,  der 
Abstand  dieser  Punkte  kleiner  sein,  als  das  kleinste  Trägheitsmo- 
ment der  Niveauebene  des  Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  dieser  Ebene  gehende  Linie,  dividirt  durch  das  Volu- 
men des  untergetauchten  Theiles  des  Körpers. 
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§.  236. 

Als  Beispiel  werden  wir  die  Bedingung  der  Stabilität  eines 
schwimmenden  homogenen  Ellipsoids  suchen.  Es  seien  (Fig.  131.) 
Ay  B,  G  die  Halbaxen  dieses  Ellipsoids  und  in  der  Gleichgewichtslage 
die  eine  Axe,  etwa  A,  vertikal.  •  Es  sei  ferner  B  >  G.  Bezeichnen 
wir  durch  D  die  Dichtigkeit  des  homogenen  Ellipsoids,  wo  D<^^ 
sein  muss,  wenn  das  Ellipsoid  schwimmen  soll.  Es  sei  x  die  Tiefe 
des  untersten  Scheitelpunktes  N  des  Ellipsoids  unter  dem  Niveau 
der  Flüssigkeit  Es  wird  daim  der  Durchschnitt  des  Ellipsoids  mit 
der  Niveauebene  der  Flüssigkeit  eine  Ellipse  bilden,  deren  grosse 
Ilalbaxe  mit  der  B-Axe  des  Ellipsoids  parallel  ist  und  gleich: 

ß  =  ~K2Ax-x«, 

die  kleine  Halbaxc,  mit  der  G-Axe  parallel,  ist  gleich: 

r  =  JK2Ax-x'. 

Das  kleinste  Trägheitsmoment  dieser  Ellipse  wird  in  Bezug  auf  die 
grössere  Axe,  2/},  stattfinden,  und  gleich: 

T  =  Jfz'dzdy,  . 

wo  die  Integration  in  Bezug  auf  z  von  z  =  —  ^y^^dyT  bis 
z  =  +  -^J/^/S*— y*  auszudehnen  ist,  und  in  Bezug  auf  y  von 
y  ==  —  jj,  bis  y  =  -|-  /^-    Man  findet  dann: 

±ß 
Um  das  Volumen  V  des  eingetauchten  Theils  des  Ellipsoids  zu  finden» 
bemerke  man,  dass  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  LM  gteich: 

HC 

^ßr  =  7r^(2Ax-x') 
ist,  und  dass  folglich: 

V  =  ^r(2Ax-x')dx=|g-(3A-x)x«. 
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Um  endlich  die  Lage  des  Schwerpunktes  O  dieses  Volumens  zu 
finden,  hat*  man  die  Gleichung: 

V.NO  =  ?j5j72ax~x»)xdx  =  |^(2  A-ix)x*. 

o 

Flieraus  findet  man  dann: 

ferner  den  Abstand  der  beiden  Schwerpunkte  O  und  G: 

""  T  •      3Ä-X   • 

T 

Damit   das    Gleichgewicht   ein    stetiges    sei,    muss   jetzt:    a' <  y 
sein,  folglich: 

3     (2Ä  — xV^3C»  (2A^:i?)^ 
*•      3A-X    ^4A»      3A— X   ' 

oder:    1  <  r»  folglich  A  <  C. 
Weil  schon  früher  B>C  angenommen  ist,    wird  folglich   die  Be- 
dingu^ig  der  Stabilität  des  Gleichgewichts,    dass  die  verticale  Axe 
des  Ellipsoids  die  kleinste  sei. 


Cap.  VL 

Gesetze  der  Bewegung  tropfbar  -  flflssiger  EOrper. 

§.  237. 
Um  aus  den  Gleichungen  des  Gleichgewichts  diejenigen  der 
Bewegung  tropfbar -flüssiger  Körper  herzuleiten,  braucht  man  nach 
dem  d'A lern ber tischen  Princip  nur  in  den  ersten  Gleichungen 
statt  der  auf  ein  Molekül  dm  wirkenden  Kräfte:  Xdm,  Ydm,  Zdm, 
die  Differenzen  zwischen  diesen  und  den  totalen  Kräften: 

Xdm  —  dm .  d;  x=  (X— d;  x)  dm,  (Y — d'j)dm,  (Z  -d,»z)  dm 
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zu  seUen,  oder  sUrtt  der  im  Punkte  x,  y,  z,  aur  die  Masseneinheit 
wirkenden  Kräfte:  X,  Y,  Z,  die  Differenzen:  X — d*x,  Y — d*y, 
Z — d*z,  zu  setzen. 

Die  Variabein  x,  y,  z  bezeichnen  hier  die  Coordinaten  eines 
bestimmten  Moleküls  der  Flüssigkeit,  und  sind  als  solche  Funktio« 
nen  der  einzigen  unabhängigen  variablen  Grösse  t.  Diese  Funktio- 
nen ändern  sich  aber  von  einem  Molekül  zum  andern  und  hängen 
folglich  auch  von  den  Coordinaten  x^,  y,»  z^  des  Punktes  ab,  wo 
das  zu  betrachtende  Molekül  in  einem  bestimmten  Augenblicke, 
welchen  wir  als  Anfang  der  Zeit  t  annehmen  werden,  sich  be-- 
fand.  Man  muss  folglich  x,  y,  z  als  Funktionen  von  x«,  y^,  z^  und 
t  betrachten.  Durch  die  Bestimmung  des  allgemeinen  Ausdrucks 
dieser  Funktionen  wird  auch  die  Bewegung  eines  jeden  Moleküls 
vollständig  bestimmt. 

Wäre  der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Funktionen  von  x^,  y^, 
z,,  t  gefunden,  so  könnte  man  daraus  auch  x^,  y^,  z^  als  Funktio- 
nen von  X,  y,  z  und  t  bestimmen.  Die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  x,  y,  z  der  Flüssigkeit  zur  Zeit  t: 
d^x,  dj,  djZ,  welche  wir  durch  u,  v,  w  Jjezeichnen  werden,  und 
welche  Grössen  Funktionen  von  x^,  y^,  z,  und  t  sein  müssen, 
könnten  dann  als  Funktionen  von  x,  y,  z  und  t  ausgedrückt  wer- 
den. Dies  leuchtet  auch  von  selbst  ein,  denn  erstens  ändert  die 
Geschwindigkeit  irgend  eines  Moleküls  der  Flüssigkeit  sich  mit  der 
Zeit,  und  zweitens  ändert  sie  sich  auch  in  demselben  Augenblicke 
von  einem  Molekül  zum  andern. 

Die  Componenten  u,  v,  w  der  Geschwindigkeit  eines  Mole- 
küls der  Flüssigkeit  zur  Zeit  t,  sind  folglich  Funktionen  der  Zeit 
t  und  der  augenblicklichen  Coordinaten  dieser  Moleküle,  x,  y,  z, 
welche  Coordinaten  wieder  Funktionen  von  t  sind.  Bezeichnet 
man  durch  d^u,  d^v,  d^w  die  partiellen  Differential  -  CoeiGcienten  die- 
ser Geschwindigkeiten  in  Bezug  auf  t,  wenn  u,  v,  w  als  Funktio- 
nen von  X,  y,  z,  t  betrachtet  werden,  und  bemerkt  man,  dass  die 
vollständigen  Differential  -  Coefficienten  dieser  Grössen  in  Bezug  auf 
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t  mit  der  Masse  der  Moleküle  dm  multiplicirt  die  Componenten 

der  totalen  Kraft,  dm  .  d*x,  dm .  d*y,  dm  .  d^'z  sind,  so  Gndet  man : 

d;x =d^u+d,u .  d,x+dyU.  d  j+d,u .  d^z=d,u+ud,u+vdyU+wd,ü, 

d  «y = d,v + d^v .  d^x+dy  V .  d  j+d.? .  d^z=:  d,v+ ud,v+?d^v  +  wd^v, 

d'z*«d^w+ d.W.  djX+djW .  d  j+d^w.d^z  —d^w+ud^w+vd^w+wd^w. 

Um  die  Gleichungen  der  Bewegung  zu  finden ,    braucht  man 

folglich  nur  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichts  statt 

X»  Y,  Zy  die  •  Dilfferenzen : 

X  —  djU — ud,u  —  vdyU — wd.u ,  Y — d^v  —  ud,v — vdyV  —  wd,v, 

Z — d^w  •—  ud,w — vdy  w — wd,w, 
zu   substituiren.    Die  Gleichungen   des    Gleichgewichts  waren  im 
§•  228  gerunden: 

ix?  =  ?X,  d^p  =  gY,  d,p  =:  qZ, 
und  es  werden  folglich  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Bewegung 
einer  Flüssigkeit,  wenn  man  mit  q  dividirt: 

"■  djiP  =  X  —  djU  —  ud,n  —  vd^a  —  wd^u , 
-"dyp  =  Y  —  djV  —  ud,v  —  vdy  V  —  wd,v , 
— d^p  =a  Z  —  d|W  —  ud.w  —  vdyW  —  wd,w. 

§.  238. 

Die  drei  Differentialgleichungen  des  vorigen  Paragraphen  sind 
indessen  nicht  hinreichend,  um  die  fünf  Funktionen,  p,  ^,  u,  v,  w, 
zu  bestimmen,  oder,  wenn,  wie  bei  homogenen  tropfbar  -  ilüssigen 
Körpern  der  Fall  ist,  q  constant  ist,  die  vier  p,  u,  v,  w.  Es  sind 
hierzu  noch  zwei  oder  eine  Gleichung  nöthig.  Diese  werden  aus  der 
Bedingung  hergeleitet,  dass  die  Masse  der  Flüssigkeit  während  der 
Bewegung  nicht  verändert  wird.  Betrachtet  man  ein  elementares  Pa- 
rallelepiped  der  Fliissigkeit ,  dessen  drei  Seiten  Ax,  Ajt  Az  sind, 
und  nimmt  man  an,  die  Dichtigkeit  q  sei  m  der  ganzen  Ausdeh- 
nung dieses  elementaren  Parallelepipeds  constant,  so  wird  dessen 
Hasse  gleich :  ^ .  A^ .  Ay .  Az.  Dieser  Ausdruck  soll  jetzt  in  Be- 
zug auf  die  Zeit  constant  sein  und  folglich: 

L«krb«cb  a«r  Mecbanik.  32 
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Es  ist  jetzt  die  Dichtigkeit  q  eine  Funktion  von  x;  y,  z,  t, 
wo  wieder  x,  y,  z  Funktionen  von  t  sind.  Bezeichnet  man  durch 
d^Q  den  partiellen  DifferentialcoefBcienten  von  q  in  Bezug  auf  t, 
wenn  q  als  eine  Funktion  von  x,  y,  z,  t  betrachtet  wird,  so  wird 
der  vollständige  DifferentialcoefBcieut  von  q  in  Bezug  auf  t  gleich: 

^tQ + ^^Q  •  ^t^  +  ^^Q '^  +  ^'Q'  ^t^ = ^t?  +  ud,^  +  vdyg  +  wd.^.    Es 
wird  ferner: 

und  folglich: 

dj  [^ .  A^  •  Ay  -^A*]  =  A^  •  Ay  •  A»  •  <*t(?  +  ^^xQ  +  vd^^  +  wd,^  + 

^  ^  Vax    +   Ay    ^    zizjr 

Dieser  Ausdruck  soll  jetzt  gleich  Null  sein,   und  man  erhält  folg- 
lich, wenn  m^n  mit  Ax.AyAz  drvidirt,  die  Gleichung: 

d^  +  nd,e  +  vd,e  +  wd.^  +  e(l^  +  |1  +  |J)  =  0, 
oder  9    wenn  man  zu  den  Grenz werthen  der  Dißerenzverhältnisse: 

■fr'  ir'iröbergeht: 

dt9  +  ud,o  +  vd,^  +  wd,^  +  ^(d,u  +  dyV  +  d,w)  =  0, 
welche  Gleichung  auch  folgejidermassen  geschrieben  werden  kann: 

d.^  +  d^(^n)  +  dy  (^v)  +  d,  (ßw)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  die  Gleichung  der  Contiuuität  genannt 
Es  findet  diese  Gleichung  für  alle  flüssigen  Körper  statt.  Bei 
unzusammendrückbaren  Flüssigkeiten  muss  noch  besonders  der  voll- 
standige  Differentialcoefficient  von  q  in  Bezug  auf  t  gleich  Null 
sein.  Es  kann  demohngeachtet  fortwährend  q  eine  Funktion  von 
X,  y,  z,  t  sein,  wenn  nämlich  die  unzusammendrückbare  Flüssig- 
keit eine  heterogene  ist  Fiir  dieselben  Moleküle  wird  dann  q  con- 
stant,  ändert  sich  aber  von  einem  Molekül  zum  andern.    Man  hat 

dann  die  Gleichung: 

dt^  +  nd^^  +  vdyg  +  wd.ß  =  0. 
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Diese  Gleichung  von  derjenigen  der  Continuitat  subtrahirt  und  mit 
Q  dividirt»  giebt  dann; 

d,u  +  dyV  +  d,w  =3  0. 

'  Die  zwei  letzten  Differentialgleichungen  in  Verbindung  mit  den 
im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  drei  Gleichungen  bestimmen 
dann  vollständig  die  Gesetze  der  Bewegung  einer  unzusammen- 
druckbaren  Flüssigkeit. 

§.  239. 

Die  fünf  Differentialgleichungen: 

±  dxp  ==  X  —  d^u  —  ud,u  —  vdyU  —  wd,u, 

»   dyp  =  Y  —  d^v  —  ud,v  —  vdyV  —  wd.v, 
»   d,p  =  Z  —  d^w  —  udxW —  vdyW —  wd.w, 
dxU  +  dyV  +  d,w  =  0, 
diQ  +  udtQ  +  vd,^  +  wd.e  =  0. 
flnden  Tür  alle  Punkte  des  Innern  tropfbar -flüssiger  Körper  statt; 
betrachtet  man  nur  eine  homogene  Flüssigkeit «  so  verschwindet  die 
letzte  Gleichung.     Wenn  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist,    braucht 
man  hierzu  nur  die  Bedingungen  des  Anfangszustandes  hinzuzufü- 
gen.   Ist  dagegen  die   Flüssigkeit  begrenzt,    so  finden  besondere 
Gleichungen  statt  fikr  die  an  ihrer  freien  oder  begrenzten  Ober- 
fläche sich  befindenden  Punkte.     Gewöhnlich  nimmt  man  dann  an, 
dass  die  Moleküle,    welche  am  Anfang  auf  ihrer  freien  Oberfläche 
sich  befanden,  fortwährend  da  verbleiben,   und  dass  die  Moleküle, 
welche  am  Anfang  in  Berührung  mit  einer  die  Flüssigkeit  begren^ 
zenden  Wand  waren,  auch  fortdauernd  während  der  Bewegung  in 
Berührung  mit  dieser  Wand  verbleiben.    Man  schliesst  folglich  die 
Fälle  aus,  dass  diese  Moleküle  von  der  Oberfläche  wieder  ins  In- 
nere der  Flüssigkeit  eintreten,  oder  sich  von  der  freien  zur  begrenz- 
ten Oberfläche  der  Flüssigkeit  bewegen. 

Bezeichnet:  F  s=  F  (x,  y,  z,  t)  =  0  die  Gleichung  einer  doreh 
eine  Wand  begrenzten  Oberfläche,  auf  wekrher  ein  Molekül  während 

der  Bewegung  sich  fortwährend  befinden  soll.  Die  Coordinatefi  x,  y,  z 

32» 
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dieses  Moleküls,   welche  zur  Zeit  t  dieser  Gleichung  entsprechen, 

sollen  dann  fortwährend  dieser  Gleichung  entsprechen,  wenn  man  t  um 

dt  wachsen  lässt.  Es  wachsen  dann  die  Coordinaten  x,  y,  z  um :  dx  = 

udt,  dy  =  vdt,  dz  =3  wdt,  und  es  muss  folglich  die  Gleichung: 

F  (X  +  udt,  y  +  vdl,  %  f.  wdt,  t  +  dt)  «  0 

stattfinden.     Es  ist  aber: 

F(x  +  udt,  y  +  vdl,  1  +-  wdt,  t  +  dl) 

=  F  +  dtF.dt  +  d^F.  udt  +  d,P .  vdt  +  d,F .  wdt, 
und  es  wird  folglich,  weil  F  =  0,  auch: 

d^F  +  ud  J  +  vdyF  +  wd,F  ^  Q. 
Betrachtet  man  eine  feste  Wand»   so  ist  die  Funktion  F  von 
t  unabhängig,    folglich  diF  =  0,    und  man  erhält  nur  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

ud^F  +  vd^F  +  wd,F  =  0. 

Die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist  einem  gegebenen  Drucke 
ausgesetzt.  Nimmt  man  diesen  Druck  für  alle  Punkte  der  freien 
Oberfläche  gleich  an,  aber  veränderlich  mit  der  Zeit,  und  bezeich- 
net man  ihn  durch  P,  so  wird  für  alle  Punkte  der  freien  Oberfläche 
p  =  P,  oder  p  —  P  =:  0,  wo  P  eine  Funktion  von  t  ist.  Man 
findet  dann  auf  dieselbe  Weise  wie  oben,  wenn  man  statt  F  hier 
p  —  P  setzt: 

d^p  +  ud,p  +  vdyp  +  vi^d,p  =  d^P. 

Diese  Gleichungen,  welche  Pur  die  Grenzen  der  Flüssigkeit 
unter  den  angenommenen  Voraussetzungen  stattfinden,  bestimmen 
dann  in  Verbindung  mit  dem  Anfangszustande  der  Flüssigkeit  alle 
bei  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  vorkom- 
menden willkührlichen  Funktionen. 

§.  240. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  tropftiar* 
flüssiger  Körper  können  unter  gewissen  Umständen  auf  die  Inte- 
gration einer  einzigen  Differentialgleichung  zurückgeführt  werden» 
Dies  ist  der  FaU,  wenn  u,  v,  w  die  partiellen  Differentialcoefficien- 
ten  einer  einzigen  Funktion  g>  sind,  so  dass  folglich: 
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udx  +  ^^y  +  vvds  sa  dip 
ist,  oder: 

Die  drei  ersten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  wer- 
den dann: 

■j"d,p  ^  X  —  dfd,^  —  d^y .  djqp  —  dy^  .  d^d^qp  —  d,y .  d^d^g), 

'^dyP  =  Y  —  d^dy^  —  d^y  .  d^dy^  —  d^y  .  d*<jp  —  d,<p  .  d^d^^jp, 

y  d,p  =  Z  —  dtd,y  —  d^y .  dxd,^)  -^  d  y .  d  d.y  -^  d,y .  djy. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  dx, 
dy,  dz,  addirt  und  bezeichnet  durch  das  einfache  Diiferentialzeichen 
d  das  vollständige  Differential  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y, 

z,  wo  folglich: 

dp  =  d,p  .  dx  +  dyp  .  dy  +  d,p  .  di, 
d^  s3  dx^ .  dx  -f-  d,<jp  .  dy  +  d.^  .  ds , 
d(d,9))  s=  d'  9) .  dx  +  d^d^f) .  dy  +  d,d,y . di , 
d(d,9))  =  d^dyy .  dx  +  djy  .  dy  +  dyd.y  .  ds, 
d(d,y)  =  d.d,9}.dx  +  dyd.g).  dy  +  d/9  .  di, 
so  erbalt  man: 

j-dp  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdi  —  d^Cdy)  —  d,y  .  d(d,9)  —  dy^  .  d(d^y) 

—  d,y  .  d(d,y) 

=  (Xdx+ Ydy +dt)  ~  d(diy)  -i  d[(d,y)»  4-  (d,9))*  +  (d.y)*] . 

Wenn  jetzt  die  Flüssigkeit  homogen ,  folglich  q  constant  ist ,   und 

man  nimmt  an,  Xdx -j- Ydy -f- Zdz  ist  ein  vollständiges  Differential, 

dessen  Integral  die  Krallefunküou  U  ist  (§.  18.),    so  findet  man 
durch  Integration: 

J  -  ü  -  d,9  —  i[(d,9))»  +  (dy9)«  +  (d.y)«].     . 

Eine  unbestimmte  Funktion  von  t  braucht  man  bei  dieser  In- 
tegration nicht  hinzuzurügen ,  weil  schon  9  eine  in  Bezug  auf  t 
unbestimmte  Funktion  ist. 

Die  Continuitätsgleichung : 

djjU  +  dyV  +  d,w  «  o 
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giebt  ferner  die  Differentialgleichung: 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt  dann  €p  als 
Funktion  von  x,  y,  z.  Die  durch  die  Integration  hervorgebrach- 
ten unbestimmten  Funktionen  werden  durch  den  gegebenen  An« 
fangszustand  der  Flüssigkeit  bestimmt. 

§.  241. 

Wenn  die  Bedingung,  dass  u,  v,  w  die  partiellen  Differential- 
coefficienten  einer  Funktion  (p  von  x»  y,  z  sind,  in  irgend  einem 
Augenblicke  errüllt  ist,  so  finden  sie  auch  Tür  jeden  folgenden  Zeit- 
punkt der  Bewegung  statt.  Es  seien  z.  B.  u,,  v,,  w,  die  Werthe 
von  u,  V,  w,  zum  Zeitpunkte  t  =  t,,  und 

a,dx  +  v^dy  +  w,d»  =  dy,, 

ein  vollständiges  Differential»  wo  <jp^  eine  Funktion  von  x,  y,  z  ist 
Sucht  man  jetzt  die  Werthe  der  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  nach 
einem  kleinen  Zwischenräume,  wenn  t  s=^  t^  4*  c»  wo  s  eine  kleine 
Grösse  ist,  deren  höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden  können, 
so  findet  man: 

u  ==  u,  +  «dfcii,,  v  =  V,  +  «d^v^ ,  w  «  w,  +  «djw^. 
Hieraus  findet  man  dann: 

udx+vdy  +  wdi  =  (u,dx+v^dy +w,di)  +  «(d^u,.  dx  +  d^v^dy  +  d^w^di). 

Damit  jetzt  auch  udx -}- vdy -{- wdz  ein  vollständiges  Differen- 
tial ist,  muss  folglich: 

d^o. .  dx  +  djV, .  dy  +  d.w, .  di 

ein  vollständiges  Differential  sein.  Es  ist  aber  nach  dem  vorigen 
Paragraphen,  weil  u,=dx9), ,  ^,=^^i9,9  w^=<l«*/»  zur  Zeit  t=t^: 

^  =  (Xdx+Ydy+Zdz)-d(d,<|P,)-.id[(d.(/),)*+(d,y),)«+{d.^^^^     , 

wo:  d{dt<p^)  =  di^u^ .  dx  +  dt,v^ .  dy  +  di  w^ .  dz.    Es  wird  folglich : 

d.  u, .  dx  +  d^  V, .  dy  +  d^  w, .  di  =.  (Xdx  +  Ydy  +  Zdi)  —  ^  — 


-  *  d[(d,y,)»  +  (d,y,)«  +  (d.y,)»]. 
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« 

Weil  jetzt:  Xdx  -f-  ^cly  +  Zdz  ais  ein  voHandigfs  Differential 
der  Krältefudktion  U  angenommen  worden  ist,   und  liir  homogeno 

I  

tropfbar -flüssige  Körper  q  constant  ist,  so  wird: 

dt  n, .  dx  +  dt  V, .  dy  +  dj  w^ .  ds 
das  vollständige  Differential  des  Ausdruckes: 

I  U  -  ^  -  1   [[d,y^«  +  (d^fp,y+  (d,(]p,)^. 

I  Wenn  folglich  der  Ausdruck  udx  -f  vdy  +  wdz  zur  Zeit  i,  ein 

vollständiges  Differential  einer  Funktion  von  x«  y,  z  ist,  so  wird  er 
auch  während  eines  folgenden  kleinen  Zeitraumes  e  ein  vollständi- 
ges Differential  verbleiben;  dann  wird  er  aber  auch  für  einen  darauf 
folgenden  kleinen  Zeitraum  ein  vollständiges  Differential  verbleiben, 
und  so  ferner  für  die  ganze  folgende  Zeit. 

Wenn  folglich  für  den  Anfangswerth  der  Geschwindigkeiten: 
u^dx  -j-  v^dy  -j-  w^dz,  ein  vollständiges  Differential  ist,  so  wird  auch 
fiir  jeden  Werth  von  t:  udx  +  vdy  +  wdz  ein  vollständiges  Diffe- 
renlial  sein,  und  werden  folglich  die  im  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Reductionen  stattfinden. 

§.  242. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  tropfbar  -  flüs- 
sigen Körpers  können  in  besonderen  Fällen  vortheilhaft  in  andere 
transformirt  werden,  wenn  man  statt  zwei  der  variabeln  Coordina- 
ten,  z.B.  X  und  y,  zwei  neue  Variabein  einführt.  Es  sei  r  der 
senkrechte  Abstand  des  Punktes  (x,  y,  z)  von  der  z-Axe  und 
B  der  Winkel,  welchen  dieser  Abstand  mit  der  xz- Ebene  bildet. 
Es  werden  dann: 

X  a  r  cos  0,  y  s=  r  sio  d. 

Bezeichnet  man  durch  (a  die  Geschwindigkeit,  womit  das  Mo- 
lekül (x,  y,  z)  sich  von  der  z-Axe  zu  entfernen  sucht,  durch  lo 
die  Umdrehungsgeschwindigkeit  desselben  Moleküls  um  die  z-Axe, 
so  wird .  ^  =  dtr ,  o)  =  dt^.     Es  werden  dann : 

u  B  d^x  *=  cos  6d{c  —  r  sin  ßdfi  =  (a  cos  6  —  cor  sin  0, 
y  SS  d^y  B  sin  Od^r  +  r  cos  6äfl  =  /ia  sin  0  4  tt»r  cos  6. 
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Differentiirt  man  die  Gleichungen:  xs^^rcostf»  ys^^rsintf  in  äe- 
zfig  auf  X9  80  findet  man: 

1  =  008  0 .  d^r  —  r  810  0 .  A^6 ,  0  =a  ein  0 .  d^r  -|- 1^  co8  $  •  iß. 
Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  cos  0^  die  zweite 
mit  sin  0  und  addirt,  so  findet  man :  d.r  =s  cos  0.    Multiplicirt  man 
die  erste  mit  sin  9,  die  zweite  mit  cos0»   subtrahirt  und  dividirt 
mit  r,  so  findet  man: 

Ebenso  findet  man: 

„r  =  8ID  ö,  d-6  =  . 

Es  ist  jetzt: 

d,u  =z  d,a  .  d,r  +  d^u  .  AjB , 

d^u  =  djU  .  dyr  +  d^u  .  d^ö . 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit: 

u  =  it«  cos  0  —  <or  sin  0 , 
die  zweite  mit:    v  =  ^  sin  9  -f*  cor  cos  0,    addirt  und   fugt  noch 
wd,u  hinzu,  so  findet  man-: 

ad  u  -(-  vd  a  +  wd  a  =s  lid  u  +  cod^u  +  wd  u. 
Ebenso  findet  man: 

ud^v  +  vd  V  +  wd  V  s=  ^  V  +  ^^n^  +  ^^  ^» 
ud  w  +  vd  w  +  wd  w  =s  ii4  w  +  cod^w  +  wd  w. 
Differentiirt  man  jetzt  die  Gleichungen: 

n  SS  fi  cos  0  —  cor  sin  9,  y  =  [a  sin  0  +  ar  cos  6 
in  Bezug  auf  r»  0,  z ,  so  findet  man : 

d u  S3  cos  6  du  —  r  sin 0 d CO  —  co sin 0 , 

d  US  cos0d  tt — rsin0d^(o — uBin0  —  ci)rGos0, 

dn  SS  cos  0 du  —  r  siu 0 d  oj , 

d^y  as  sin  0  du  -\-  r  CO80 d co  +  (o  cos 0 , 

d  V  ass  sin  0  d^  +  r  cos  0-d  co  +  /t*G08  0  —  »rsin  0, 

d^v  SS  sin  0 du,  -|-  r cos 0  d co. 
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Diese  Werthe  substituirt,  geben  dann: 

ud  a  4-  ▼d  a  4-  wd  a  a  ud  a  +  cadja  +  wd  a  = 

=  fACOB0djk^lJkTBin6dm  + — 2fUQB\n6  +  iacoB6d  ^  —  ia^reosS 

—  mr  Bin  0 d  «  +  w  cos  6 du  —  wr  Biq  ö  d  ▼, 
ud  V  4"  vd  V  +  wd  V  =  i*d  V  +  «d^v  +  wd  v  =» 

=  fb  sin  0d^4-^r  cos^d^oi  +  2iMoco%6  +  m&inSd^ii, —  <o*r  sin  $ 

+  «dr  cos  6  djia  +  w  sin  0  dp,  4-  wr  cos  6d(a. 

Die  in  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  vorkommen- 
den partiellen  DifferentialcoefBcienten  d^u  und  d^v  sind  die  Diffe- 
rentialcoef6cienten  yon  u  und  v,  wenn  man  in  denselben  x,  y,  z 
als  von  t  unabhängig  ansieht.  Wenn  die  neuen  Variabein  r  und 
9  statt  X  und  y  eingeführt  sind,  so  findet  man  folglich  d^u  und  d^v» 
wenn  man  die  Gleichungen: 

a  3=s  jiA  cos  B  —  cor  sin  0,  ▼  ^  ji*  sin  B  -{•  for  cos  B 
in  Bezug  auf  t  differentiirt,  indem  man  r  und  B  als  von  t  unabhän- 
gig ansieht.    Man  findet  dann: 

d  n  =  cos  B  dik  —  r  sin  d  d  (o^  d  v  s  sin  B  d  i*4  r  cos  B  d  o». 

Es  werden  endlich: 

d^p  «  d^p  .  d^r  +  d^p  .  dB  «  cos  B  dp  -  ?ll^  d^p, 

d^p  «  dp  .  d^r  +  d^p  .  dB  =  sind.d^  4-  ^  d^p. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  zwei  ersten  Differential- 
gleichungen : 

"dp  =  X  —  du  —  od  u  —  vd  u  —  wd-u, 
■:dp  =  Y  —  dv  —  udv  —  vdy  —  wd  v , 

Q      1'^  t  X  y  I    * 

so  findet  man: 

.dp «d^p  =  X — cosddu4r8iaddM  —  u  cos  0  du  4 

4fir6in9da>  +2(Ma  sin  B  —  (ocos^d^ft  4 
409* r cos 6^4  a»r  sin  Bd  at  —  wcos  Bd  ik  + 

+  wr8inddi». 
•  I 
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d  p  H dp  =  Y  —  sin  öd  w  —  r  cob  6d  ta  —  fi  «in  ö  Au  — 

—  fjbT cosOd^io  —  2(1(0  cos  6  — ,  a>  Bin^d^  + 
+  «•r  sia  B  —  «r  cos  6  d^a»  —  w  siu  ö  du  — 

—  wr  cos  öd«. 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  co8  0,    die 
zweite  mit  sin^  und  addirt,  so  Gndet  man: 

xdps3(XcoBd+Y8ind) — d^— /»d^ — (i»d^|[» — wd^  +  «ir. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  r  sin  0,  die  letzte  mit 
rcos^  und  subtrahirt,  so  findet  man: 

xd^p=»r(Yco8d — Xsin0) — r'd^o»  —  fkr*dw — «r*d  «  — wr»d^«  — 

—  2fiC0r. 
Die  dritte  Differentialgleichung  der  Bewegung: 
^dp  =  Z  —  dw  —   udw  —  vdw  —  wd  w, 

^1*^  t  X  y  a     ' 

giebt,  wenn  man  den  früher  gefundenen  Werth: 

ud  w  +  vd  w  +  wd  w  =  fidw  +  cod^w  +  wd^w, 

substituirt : 

i-dp  =  Z  —  dw  —  udw  —  «d^w  —  wd  w. 

Die  Continuitätsgleichung  ist:  d.u  -f  dyV  -}-  diW  =  0.    Es  ist  jetzt: 
d^a  =  cos 6 .  d^u  —  Ulli  d^u  as  cos'M^  —  r  sin  0  cot  B dat.  — 


r 


sin  ^  cos  0   ,        ,     .  ,^,       .    /lsid^ö 
—  d^fjb  +  sm^dd^cii  + . 

___  /j 
d  V  =  sin  0 d  V  H d^v  =  sin" Qd  a  +  t  sind  cos  d  d  o)   >4- 

,    sind  COS  dj        ,         ,-,       ,   /iL  cos*  6 
+  p dgfi  +  cos^edw  +  ^^ , 

folglich : 

d^u  +  d^v«  d^fA  +  d  w  +  ^ , 

und  die  Continuitätsgleichung  wird  folglich: 

d^+  d^a,  +  dw  +  ^=0. 


/ 
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§.  243. 

Nimmt  man  an,  dass  wahrend  der  Bewegung  Alles  in  Bezug 
auf  die  z-Axe  symmetrisch  ist,  so  werden  f»,  cc,  w  und  p  von 
(lern  Winkel  0  unabhängig  sein  müssen,  und  folglich: 

d^  =  o,  dg(o  =  o,  d^w  =  o,  d^p  =  o. 

Die  z-Axe  wird  alsdann  die  Axe  der  Bewegung  genapiit.     Die 
Gleichungen  der  Bewegung  werden  dann: 

J-d  p  «  (X cos  d  +  Y  Bin  d)  —    (dji  +f»d^  +  wdjit)  +  co'r, 

0  ==  r  (Y  cos  d  —  X  sin  6)  —  r«(d^ai  +  /itd  w  +  wd^ca)  —  2(iatT, 
1  d  p  s^    Z  —  (d^w  +  fjkdxv  +  wd^w) 

d^  +  d  w   +  ^  =  0. 

Bezeichnet  man  durch  P  die  im  Punkte  x,  y,  z  auf  die  Mas- 
seneinheit wirkende  Kraft,  deren  Componenten  X,  Y,  Z  sind,  so 
ist  X  cos  ^  -{-Y  sin  6  gleich  der  Componente  dieser  Kraft  in  der 
Richtung  des  Radius -Vectors  r,  und  Y  cos  ö  —  X  sin  6  gleich 
der  Projection  derselben  Kraft  P  in  einer  auf  r  senkrechten  Rich- 
tung, parallel  mit  der  xy- Ebene. 

Nimmt  man  jetzt  an,  dass  alle  gegebenen  Kräfte  P  durch  dio 
z-Axe  gehen,  oder  mit  derselben  parallel  sind,  so  verschwin- 
det diese  letzte  Projection  und  es  wird :  Y  cos  0  —  X  sin  (^  =  0, 

Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  wird  dann: 
0  =3  r*  (d^cö  +  fAdoü  +  wd^co)  +  2fA(ar. 

Betrachtet  man  die  Bewegung  desselben  Moleküls   während   der 
Zeit  t,  so  sbd  r  und  z  Functionen  von  t,  und 

d^co  +  fid^i»  +  wd^ö) 
der  allgemeine  Differentialcoefficient  von  co  in  Bezug  auf  t. 

Die  letzte  Gleichung  giebt  dann  durch  Integration  in  Rezug 

auf  t: 

r*cö  =  a, 

wo  a  eine  für  jedes  Molekül  während  der  ganzen  Bewegung  con- 

stante  Grösse  ist,  welche  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  dieses 

Moleküls  bestimmt  wird. 
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Es  folgt  hieraus,  dass:  a»=s-2,  oder  dass  die  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit desselben  Moleküls  in  verschie- 
denen Punkten  der  von  ihm  beschriebenen  Bahn  umge- 
kehrt proportional  ist  mit  dem  Quadrate  des  jedesma- 
ligen Abstandes  dieses  Moleküls  von  der  Axe  der  Be- 
wegung. 

§.  244. 

Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  wird  linear  gepannt«  wenn 
es  eine  Linie  giebt,  so  geformt,  dass  alle  Moleküle;  welche  in 
einem  gegebenen  Augenblick  in  einer  auf  dieser  Linie  normalen 
Ebene  liegen,  auch  fortwährend  in  einer  gemeinschaftlichen  Nor- 
malebene verbleiben.  Diese  Linie  wird  dann  die  Directrix  der 
Bewegung  genannt.  Wenn  die  Ausdehnung  dieser  Normatebene 
überall  klein  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  Krümmungshalb- 
messer der  Directrix  ist,  so  werden  die  in  derselben  Normalebene 
gelegenen  Moleküle  annäherungsweise  dieselbe  Geschwindigkeit 
parallel  mit  dieser  Linie  haben.  Nimmt  man  ferner  an,  dass  die 
Ausdehnung  und  die  Form  der  Normalebene  sich  nur  allmählig 
ändert,  und  dass  die  gegebenen  KräHe  entweder  nur  der  Directrix 
parallel  sind,  oder,  wie  z.  B.  die  Schwere  der  Flüssigkeit,  auf  alle 
Punkte  eines  Querschnittes  gleich  wirken,  so  werden  die  in  der 
Normalebene  stattGndenden  Bewegungen  sehr  klein  sein,  und  man 
wird  die  Geschwindigkeit,  womit  die  Moleküle  sich  der.  Directrix 
nähern  oder  sich  von  ihr  entfernen ,  so  wie  auch  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeiten der  Moleküle  um  die  Directrix  in  Bezug  auf 
deren  Geschwindigkeiten  parallel  mit  dieser  Linie  vernachlässigen 
können.  Man  wird  alsdann  ferner  den  Druck  auf  die  Flächenein- 
heit  als  überall  in  jedem  Querschnitte  gleich  annehmen  können. 

Man -hat  in  diesem  Falle  nur  zwei  unbekannte  Grössen,  den 
Druck  und  die  Geschwindigkeit ,  parallel  mit  der  Directrix. 

Es  sei  (Fig.  132.)  EFCD  ein  diesen  Bedingungen  genügender 
Ganal,  worin  die  Flüssigkeit  sich  bewegt,  und  AMN  die  Directrix 
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der  Bewegung,   weiche  wir  zugleich  als  durch  die  Schwerpunkte 
aller  normalen  Querschnitte  gehend  annehmen  werden.    Es  sei: 
i2»  (/>  0»*  O  der  Flacheninhalt  der  Querschnitte  CD,  cd, 

aß^  ab; 
z  die  Höhendifferenz   der   Schwerpunkte   m  und  M   der 

Querschnitte  ab  und  aß; 
i'  diejenige  der  Querschnitte  ab  und  cd; 
s,  s^  s,  die  Länge  der  Bogen  Aft,  An,  Am  der  Directrix; 
u  die  Geschwindigkeit  des  Querschnittes  aß  zur  Zeit  t; 
U  diejenige  des  Querschnittes  CD; 
p,  P,  F  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  im  Querschnitte 

aßf  ab  und  cd; 
q  die  Masse  einer  Volumeneinheit,  oder  die  Dichtigkeit  der 

Flüssigkeit; 
g  die  Geschwindigkeit,  welche  die  Schwere  einem  Körper 

in  einer  Sekunde  mittheilt. 

Wegen  'der  Unzusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeit  muss 
während  desselben  Zeitraumes  durch  jeden  Querschnitt  eine  gleiche 
Quantität  Flüssigkeit  bewegt  werden.  Die  senkrecht  auf  den  Quer- 
schnitt, folglich  parallel  mit  der  Directrix,  stattfindende  Geschwin- 
digkeit muss  daher  überall  mit  der  Grösse  dieses  Querschnittes 
umgekehrt  proportional  seir),  oder  das  Produkt  der  Geschwindigkeit 
mit  dem  Flächeninhalte  des  Querschnittes  muss  zu  derselben  Zeit 
überall  gleich  sein. 

Es  wird  folglich:  (»u  =  i2U,  oder  u=  — .  Ebenso  findet 
man  die  Geschwindigkeit  des  Querschnittes  ab  gleich:  — ,  und' 
diejenige  des  Querschnittes  cd  gleich:  --r. 

Legt  man  jetzt  im  Abstände  ds  vom  Querschnitte  aß  emen 
ähnliehen  Querschnitt  a'ß'^  so  ist  die  Masse  der  zwischen  dem- 
selben eingeschlossenen  Flüssigkeit  gleich:  QO)ds.  Es  bewegt  sich 
diese  Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  u,  und  es  wird  folglich 
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ds 

deren  lebendige  Kraft  gleich:   l^wds  .  u*  =  |gi2'ü*— .    Integrirt 
;  man  hier  in  Bezug  auf  s,  von  s  =  s^   bis  s  =  s',   so  findet  man 

l  ,  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  abcd  gleich: 

Differentiirt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  Zeit  t,  so 


I 

^ 


findet  man  den  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  der  Masse  abcd  im 
Zeitelemente  dt  gleich: 

Es  ist  jetzt: 

weil  cö  =  (y,  weiui  s  =  s',  und  «  =  O,  wenn  s  =  s^. 

Es  ist  ferner  d^s'  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Querschnit- 
tes cd,  gleich  -t;  d^s^  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Qaerscbnit* 
tes   ab,    gleich    -   .    Es  wird  folglich: 


'.(fÖ-C^-o.)^"- 


Substituirt  man  diesen  Werth,  so  findet  man  den  Zuwachs 
der  lebendigen  Kraft  der  Masse  abcd  während  des  Zeiteleraentes 
dt  gleich: 

eß'ud,u.dt.r>+i5i2ü.(|i-f;).di. 

Um  die  dynamische  Arbeit  der  Schwere  der  Schicht  aßaf/ 
im  Zeitelemente  dt  zu  finden,  bemerke  man,  dass  die  Schwere 
dieser  Schicht  gleich :  g^oids  ist,  deren  Geschwindigkeit  parallel  mit 
der  Directrix   gleich   u,  und  die  Componente  dieser  Gesch windig- 
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keit  in  der  Riebtung  der  Schwere  gleich:    ud.z.    Hieraus  findet 

man   die   dynamische   Arbeit   dieser   Schicht   im   Zeitelemente   dt 

gleich : 

f^tads .  nd.ft .  dt  SS  g^((}udi .  dt  =  f^äVät .  dt. 

lotegrirt  noan  hier  in  Bezug  auf  z  von  z  =  o,  bis  z  =  ty  so  fin- 
det man  die  dynamische  Arbeit  der  Masse  abcd  im  Zeitejemente 
dt  gleich: 

g^i2Udt .    dl  =  g^i2Uz'dt. 

Der  auf  die  Flächeneinheit  des  Querschnittes  ab  stattfindende 
Druck  ist  gleich  P»  und  daher  auf  den  ganzen  Querschnitt 
gleich  PO.  Die  Geschwindigkeit  dieses  Querschnittes  in  der  Rich- 
tung des  Druckes  ist  gleich  -^.    Es  wird  folglich  die  dynamische 

Arbeit  dieses  Druckes  im  Zeitelemente  dt  gleich: 

Pi2üdl. 

Ebenso  wird  die  dynamische  Arbeit  des  auf  cd  stattfindenden 

Druckes  gleich: 

—  P'fiüit. 

Es  ist  diese  Arbeit  eine  widerstehende ,    folglich  negativ,   weil  die 

Bewegung  hier  in  der   dem  Drucke   entgegengesetzten   Richtung 

stattfindet 

Nach  dem  Gesetze  der  lebendigen  Kraft  soll  jetzt  der  Zuwachs 

der  lebendigen  Kraft  der  Flüssigkeit  abcd  im  Zeitelemente  dt  gleich 

der  dynamischen  Arbeit  aller  in  diesem  Zeitelemente   auf  dieselbe 

wirkenden  Kräfte  sein.     Wenn  man  folglich  keine  anderen  Kräfte 

als  die  Schwere  und  den  Druck  an  den  beiden  Endflächen  auf  die 

Flüssigkeit  wirkend  annimmt  *  so  wird: 

pi2«Ud.U.  dt.J'  J  +  iQSiV^(^\-lj)it 

«=  SQt'aVdl  +  PÄÜdt  —  P'i2Udt, 
oder,  wenn  man  mit  i2Uclt  dividirt: 

1)  QQdJjj'  I-  +  i  ^U'(|i  -  ^)  =  gg.'  +  P_P', 


n 
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durch  weiche  Gleichung  D  als  Funktion  von  t  bestimmt  wird. 

Bezeichnet  man  durch  X  den  Bogen  roN,  so  ist  die  Geschwin- 
digkeit der  Flüssigkeit  Im  Querschnitte  ab  gleich:  — d^X^  wo  X 
eine  Funktion  von  z  ist,  welche  durch  die  Gleichung  der  Direc- 
trix  bestimmt  wird.    Es  ist  dann:  d^U  =^  d^U  .  d^X,  und  folglich: 

Dieser  Werth  substiluirt  giebt  die  Gleichung: 

durch  welche  Gleichung  U  als  Funktion  von  X  bestimmt  wird. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (i)  s  statt  s%  so  muss  man  z 
statt  z\  p  statt  F  und  co  statt  (/  setzen.    Man  erhält  alsdann: 

2)  e^d.U  .C^  +  i  eü.(^.  -g)  =  K«  +  P-p. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 


FW  '  1       ü) 


und  eliminirt  d^D  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (1)» 
so  findet  man: 

durch  welche  Gleichung  der  auf  irgend  einen  Querschnitt  stattfin- 
dende Druck  bestimmt  wird. 

§.  245. 

Bei  der  Berechnung  des  Druckes  p  haben  wir  die  Centrifu- 
galkraft  der  Flüssigkeit  nicht  berücksichtigt.  Es  hat  nämlich  diese 
Krallt  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  indem  sie 
senkrecht  auf  die  Linie  wirkt,  welche  wir  als  die  Bahn  der  Mole- 
küle angenommen  haben,  und  durch  den  Widerstand  der  Wände 
gehoben  wird.  Die  Centrifugalkraft  wird  den  Druck  gegen  diese 
Wände  auf  die  eine  $eitß  hin  vergrössern,    auf -die  andere  ver- 
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mindern.  Es  sei  (Fig.  13|B.)  aß  ein  Querschnitt  des  Canals,  ME  ^=  r  /' 
der  Kriimmungshalbmesser,  F6  eine  auf  diesem  Krümmungshalb- 
messer senkrechte  Tangente  des  Umfanges  des  Querschnittes»  o  die 
Geschwindigkdt  der  Flüssigkeit  senkrecht  auf  den  Querschnitt.  Es 
wird  dann  nach  §.  86  die  Centrirugaikraft  in  irgend  einem  Punkte 
des  Querschnittes  auf  die  Masseneinheit  gleich: 

C  "7  ~  ^  '  Ol*  '  r  ' 
Ein  Molekül  im  Punkte  B  wird  dann  die  Wirkung  dieser 
Kraft  auf  alle  zwischen  B  und  FG  liegenden  Molekijle  empfinden. 
Zieht  man  BH  -L-  FG  und  setzt  BH  =  y,  so  wird  folglich  der 
durch  die  Gentrifugalkraft  in  B  in  der  Richtung  BK  hervorgeru- 
fene Druck  gleich: 

ß«    0» 

Sucht  man  den  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die  Flächeneinheit 
im  Punkte  K  der  CanalOache,  setzt  HK  =  /,  und  bezeichnet  durch 
a  den  Winkel»  welchen  die  Normale  der  Canalfläche  in  diesem 
Punkte  mit  HK  bildet,  so  wird: 

QY  .  — .  .  —  .  C08  or 

die  normale  Componente  des  durch  die  Gentrifugalkraft  in  K  ver- 
ursachten Druckes,  und  folglich: 

,     a»    ü« 

gleich  dem  ganzen  in  dem  Punkte  K  auf  die  Flächeneinheit  statt- 
findenden normalen  Drucke. 

Ebenso  findet  man ,  wenn  man  LH  =  f  setzt ,  und  den 
Winkel,  welchen  die  Normale  der  CanalOache  in  L  mit  KH  bildet, 
durch  a''  bezeichnet,  dass  der  in  L  auf  die  Flächeneinheit  statt- 
findende normale  Druck  gleich: 

ist. 

iefcrbveb  der  Blecbaaik.  33 
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§.  246. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Ganal  stets  gefüllt  wird,  so  dass, 
wenn  die  oberste  Schicht  der  Flüssigkeit  sinkt,  ihr  Platz  sogleich 
von  einer  andern  eben  so  grossen  Schicht  eingenommen  wird, 
welche  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzt.  Nehmen  wir  ferner  an, 
dass  die  unterste  Schicht  an  der  OeSnung  CD  ist,  und  die  Flüs« 
sigkeit  aus  dieser  herausfliesst.  Es  wird  dann  0  gleich  dem  Flä- 
cheninhalt der  Oeifnung  EF  (Fig.  132),  s^  —  o,  s^  gleich  dem  Bo- 
gen AN,  welchen  wir  durch  S  bezeichnen  werden,  und  tl  gleich 
der  Höhendifferenz  der  EinOuss-  und  der  Ausflussöffnung,  welche 
wir  durch  H  bezeichnen  wollen.  Es  wird  dann  die  Gleichung  (1) 
des  vorigen  Paragraphen: 

J  +  ieU*(l-0-!)=geH  +  P-P', 

WO   P  jetzt   den    auf  die   freie  Oberfläche  stattfindenden  Druck, 
P'  den  auf  die  Ausflussöffnung  stattfindenden  Druck  auf  die   Flä- 
cheneinheit bezeichnet. 
Man  findet  hieraus: 


2i2|    ^.dU 
dt  = 


-r- 


oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 


setzt : 


di=   "f 


B-(,_|:)„. 

Bei  der  Integrstion  dieses  Ausdruckes  werden  wir  den  Anfangs- 
werth  der  Ausflussgeschwindigkeit  ü  gleich  Null  annehmen.  Es 
sind  dann  drei  Fälle  besonders  zu  unterscheiden,  wenn  i2  >  O, 
wenn  Ä  =  O,  und  wenn  Ä  <  O. 
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Wenn  i3  >  O  oder  die  Ausflussöffnung  grösser  als  die  Ein- 
flussöffnung ist.  Es  wird  alsdann  —  —  1  positiv.  Setzt  man 
—  —  1  =  C ,  so  wird  folglich : 


B  +  Cü 

und  hieraus: 
A 


t  = 


Die  AusOussgeschwindigkeit  U  wächst  folglich  sehr  geschwind 

mit  der  Zeit  t  und  wird  unendlich  gross,  wenn: 

tVBC  _  n 
""a  "2- 

Im  zweiten  Falle ,  wenn  i2  =  O,  wird : 
^       dt  =  l-dU,    l  =|-ü,     u  =  |.t. 

Die  AusOussgeschwindigkeit  ist  dann  der  Zeit  proportional  und 
wächst  mit  dieser  ins  Unendliche.  Bei  einem  bodenlosen  GeFässe 
wird  folglich  die  Flüssigkeit  zuletzt  mit  einer  unmessbar  grossen 
Geschwindigkeit  abfliessen  und  auch  zufliessen  müssen,  um  das 
Gefäss  immer  gefüllt  zu  erhalten. 

Im  dritten  Falle,  wenn  i2  <  0  ist,  so  wird  1  —  -^7  positi?. 

Setzen  wir  1  —  —  =  D,  so  wird : 

~   B-Dü»  ' 

und  hieraus  durch  Integration: 

A 

^^2i^^^g°^^(r^!urg)-  ^  =  -^^t'  yl' 

A 

e    +    1 

Weil  hier  der  Coefficient  ^^       stets  positiv  ist,    wird  die 

2YBÜ    ^ 

Exponentialgrösse :  e    ^        mit  der  Zeit  geschwind  wachsen,  und 

33* 
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folglich   U  sich  sehr  geschwind  einer  constanten  Grenze  nahem. 
Bezeichnet  man  diese  durch  V,  so  wird: 


n- 


/■^ 


). 


o 

Man    findet    auch   diese   Formel   ohne   Integration   aus   der 
Gleichung : 


,ßd.uj>+uü'(i-e-:) 


gßh  +  P-F, 


wenn  man  in  derselben  statt  U  dessen  Grenzwerth  V  setzt,    und 
folglich  dtU  SS  dtV  =  o.    Man  erhält  dann : 

i<?V'(l-f;)-g«h  +  P-F, 


woraus  wie  oben: 


■f-m 


). 


Wenn  P  =  F,   welches  der  Fall  ist,    wenn  der  Druck  auf 
beide  Oeflhungen  nur  der  Druck  der  Atmosphäre  ist,  so  wird: 


V 

Der  Druck  im  Querschnitte  aß  in  einer  Tiefe  z  unter  dem 
Einflussniveau  wird  nach  der  Formel  (3)  des  vorigen  Paragraphen, 
wenn  man  statt  U  dessen  Grenzwerth  V  setzt: 

,_P_,P.p.,»+«(..H^)-,,v-[(S.:_«!)_(._!l)e,]. 

Substituirt  man  hier  den  oben  gefundenen  Werth  von  V,  so  wird: 
'  =  •'  +  «- '»H+--<-^^(S-?^)-('-SS 


o« 


p+«.-*.v.(ii_-). 
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Bezeichnet  man,  wie  früher,  durch  u  die  Geschwindigkeit  der 
Flüssigkeit  senkrecht  auf  den  Querschnitt  aß,  durch  v  die  Ge- 
schwindigkeit an  dem  Niveau  EF,  so  wird: 

ua>  =  Vi3,    vO  =  Vi2, 
und  folghch: 


P- P+ge(»-"-^) 


§.  247. 

Die  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelte  Formel 
giebt  auch  die  Ausflussgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  aus  einem 
bestandig  voll  gehaltenen  Gefäss.  Es  sei  (Fig.  134.)  ABEP  ein 
solches  Gefassy  AB  das  constante  Niveau  der  Flüssigkeit.  Obgleich 
man  im  Allgemeinen  nicht  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  im  Innern 
des  Gerässes  kennt,  so  sieht  man  doch  ein,  dass,  wenn  die  freie 
Oberfläche  AB  in  Bezug  auf  die  Ausmündung  CD  gross  ist,  die 
Ausflussgeschwindigkeit  nach  dem  Verlaufe  einer  kurzen  Zeit  con- 
stant  sein  wird*  Berücksichtigt  man  folglich  nicht  die  ersten  Au- 
genblicke der  Bewegung,  so  kann  man  annehrren,  dass  alle  Mole- 
küle sich  von  den  verschiedenen  Punkten  der  freien  Oberfläche 
AB  zur  Mündung  CD  in  krummen  Linien  bewegen,  welche 
während  der  Bewegung  unverändert  bleiben.  Die  freie  '  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  wird  dann  fortwährend  eben  und  horizontal 
verbleiben,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wenn  die  Höhe  dieser  Ober- 
fläche über  der  Hündung  CD  sehr  klein  ist,  welchen  Fall  wir  hier 
ausschliessen  werden.  Man  kann  folglich  die  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeit als  durch  eine  Menge  enger  Canäle  stattfindend  betrachten, 
deren  Querschnitte  alle  verschwindend  klein  sind,  deren  Oeffnun- 
gen  in  der  freien  Oberfläche  AB  und  in  der  Mündung  CD  liegen, 
und  in  demselben  Verhältniss  wie  diese  zu  einander  stehen.  Fin- 
det der  Ausfluss  im  freien  Räume  statt,  so  ist  P  =s  P',  und  man 
hat  folglich  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  CD,  des- 
sen Tiefe  unter  dem  Niveau  AB  durch  H  bezeichnet  wird,  gleich: 
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V 

wo  Si  und  O  der  Flächeninhalt  der  Mündung  CD  und  der  freien 
Oberfläche  AB  sind.  Wenn  die  Mündung  Si  sehr  klein  in  Bezug 
auf  den  Inhalt  der  Oberfläche  O  ist,    so  kann  man  das  Quadrat 

des  Verhältnisses:  ^,  vernachlässigen  und  findet  dann: 

V  =  Y2ju, 
folglich  gleich  der  Endgeschwindigkeit   eines  von   der  Druckhöhe 
H  frei  herabfallenden  Körpers. 

Die  Druckhöhe  H  wird  umgekehrt  aus  der  Geschwindigkeit 
Y  bestimmt  durch  die  Formel: 

ya 

Beobachtungen  haben  die  ziemlich  genaue  Richtigkeit  dieser 
Formel  bestätigt,  wenn  der  Ausfluss  durch  eine  dünne  Wand  statt- 
6ndet»  deren  Dicke  nicht  zwei  Zoll  übersteigt  und  in  jedem  Fall 
kleiner  als  die  kleinste  Dimension  der  Mündung  ist,  oder  durch 
eine  dickere  Wand,  wenn  die  Mündung  inwendig  abgerundet  ist. 
Die  durch  direkte  Beobachtungen  gefundenen  Geschwindigkeiten 
sind  in  diesem  Falle  nur  um  1  bis  3  Proc.  kleiner,  als  die  aus 
der  vorhergehenden  Formel  hergeleiteten. 

Den  Fall,  dass  sich  die  Oeffnung  in  einer  dickeren  Wand  be6n- 
det,  ohne  dass  die  inwendigen  Kanten  abgerundet  worden  sind,  so 
wie  den  Fall,  dass  an  der  Oeffnung  ein  Ansatzrohr  angebracht 
ist,  werden  wir  nachher  besonders  untersuchen. 

Ist  die  Hündung  Si  nicht  so  klein  in  Bezug  auf  die  Einfluss- 

öfTnung  O,  dass  man  -;  vernachlässigen  kann,  so  wird  man  die 
Formel: 


-Yrf- 


V 

anwenden  müssen.     Bezeichnet  man  die  durch  die  EinflussöfTnung 
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O  stattfindende  Geschwindigkeit  mit  u,  so  wird  Ou  =  i2V,  und 
folghch;  ^=  Y*     ö'ßser  Werth  substituirt  giebt: 


1/  J^eH 
=   r  1— ü^' 


V 

und  hieraus: 

V«  —  u«  =  2gH,  V»  =»  2gH  +  uS 
und  folglich: 

V  =  r2giTui  ==  f  2g(HT|). 

Wenn  folglich  die  Druckhöhe  H  nicht  in  einer  stillstehenden  Flüssig- 
keit gemessen  werden  kann,  sondern  nur  in  der  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  u  bei  constanter  Oberflache  zufliessenden,  so  muss 

man  die  dieser  Geschwindigkeit  entsprechende  Druckhöhe ;  ^,  zur 
gemessenen,  H,  addiren. 

§.  248. 

Der  Druck  in  irgend  einem  Punkte  des  Innern  der  Flüssig- 
keit kann  im  Allgemeinen  nicht  bestimmt  werden,  weil  man  die 
Form  der  von  dem  Punkte  beschriebenen  Bahn  und  die  durch  de- 
ren Krümmung  hervorgerufene  Centrifugalkraft  nicht  kennt.  Wenn 
ein  Theil  des  Gelasses  die  Form  einer  geraden  oder  nur  wenig 
gekrümmten  Röhre  hat,  kann  man  indessen  die  Formeln  des  vori- 
gen Paragraphen  anwenden,  und  folglich: 

setzen.  Es  bezeichnet  hier  z  die  Tiefe  des  Punktes  unter  dem 
Niveau  der  Flüssigkeit,  u  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  dem 
diesem  Punkte  entsprechenden  Querschnitte  der  Röhre,  und  v  die 
Einlrittsgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  dem  Niveau  des  Gefasses. 

Im  Gleichgewichtszustände  wäre  der  Druck  gleich:  P  -{- ggi^ 
Die  vorhergehende  Formel  ist  von  dieser  letzteren  nur  in  dem 
Factor  des  CoefBcienten  g^  verschieden.     Es  wird  hier  z  die  hy- 
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drosta tische  Druckhöhe,  z  — ^-^ —  die  hydraulische  Druck- 

höhe  genannt,  und  man  findet  folglich  den  Druck  während  der 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  oder  den  hydraulischenDruck  der 
Flüssigkeit  aus  dem  während  des  Gleichgewichtes  stattfindenden 
oder  dem  hydrostatischen  Drucke,  wenn  man  in  dem  letzte- 
ren die  hydrostatische  Druckhöhe  oder  die  Tiefe  des  betrefienden 
Punktes  unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  durch  die  hydraulische 
Druckhöhe  ersetzt 

Diese  letztere  ist  um  ^-^ —  kleiner  als  die  erstere.     Es  ist 

hier  .j-  die  der  Geschwindigkeit  u  entsprechende  Druckhöbe  und 

2ff  ^'^  ^^^  Geschwindigkeit  v  entsprechende.  Es  ist  folglich  die 
hydraulische  Druckböhe  an  irgend  einer  Stelle  gleich 
der  hydrostatischen  Druckhöhe,  vermindert  um  die  Dif- 
ferenz der  den  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  an 
dieser  Stelle  und  an  der  Eintrittsstelle  entsprechenden 
Druckhöhen. 

Ist  die  freie  Oberfläche  der  Flijssigkeit  sehr  gross  in  Bezug 
auf  die  Ausflussmündung,  so  wird  v  sehr  klein  .sein  und  ^  ver- 
nachlässigt werden  können.     Es  wird  alsdann: 

und  es  ist  folglich  in  diesem  Falle  die  hydraulische  Druck- 
höhe gleich  der  hydrostatischen,  um  die  der  Geschwin- 
digkeit an  der  gegebenen  Stelle  entsprechende  Druck- 
höhe vermindert. 

§.  249. 
Um  die  Ausflussmenge  der  Flüssigkeit  zu  finden,  muss  man 
die  Fälle  besonders  unterscheiden,  wenn  die  Flüssigkeitselemente 
au  der  Hündung  sich  parallel  unter  einander  und  senkrecht  auf  die 
Ebene  der  Mündung' bewegen,  und  wenn  sie  in  convergenten  Rich- 
tungen durch  die  Mündung  gehen.  Der  erste  Fall  wird  dann  statt- 
finden, wenn  die  Mündung  nach  innen  zu  gehörig  abgerundet  ist. 
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In  diesem  Falle  findet  man  die  Ausflussmenge  in  der  Zeit- 
einheit» wenn  man  die  zu  jedem  Elemente  der  Oeffnung  gehörige 
Geschwindigkeit  mit  der  Grösse  dieses  Elementes  multiplicirt.  Ist 
die  Ebene  der  Mündung  horizontal,  ihr  Flacheninhalt  gleich  i2,  und 
ihre  Tiefe  unter  dem  Constanten  Niveau  der  Flüssigkeit  gleich  H, 
so  findet  man  die  Ausflussmenge  in  der  Zeiteinl^eit  gleich: 

Q  =  n  K^TS: 

Ist  dagegen  die  Ebene  der  Mündung  schräg  oder  vertical,  so 
muss  man  sie  in  horizontale  Elementarstreifen  theilen»  und  die 
zu  jedem  Elemente  gehörige  Geschwindigkeit  mit  seinem  Inhalte 
multipliciren. 

Ist  die  Ebene  der  Ausflussöfiiiung  vertical,  bezeichnet  man 
durch  z  die  Tiefe  eines  horizontalen  Elementes  dieser  Oefinung 
unter  der  ireieu  Oberflache  der  Flüssigkeit ,  durch  y  ihre  horizon- 
tale Breite 9    so  wird  die  Ausflussmenge  in  der  Zeiteinheit  gleich: 

Q  «  JyV^di, 

wo  die  Integration  von  dem  grössten  bis  zum  kleinsten  der  Wertbe 
von  z  auszudehnen  ist. 

Der  Flächeninhalt  Si  der  Oefi'nung  wird  gleich:  /ydz.    Das 

Verhäitnfes:  —-  wird  die  mittlere  Ausflussgeschwindigkeit 
genannt,  und  wird  folglich  gleich: 

SyYZ^  dz     _   ^_  /yVTdi 


/ydz  '  /ydz 

Diese  mittlere  Geschwindigkeit  mit  dem  Flächeninhalte  der 
Mündung  multiplicirt,  giebt  dann  die  Ausflussmenge  während  der 
Zeiteinheit. 

Die  zur  mittleren  Ausflussgeschwiudigkeit  gehörige  Druckhöhe 
wird  die  mittlere  Druckhöhe  der  Ausflussöffnung  ge- 
nannt.   Bezeichnen  wir  diese  durch  ^,  so  ist: 

^  ./yyzdzv» 

^■"V/ydz     J^ 


1 
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und  die  Ausflussmenge  gleich: 

§.  250. 
Es  sei  die  Oeffnung  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  horizontal  und 
verticul  sind  (Fig.  135.).  Es  sei  C  die  Tiefe  der  obersten,  C  die 
Tiefe  der  untersten  horizontalen  Grundlinie  unter  der  freien  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit,  b  die  Breite,  h  =  C  —  C  die  Höhe  des 
Rechtecks.  Es  werden  alsdann  in  der  Formel  des  vorigen  Paragra- 
phen: y  =  b  constant,  G  und  C'  die  Grenzen  der  Integration  in 
Bezug  auf  z,  und  folglich: 


ijY* dz  =b  j  Vz  dl  ==  I  b  (C*—  C*) , 


ydi  =  b  j  dz  =  b  (C'_  C)  =  bh, 
und  folglich: 

^  "^  *  VC  --C  )  • 

Bezeichnet   man   durch   H   die  Tiefe   des   Mittelpunktes    des 
Rechtecks,  so  wird:  C  =H  +  |h,  C  =  H  —  |  h,  und  folglich: 

C'*-C*  =  (H  -f-  |h)*~  (H  -  |h)*  - 

-4"+*ff)'-"-*T)']- 

Es  ist  jetzt: 

und  hieraus: 

c'*— r*-n*ri  -^—  •»    i^—     1 

^     —  ^^    —  "    I  f  •  g   —  TTT  •  (js    —  •—     I 

C  =  H  I  1  ^\  —  —  ....  j . 


y-A(._C'), 
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Es  sei  die  OefFnung  ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  horizontal 
ist.  Es  sei  G  die  Tiefe  der  Grundlinie ,  Q!  die  Tiefe  der  Spitze 
unter  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  b  die  horizontale  Grund- 
linie, h  die  Höhe  des  Dreiecks.  Wenn  die  Spitze  nach  unten  g3- 
kehrt  ist  (Fig.  136.),  wird: 

Jy  YTAt  -  |J^(C'-.)f  rd.  ==  1  [i  r/(C'*^c*)  -f  (C'*^c*)  ] 

Wenn  die  Spitze  nach  oben  gekehrt  ist  (Fig.  137.),  so  wird: 

h 

Jy  VTd.  =  -^  jj.-corrd.  =  I  [|(c*-(rVic'(C*-  c*)] 

=-  h  Ar2C'*— 5C'C*+  3C*\ 
olglich  in  beiden  Fällen  gleich.     Es  ist  ferner: 
jydz  =  4-bh,  und  folglich: 

JyVzdz  _  ^^  2  C'^—  5  C'C*+  3  C* 
/ydz  *^  (C'-C)«         ' 

r  —  JL»_  0  C^*  -  5C^C*4-3C*)' 
^  —trs  (C'-O* 

Bezeichnet  man  durch  H  die  Tiefe  des  Schwerpunktes  des  Drei- 
ecks,   so  wird  im  ersten  Falle  (Fig.  136.): 

C'  =  H  +  |h,  C  =  H-|h. 
Man  findet  hieraus: 

2C^_5C'C*+8C* 

= "♦  K' +»I)'-K'+»  D('-*7)'+<'  -  *  i)']- . 

Es  ist  jetzt: 


n 
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^*      *  Hz  •■h^"'H*      "'ir»      TirtTT*||4      •••• 

und  hieraus:  . 

K' + »ff )  - '  (' + ♦  f)('  - 1 1)'+  K'  - 1 5-)*- 

—    4  «H»      Tfrgi 


wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  -g-  vernachlässigt. 

Im  zweiten  Falle  (Fig.  137.) ,  wenn  die  Spitze  des  Dreiecks 
nach  oben  gekehrt  ist,  hat  man:  G^sH  +  lh»  C  =  H  —  -Ib. 
Man  braucht  folglich  in  den  vorigen  Formeln  nur  das  Zeichen  von 
h  zu  ändern,  wodurch  man  fortwährend 

erhält. 

Es  sei  endlich  die  Mündung  ein  Kreis  (Fig.  138.),  dessen  Halb- 
messer R,  und  dessen  Mittelpunkt  in  der  Tiefe  H  unter  der  freien 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist. 

Bezeichnet  man  durch  r  den  Abstand  eines  Punktes  B  dieser 
Oeffiiung  von  dem  Mittelpunkte  A,  durch  (p  den  Winkel,  welchen 
dieser  Abstand  AB  mit  der  vertikaiea  Linie  AG  bildet  Es  ist 
dann  rdrd9>  ein  Element  des  Kreises,  dessen  Tiefe  unter  der  freien 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  gleich :  H  —  r  cos  9)  ist.  Es  wird  folg- 
lich die  Ausflussgeschwindigkeit  durch  dieses  Element  gleich: 

^2g(H— rcosy) 
und  die  Ausflussmenge  in  einer  Zeiteinheit  gleich: 

ry^2g(H  — rcosy)  dr  dy. 

Die  Ausflussmenge  durch  die  ganze  OefTnung  wird  dann; 
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n: 


ry^2g  (H — r  cos  g>)  ArAg>. 
Die  mittlere  Geschwindigkeit  wird  folglich  gleich: 

V^B  (       r  rV^H— rcoB  9)  dra^ 

und  die  mittlere  Druckhohe  gleich: 


C 


Es  ist  jetzt: 


^     I      I  ry^H  —  f  coB  ^  dr  d^  | 


y^H  —  r  cofl  y 

«  V^h(i  — *  ^C08  9  -  Ig^  COB»  9  — T^i^  cos«  9— Tl^.g;^  cos*  y  ...J 

I  r  y  H — ^r  COB  <jp  dr  = 

«V^H  J(r— i^coBy  —  il^coB»^— ^g^coB'y— tIy  .  i^cos^y.... j 

^-.z"  n  DJ  ng  D4  \ 


Hieraus  findet  man  dann,    wenn  man  bemerkt,    dass 


f2« 
COS"  9)  dg) 


gleich  0  ist,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl,  und  gleich :  2n .  ^'^'^  '  ",  , 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

j  rVir=T^drdy  «  nR»  VH  (1  -  ^.  |1  -  tAt  5J  -  •  ■  • ) 
und  folglich: 

oder,  wenn  man  die  vierte  und  die  höheren  Potenzen  von  -^  vernach- 
lässigt: 

j:=H(i-A|;)-H(i-Ag;), 

wenn  man  durch  D  den  Durchmesser  des  Kreises  Kzeicbnet. 


n 
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§.  251. 

Wenn  die  Ebene  der  Oeflnung  nicht  vertikal,  sondern  schief 
ist,  so  braucht  man  nur  die  mittlere  Ausflussgeschwindigkeit  der 
vertikalen  Projection  der  Oeflnung  mit  dem  Flächeninhalt  dieser 
Oeflnung  zu  multipliciren. 

Bezeichnet  man  nämlich  durch  dto  ein  Element  der  Oefiiiung, 
durch  z  die  Tiefe  dieses  Elementes  unter  der  freien  Oberfläche  der 

Flüssigkeit,  so  wird :  i  V^2gz  dco  gleich  der  in  einer  Zeiteinheit  her- 
auslaufenden Flüssigkeitsmenge.  Bezeichnet  man  jetzt  durch  -a  den 
Winkel,  welchen  die  Ebene  der  Oeflrmng  mit  irgend  einer  verti- 
kalen Ebene  bildet,  so  dass  also  a  kein  rechter  Winkel  sein 
darf,  so  ist  cos  a  da>  gleich  der  Projection  des  Elementes  da»  auf 
diese  Ebene,  und: 

/y^2gi .  cos  a  dft)     J}^2gK  dco 

die  mittlere  Geschwindigkeit,  welche  der  vertikalen  Projection  der 
Oeflnung  entspricht.    Es  wird  folglich  die  AusOussmenge  aus  der 

schiefen  Oeflnung:  /V^2gz  doi,  gleich  dem  Produkte  dieser  seiner 
vertikalen  Projection  entsprechenden  mittleren  Geschwindigkeit  in 
den  Flächeninhalt   der  Oeflnung:  Jdco. 

§.  252. 
Wenn  sich  die  Oefl'nmig  in  einer  dünnen  Wand  befindet,  so 
werden  die  Wasserelemente  in  convergenten  Richtungen  durch  die 
Mündung  gehen  und  dadurch  einen  zusammengezogenen  oder 
Contrahirten  Wasserstrahl  hervorbringen.  Man  kann  die  Be* 
weguDg  der  Wasserelemente  im  Innern  durchsichtiger  Gefässe  da- 
durch sichtbar  machen,  dass  man  feine  pulverisirte  Körper,  welche 
ungefähr  dasselbe  specifische  Gewicht  wie  die  Flüssigkeit  haben, 
mit  dieser  mischt.  Am  besten  eignen  sich  hierzu  chemische  Nie- 
derschläge, wie  z.  B.  eine  Auflösung  von  salpetersaurem  Silberoxyd 
in  stark  verdinnter  Rochsalzauflösung.    Mau  sieht  dann,   dass  die 
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Fiüssigkeitselemente  in  der  Nähe  der  Odfnung  sich  ?on^  allen  Sei- 
ten nach  der  Oeffnung  hin  bewegen»  indem  sie  krumme  Linien 
mit  einer  stark  beschleunigten  Geschwindigkeit  beschreiben. 

Die  Convergenz  der  Flüssigkeitsräden  im  Innern  des  Gefässes 
wird  bis  zu  einem  kleinen  Abstände  ausserhalb  der  Mündung  fort- 
gesetzt, und  man  sieht  deutlich  den  Flüssigkeitsstrahl  sich  nach 
und  nach  contrahiren,  bis  die  Moleküle  in  einer  gewissen  Ent- 
fernung parallele  Richtungen  annehmen.  Der  Strahl  ist  bis  hier- 
hin vollkommen  klar  und  durchsichtig.  In  einer  grösseren  Entfer- 
nung wird  derselbe  undurchsichtig  und  zeigt  eine  Abwechselung 
von  Anschwellungen  und  Gontractionen.  Er  löst  sich  hier  in  be- 
sondere Tropfen  auf.  Die  Gestalt  dieser  Tropfen  ändert  sich  wäh- 
rend der  Bewegung,  und  zwar  oscillirt  dieselbe  um  diejenige  einer 
Kugel ,  indem  die  Tropfen  abwechselnd  die  Form  eines  verlängerten 
und  die  eines  zusammengedrückten  Sphäroids  annehmen. 

Bei  kreisPörmigen  OefTnungen  ist  der  Abstand  des  kleinsten 
Durchschnittes  des  contrahirten  Wasserstrahls  von  der  Ebene  der 
Oeffnung  ungefähr  gleich  der  Hälfte  des  Durchmessers.  Die  Quer- 
schnitte des  contrahirten  Strahls  sind  fortwährend  Kreise,  wenn  die 
Tiefe  der  Mündung  unter  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in 
Bezug  auf  ihren  Durchmesser  gross  ist. 

Hat  dagegen  die  Oeffnung  irgend  eine  andere  Form,  so  wer- 
den die  Querschnitte  des  Strahls  nicht  dieselbe  Form  beibehalten, 
sondern  diese  fortwährend  ändern,  während  sie  sich  von  der  Oeff- 
nung entfernen.  Die  Fig.  140  zeigt  die  successiven  Querschnitte 
eines  Wasserstrahls  bei  quadratischer  Mündung.  Bei  einer  Unter- 
suchung von  Poncelet  und  Lesbros  war  die  Seite  der  quadra- 
tischen Oeffnung  ABCD:  0",20,  die  Druckhöhe  1",68.  Der  Quer- 
schnitt nahm  in  einem  Abstände  von  0'",i5  die  Figur  abcd,  in 
einem  Abstände  von  0",30  die  Figur  a'b'c'd'  an.  Diese  letztere 
war  die  des  kleinsten  Querschnittes.  Aehnliche  Aenderungen  der 
Gestalt  des  Querschnittes  finden  auch  bei  anderen  Formen  der 
Mundung  statt. 
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§.  253. 

Bezeichnet  man  durch  n  das  Verhältniss  des  kleinsten  Quer- 
schnittes des  contrahirten  Strahls  zum  Inhalt  der  Mündung  Si^  so 
wird  dieser  Querschnitt  gleich  tiQ.  Es  wh'd  dieser  GoeiBcient  n 
der  Gontractionscoefricient  genannt.  Bezeichnet  man  durch 
a  das  Verhältniss  der  in  dem  kleinsten  Querschnitte  stattfindenden 

Geschwmdigkeit  zu  der  aus  der  Formel  y^2gH  hergeleiteten ,  wo 
H  die  mittlere  constante  Druckhöhe  bezeichnet,  so  wird  diese  Ge- 
schwindigkeit gleich:  a]f^2gFI.  Es  wird  dieser  Goefficient  a  der 
Geschwindigkeitscoefficient  genannt.  Er  ist,  wie  schon  im 
§.  247  bemerkt,  sehr  wenig  von  d^r  Einheit  verschieden,  etwa  0,96 
bis  0,98. 

Das  Produkt  des  Flächeninhalts  des  kleinsten  Querschnittes  in 
die  auf  ihm  senkrechte  Geschwindigkeit  giebt  dann  die  in  einer 
Zeiteinheit  stattfindende  Ausflussmenge: 

Q  =  an^V^^ 
Die  GoeiBcienten  a  und  n  können  gesondert  nicht  genau  be- 
stimmt werden.  Ihr  Produkt  kann  dagegen  durch  direkte  Messun- 
gen der  Ausflussmenge  sehr  genau  bestimmt  werden.  Dieses  Pro- 
dukt an  wird  der  Ausflusscoefficient  genannt.  Wir  werden 
ihn  durch  m  bezeichnen,  und  folglich: 

Q  =  mnYH^ 

setzen,  wo  H  die  nach  §§.  249  und  250  berechnete  mittlere  Druck- 
hohe,  und  Si  den  Flächeninhalt  der  Mündung  bezeichnet. 

§.  254. 

Die  genauesten  Untersuchungen  über  den  Ausfluss  des  Was- 
sers durch  grössere  rectauguläre  Seitenmünduogen  sind  in  Hetz 
▼on  Poncet  et  und  Lesbros  angestellt  worden  Die  Breite  die- 
ser Mündungen  war  durchgängig  2  Decimeter,  obogelahr  1^  Zoll, 
die  Höhen  waren  aber  verschieden  und  wurden  geändert  von  1 
Gentimeter  bis  zu  2  Decimetern.    Zur  Herstellung  dieser  Mundua- 


i 
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gen  wurden  4  Millimeter  dicke  Messingbleche  angewendet.  Aus 
den  Ergebnissen  dieser  Versuche  haben  Poncelet  und  Lesbros 
eine  Tabelle  lur  die  Ausflusscoefficieuten  rectangularer  Oeffiuingen 
berechnet. 

Man  benutzt  dieselben  Coefficienten  auch  Tür  andere  Oeffnunr 
gen,  wenn  dieselben  nur  keine  einspringenden  Ecken  haben.  Man 
nimmt  dann,  in  der  folgenden  Tabelle  als  Höbe  die  mittlere  Höhe 
der  Oeffnung  an.  Die  Druckhöben  mässen  an  ein^r  Stelle  ge- 
messen werden,  wo  das  Wasser  als  stillstehend  angesehen  werden 
kann. 

Tafel  der  AnAflasscoeflBclenten 

fiar  rectanguläre  Mündungen  in  einer  dünnen  verticalen  Wand. 


Mmiwe 

H. 

Oe 

f  f  a  n  n 

g  s  h  6  h 

1  ZoU 

•  n. 

DrackbOhe 

8  Zoll 

4  Zoll 

2  Zoll 

iZoU 

iZoU 

t: 

low 

— 

— 

— 

— 

Q,6(>8 

0,690 

1 

» 

— 

— 

— 

0,652 

0,666 

0,686 

U 

ji 

— 

— 

— 

0,651 

0,663 

0,682 

H 

il 

— 

— 

— 

0,650 

0,662 

0,680 

2 

V 

— 

— 

0,623 

0,649 

0,660 

0,675 

S 

fl 

— 

0,610 

0,626 

0,647 

0,658 

0,669 

4 

99 

— 

0,612 

0,629 

0,645 

0,656 

0,663 

6 

n 

0,595 

0,614 

0,630 

0,642 

0,651 

0,656 

8 

>f 

0,597 

0,615 

0,631 

0,640 

0,648 

0,653 

1   FOM 

0,599 

0,616 

0,630 

0,637 

0,644 

0,648 

2    „ 

0,603 

0,616 

0,627 

0,633 

0,638 

0,641 

3    „ 

0,605 

0,615 

0,625 

0,630 

0,634 

0,634 

4    „ 

0,604 

0,614 

0,623 

0,625 

0,627 

0,624 

6    « 

0,602 

0,610 

0,615 

0,613 

0,613 

0,612 

8    „ 

0,601 

0,606 

0,610 

0,611 

0,611 

0,610 

10    „ 

0,001 

0,602 

0,606 

0,609 

0,610 

0,609 

Mit  Oeffnungen  von  beinahe  5  Fuss  Breite 
suche  angestellt  y  welche  um  jV  ^^  i  grössere 
ten  geben. 

L«hrb«eh   d«r  HeekADik. 


hat  Moria  Ver- 
Ausflusscoefficien' 
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§.  255. 

Fiiesst  daa  Wasser  dorch  Ueberrälle  oder  Einschnitte  in  einer 
Wand  (Fig.  141)»  so  erleidet  das  Wasser  eine  Art  von  Gontraction 
auch  von  der  oberen  Seite  her:  Bei  den  Untersuchungen,  welche 
man  aber  diese  Art  von  Oeffnungen  angestellt  hat,  sind  immer 
die  Einschnitte  rectangulär  gewesen,  was  in  der  Praxis  fast  auch 
immer  der  Fall  ist 

Es  zeigt  sich  dann,  dass  das  Wasser  ?oa  allen  Seiten 
nach  der  Mitte  des  Deberfalles  hioströmt.  Die  Oberfläche  dea 
Wassers  siqkt  allmählich,  wie  das  Wasser  sich  dem  Einschnitt  nä- 
hert, und  zwar  am  meisten  in  der  Mitte  desselben.  Ein  Quer- 
^schnitt  des  Wassers  an  der  Ueberrallschwelle  wird  in  Fig.  142 
gezeigt    Das  Niveau  ist  hier  nach  der  Mitte  hin  concav. 

Dieses  Sinken  des  Niveaus  des  Wassers  erstreckt  sich  nur 
ungefähr  3  Zoll  auf  jeder  Seite  des  Einschnittes.  Die  Höhe  des 
constdnten  Niveaus  des  stillstehenden  Wassers  über  der  lieber- 
fallschwelle  wird  daher  wenige  Zoll  zur  Seite  der  Ueberfalloffnung 
gesucht  werden  können.  Es  wird  diese  Höhe  die  Druckhöhe  des 
Uebörfalles  genannt 

Die  Grösse  der  Senkung  des  Wassers  in  der  Mitte  der  Mün- 
dung ist  von  dieser  Druckhöhe  und  von  der  Breite  der  Oeffnung 
abhängig.  Wenn  die  Druckhöhe  nicht  einen  Zoll  übersteigt,  ist 
sie  für  alle  Breiten  der  Oeffnung  gleich  ^  der  Druckhöhe.  Für 
grössere  Druckhöhen  wächst  die  Senkung  sowohl  mit  der  Druck- 
höhe wie  mit  der  Breite  der  Oeffnung.  Das  Verhältniss  dieser 
Senkong  zur  Druckhöhe  nimmt  aber  ab,  wenn  die  Druckhöhe 
Wachst,  doch  um  so  weniger,  je  breiter  die  Oeffnung  ist  Der 
grösste  Werth  dieses  Verhältnisses  ist  |,  als  seinen  kleinsten  Werth 
kann  man  jV  aanehmeu. 

-    Die  Länge  der  Senkung  ist  natürlich  ao^  in  der  Mitte  am 
grössten,  und  wächst  mit  der  Druckhöhe.    DurchschnittKch  kann 
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man  annehmen,  dass  sie  sich  bis  1|  Fuss  innerhalb  der  Ebene  der 
Oeflnung  erstreckt 

Wenn  man  die  Senkung  des  Wassers  Ober  der  Schwelle  als 
eine  Contraction  ansiebt,  und  durch  H  die  Höhe  des  stillstehenden 
Wassers  über  dieser  Schwelle,  oder  die  Druckhöhe  der  üeberfall- 
öfTnung  bezeichnet,  so  findet  man  nach  §.  250  die  mittlere  Druck- 
höhe dieser  Oeffnung,  wenn  man  in  der  Formel: 

£  -  ♦  •  (^^)". 

C  =  H,  C  =  0  setzt,  wodurch  C  =  ^H  wird. 

Bezeichnet  man  durch  b  die  Breite  der  Oefihung,  so  wird 
folglich  die  Ausflussmenge: 

Q  -=  mbHl/l^ 
oder : 

Q  «  f  nibH}^2pr  ' 

Nach  den  in  Toulouse  von  Castel  angestellten  Untersuchun- 
geft  hangt  der  Ausflusscoefficient  m  sowohl  von  der  Druckhöbe, 
wie  von  der  Breite  b  und  von  dem  Verhältnisse  dieser  Breite  zur 
Breite  der  senkrechten  Wand,  in  welcher  die  Ocffnung  eingeschnit^ 
tea  ist,  ab.  Der  kleinste  Wertb  dieser  CoeiBcieuten  wird  eintref- 
fen, wenn  die  Breite  der  Oeffnung  gleich  -^  der  Brdte  der  Wand 
ist  In  der  Nähe  dieses  Verhältnisses  wird  er  sich  auch  wenig 
ändern. 

Wenn  die  Breite  der  Oeffnung  3  Zoll  übersteigt  und  die  Oeff* 
Bung  bis  \  der  Breite  der  Wand,  ändern  sich  die  Werihe  des 
GoefBcieiiten  nur  von  0,59  bis  0,61,  und  .man  wird  im  Mittel 
m  =3  0,60  setzen  können. 

Wenn  die  Breite  der  Oeffnung  -J-  der  Breite  der  Wand  über* 
«teigt,  ist  der  AusflusscoeCficient  von  der  Druekhöhe  beinahe  un- 
abhängig, ändert  sich  aber  niit  dem  VerhaltnisBe  dieser  Breite  nach 
4er  folgenden  Tafel: 

34» 
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VerhftltnisB  zwischen  der 

Breite  der  OeffliuD^  und 

der  Breite  der  Wand. 


AasfluBscoeilicient  m 


90 


0 


»9 


0 


»8 


0,7 


'»« 


0, 


0,615 


0, 


Oki 


0,608  0,600 


0,665|  0,658  0,646  0,635  0,624 

Wenn  die  Breite  der  Oeffnung  kleiner  als  |  deijenigen  der 
Wand  ist»  oder  wenn  sie  kleiner  als  3  Zoll  ist,  ändert  sich  der 
Coeilicient  nur  mit  der  absoluten  Breite  der  Oeffnung;  nur  wenn 
die*  Breite  kleiner  als  i  Zoll  ist,  nimmt  der  Coefficient  auch  etwas 
ab,  wenn  die  Druckböhe  zunimmt.  Beriicksichtigt  man  bei  starken 
Druckhöhen  nicht  diese  letzten  schmalen  Oeffnungen,  so  kann  man 
die  folgende  Tafel  anwenden: 


/           Breite  der  Oeffnung. 

3  Zoll 

2  Zoll 

IZoll 

iZoU 

AnsflusBCoefficient  m 

0,60 

0,61 

0,64 

0,67 

§.  256. 

Bei  der  von  Poncelet  und  Lesbros  angestellten  Untersu- 
chung über  die  Ausflusscoefiicienten  waren  die  Oeffnungen  auf  einer 
vertikalen  Wand  hinlänglich  von  allen  anderen  Seiten  des  Reservoirs 
entfernt  9  so  dass  das  Wasser  von  allen  Seiten  her  der  Oeffnung 
zuströmen  konnte  und  ein  ringsherum  contrahirter  Strahl  gebildet 
wurde.  Es  kann  indessen  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  das 
Wasser  nur  von  einer  oder  einigen  Seiten  her  gegen  die  Oeffnung 
strömt,  und  deshalb  ein  nur  theilweise  contrahirter  Strahl  gebildet 
wird.  Man  nennt  diese  eine  unvollständige  oder  partielle 
Contraction.  Eine  solche  partielle  Contraction  wird  stattfinden^ 
wenn  die  Mündung  in  der  ebenen  dünnen  Wand  durch  andere 
Wände  in  der  Richtung  des  Strahls  auf  einer  oder  mehreren  Sei- 
ten eingefasst  ist. 

Versuche  über  die  partielle  Contraction  sind  von  Bidone  in 
Turin  und  später  von  Weisbach  in  Freiberg  angestellt  worden. 
Die  AusflusscoefBcienten  nehmen  dann  mit  dem  Verhaltnisse  des 
eingefassten  Theiles,  wo  keine  Contraction  stattfindet,  zum  ganzen 
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Umfange  gleiehmassig  so,  den  Fall  aasgenommeii,  wenn  der  Tbeil 
des  Umfanges,  wo  die  Contraction  stattfindet,  sehr  kkin  wird»  io 
welchem  Falle  die  Goefficienten  rascher  zunehmen. 

Bezeichnet  man  durch  n  jenes  Verhältniss,  so  kann  man  für 
kreisiormige  Oeffiiungen  den  Ausflusscoeffidenten  gleich: 

m  (1  +  0,128  n), 

fiir  rectaoguläre  Oeffnungen  gleich: 

m(i  +  0,145  n) 
setzen  9  wo  m  die  in  der  Tafel  des  §•  254  gegebenen  Ausfluss- 
coefficienten  bezeichnet. 

§.  257. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Miindungen  in  einer 
ebenep  Wand  angebracht  warea  Die  Form  der  Wand  kann  aber 
auch  eine  andere  sein,  und  der  AusflusscoeiBcient  wird  dann  grosser 
oder  kleiner  ausfallen.  Er  würde  am  grössten,  gleich  1  sein,  wenn 
die  Wassertaden  alle  unter  einander  parallel  durch  die  Oeffnung 
hinausströmten;  er  ist  nur  kleiner,  wenn  sie  schief  convergirend 
gegen  einander  sind.  Wenn  man  um  die  Oeffnung  eine  von  der 
Wand  begrenzte  Kugelfläche  construirt,  deren  Halbmesser  zwei 
bis  dreimal  so  gross  wie  der  Durchmesser  der  Oeffnung  ist,  so 
werden  die  Wasserfäden  alle  beinahe  normal  die  Oberfläche  dieses 
Kugelsegmentes  durchströmen. 

Je  grösser  die  Ausdehnung  dieses  Kugelsegmentes  ist,  je  mehr 
convergirend  werden  die  Wasserfaden  zur  Oeffnung  herankommen, 
und  je  kleiner  wird  der  Ausflusscoefficient  sein.  Wenn  die  Oeff- 
nung in  einer  ebenen  Wand  angebracht  ist,  wird  dieses  Kugel- 
segment eine  Halbkugel  Bei  der  in  Fig.  143  dai^estellten  Oeff- 
nung ist  es  grösser,  und  bei  der  in  Fig.  144  dargesteUten  umfasst 
es  beinahe  die  ganze  Kugelfläche.  In  dem  letzten  Falle  ist  der 
Ausflusscoefficient  am  kleinsten  und  sinkt  bis  0,5. 

Wenn  die  die  Oeffnung  umgebende  Wand  nach  der  Figur 
des  Contrahirten  Strahk  geformt  ist,  wird  der  Ausflusscoefficient 
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am  grössten,  nämlich  gleich  dem  Gesebwindigkeitscoefficienten.  Bei 
kreisförmigen  Oeffnnngen  ronss  diese  Wand  oder  die  Abrandung 
in  einer  dickeren  Wand  die  Form  einer  DmdrehungsQache  haben 
(Fig.  145).  Der  innere  Durchmesser  AB  wird  gleich  1,2  des 
äusseren  Durchmessers  CD,  und  EF  =3  CD  gemacht.  Es  ist  dann 
der  AusflusscoefBcient  m  «=3  0,97. 

In  der  Praxis  kommen  durch  convergente  Wände  herbeige- 
führte Veränderungen  des  AusflusscoelTicieDten  sehr  oft  vor.  Na- 
mentlich tritt  der  Fall  bei  Schützen  ein,  wenn  diese  gegen  den 
Horizont  geneigt  sind,  wie  in  Fig.  146,  Man  hat  darüber  Mes- 
sungen von  Poncelet  für  den  Fall,  dass  nur  eine  partielle  Con- 
traction  statt6ndet,  indem  der  Boden  und  die  verticalen  Seiten  der 
Oeffnung  in  der  Verlängerung  der  Wände  angebracht  sind.  Er 
fand  m  =  0,8,  wenn  das  Schutzbrett  45''  geneigt  war,  oder  bei 
einer  Böschung  von  1,  und  m  =  0,74  bei  einer  Neigung  von  63^", 
d.  h.  bei  einer  Böschung  von  |. 

§.  258. 

Wenn  man  die  Druckhöhe  nicht  in  stillem  Wasser  messen 
kann,  sondern  nur  den  Wasserstand  des  bewegten,  der  Mündung 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  u  zufliessenden  Wassers,   so 

wird  nach  §.  247  die  Ausflussgeschwindigkeit:  V  =  y^2gH  -f- u*f 
und  die  Ausflussmenge  folglich: 

Q  =  mÄV2gH  +  u% 

wo  m  den  der  Druckhöhe  H  -)-  ^  entsprechenden  Ausflusscoeffi- 
cienten  bezeichnet. 

Gewöhnlich  kann  indessen  die  Geschwindigkeit  u  nicht  durch 
directe  Messungen  bestimmt  werden.  Dies  kommt  insbesondere 
dann  vor,  wenn  es  darauf  abgesehen  ist,  des  in  Gerinnen  und  Ca* 
nälen  fliessende  Wasser  zu  messen ,  weil  6s  hier  nur  selten  mög- 
lich ist,  das  Wasser  durch  eine  die  Ausflussöffnung  enthaltende 
Wand  gehörig  aufzustauen.    Bezeichnet  dann  H  die  Höhe  des 
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Wasserspiegels  im  Beharrungszustande  über  der  Mitte  der  Aus- 
flussöffnung,  0  den  Querschuitt  des  Wasserstromes  in  der  Rinne 
odsr  in  dem  Gauale,  mü  den  mit  dem  AusfliisscoefBeientta  multi- 
Quersohnitt  der  Ausflussöffiiangi  so  wird  nacb  §.  247 : 


0 = -"YB^. 


0 

Diese  Formel  könnte  man  auch  aus  der  obigen  Formel  her- 
leiten f   wenn  man :   u  :^  ^  setzt ,  wodurch : 


und  hieraus: 


oder  wie  oben: 


0> 

Unter   der  ''  Quadratwurzel  kann   man   für  m  einen  mittleren 
Werthy  0,64^  annehmen. 

Entwickelt  man   dann   die  Formel   nach   den  Potenzen   von 

^,  so  findet  man; 

Q = "^Krr^'  =  "^y^gH  (i  +  0,4  ^) 

wo    m    der    AusflusscoetBdent    ist,    welcher    tüer   Üruckhdbe: 
H  (1  +  0,4  ^  entspricht  ■ 

Bei  Ueberrällen  würde 


•Atk^knAMM 


Q=  mbHVf .  2gH  +  a>  =  I mbHj^?gH  +  f  u» 
sein. 
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§.  259. 

Verandemngen  in  dem  Querschnitte  eines  Reservoirs  oder 
einer  Bohre  geben  auch  entsprechende  Verinderungen  in  der  Gre- 
schwindigkeit  des  Wassers.  Wenn  die  WasserPäden  sich  senk- 
recht zu  diesen  Querschnitten  bewegen ,  und  die  Geschwindigkeit 
überall  in  demselben  Querschnitte  als  gleich  angenommen  werden 
kann,  so  muss  nämlich  wegen  der  Continuität  der  Flüssigkeit  die 
Geschwindigkeit  überall  dem  Querschnitte  umgekehrt  proportional 
sein.  Tritt  jene  Veränderung  plötzlich  ein,  so  stossen  die  mit  gros- 
serer Geschwindigkeit  kommenden  Moleküle  an  die  anderen  plötz- 
lich an,  und  es  entsteht  hierdurch  ein  Verlust  der  lebendigen  Kraft« 
gerade  wie  bei  dem  Stosse  fester  Körper,  welche  nach  dem  Stosse 
sich  gar  nicht  mehr  trennen,  sondern  an  einander  festgeklebt  blei- 
ben. Die  diesem  Verlust  der  lebendigen  Kraft  entsprechende  dy- 
namische Arbeit  geht  hier  ebenso,  wie  in  den  festen  Körpern,  in 
den  Holekülarschwingungen  des  Körpers  verloren,  was  man  auch 
deutlich  an  den  Wirbeln  des  Wassers  sehen  kann. 

Betrachten  wir  ein  Gefäss  (Fig.  147),  dem  ähnlich,  welches 
wir  bisher  betrachtet  haben,  dessen  Inneres  aber  eine  plötzliche 
Verengung  darbietet.  Es  sei  O  der  Inhalt  der  freien  OberOäche 
AB,  CO  der  Flächeninhalt  der  Verengung  aV,  0'  der  Inhalt  des 
Querschnittes  A'B'  des  Reservoirs  nach  der  Verengung  da,  wo 
die  Wirbel  aufhören  und  die  Wasserfäden  sich  wieder  parallel 
bewegen,  i2  die  Ausflussöffnung  ab,  U  die  Ausflussgeschwindigkeit 
aus  ab,  W  die  Geschwindigkeit  der  freien  Oberfläche,  W  die 
Geschwindigkeit  im  Querschnitte  A'B^  u  diejenige  der  Verengung 
aV,  m  und  m'  die  der  Oeffnung  ab  und  a'b'  entsprechenden  Aus- 
flusscoeflicieuten.  Wegen  der  Gontraction  des  Wasserstrahls  muss 
dann  vo!(a  als  der  Querschnitt  des  durch  a'b^  contrahirten  Wasser- 
strahls und  mi2  als  der  Querschnitt  des  Ausflnssstrahls  angesehen 
werden.    Es  ist  dann  wegen  der  Continuität  der  Flüssigkeit: 

WO  «  m'u«  »  WO'  =  Uä, 
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und  hieraus: 

w       mUA  mUA    „.,       mUA 

TT     «5    —TT ,    n   =   — ; 9     TT      =    rrj-. 

Es  strömt  dann  im  Zeitelemente  dt  eine  Wasserschicht  durch 
die  Oeffnung  a'b',  deren  Volumen  m^ucodt,  und  deren  Masse  folg- 
lich: ^m^uoidt  ist  Diese  verschwindend  kleine  Wasserschicht  stösst 
mit  der  Geschwindigkeit  u  auf  eine  endliche  Wassermenge,  deren 
Geschwindigkeit  kleiner,  gleich  W'  ist.  Es  wird  hierdurch  nach 
§.  201,  wenn  man  daselbst  P  =  g^m'ucodt  setzt,  und  als  gegen 
P  verschwindend  klein  annimmt,  die  durch  den  Stoss  verlorene 
lebendige  Kraft  gleich: 

/      JA/       w/%.      1       /      jA^oaüß      müi2\» 
|pm'a«dt(a-WO*«i^m'uadt(^-^^ gj-J 

Diese  lebendige  Kraft,  welche  in  den  Wirbeln  des  Wassers 
auf  der  anderen  Seite  der  Verengung  verloren  geht,  muss  dann  in 
die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Bewegung  des  §.  244  auf 
der  linken  Seite  zugefügt  werden.  Man  erhält  dann,  wenn  man  in 
der  Formel  dieses  Paragraphen  statt  (Y  und  i3  den  Querschnitt 
des  ausfliessenden  contrahirten  Strahls  mß ,  und  statt  z  die  Höhe 
H  setzt: 

^m«i2«üd,ü.dtjS+jßn,ßü-(l-2j?i)dt+ißmfl^ 

=  mg^EQUdt  +  mPi2Udt  —  mP'i2Udt, 
Dividirt  man  hier  mit  mi^Udt,  so  flndet  man  statt  der  Gleichung  1 
des  §.  244  die  folgende  Gleichung: 

«-*'."J"'*'"'K'  -=^)+(k-^)']-«=+''-»'- 

Man  braucht  folglich  in  den  Formeln  des  §.  244,  so  wie  in  den 
daraus  hergeleiteten  Formeln  des  folgenden  Paragraphen  nur  statt 
des  Coelficienten  von  U*,  D,  den  Coefficienten : 
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Bezeichnet  man,  wie  friiher,  durch  V  den  constanten  Grettz«- 
werth  der  Ausflussgeschwindigkeit  aus  der  Oeffnung  ab|  welcher 
Werth  bald  nach  den  ersten  Aagenbh'cken  der  Bewegung  erreicht 
wird,  so  findet  man  9  wenn  man  in  der  obigen  Gleichung 

ü  =  V,  d,ü  =  d,V  =  0 
setzt: 

ond  hieraus: 


v=  /  -. -T^.. ^f. 


^'■+^) 


Auf  dieselbe  Weise  kann  man  den  Ausfluss  des  Wassers  durch 
zusammengesetzte  Gefässe  berechnen.  Es  seien,  (Fig.  148),  O,  O^ 
O''  die  Querschnitte  der  Geiasse,  m'  und  u/^  die  der  Verengungen, 
in  und  m"'  die  entsprechenden  Ausflusscoefficienten ,  fl  die  Aus- 
flussöffnung  und  m  der  entsprechende  Ausflusscoefficient  Es  wnrd 
dann  die  Ausflassgeschwindigkeit: 

y      ^        0»    "*■  VmV       0' )  ^  Vm"w"        0'7 

Q  =  mßV. 

Für  jede  Verengung  <»n  und  darauf  folgende  Erweiterung  O» 

kommt  folglich  im  Nenner  ein  Glied  (^^  —  ~- j   zu.    Es  wird 

dieser  Zuwachs,  welcher  dem  Quadrat  des  Verhältnisses  der  Ge- 
schwindigkeitsanderung  u.  —  Wn  zur  Ausflussgeschwindigkeit  V 
gleich  ist,  der  der  Verengung  <on  entsprechende  Wider^ 
standscoefficient  genannt.  Bezeichnet  man  ihn  durch  Wb,  so 
wird :  

sJ^^l^l 

1/      .       m»Ä»    ,  ,  ,  , 
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Findet  der  Aosfluss  in  freier  Lnft  statt,  so  sind  P  and  F 
gleich.  Wenn  ferner  die  freie  Oberfläche  0  des  Reservoirs  in 
Bezug   auf  die  Ausflussöffnung  £  sehr  gross  ist,   so  kann  man 

Q^  vernachlässigen  und  findet  dann: 

r  1+«^.+^.+ +w.' 

Bei  Berechnung  der  Widerstandscoefiicienten  w  ,  w,,  ....Wn, 
nniss  man  zuerst  einen  vorläufigen  Werth  von  V  berechnen,  in- 
dem man  statt  der  Ausflusscoefficienten  m,  m',  m'^  u.  s.  w.  einen 
mittleren  Werth  0,61  setzt.  Aus  diesem  vorläufigen  Werthe  von 
V  berechnet  man  dann  die  jeder  Verengung  cn^  entsprechende  Ge- 
schwindigkeit, welche  gleich  ~ .  V  gesetzt  werden  kann,  und  setzt 
m.  gleich  dem  zu  dieser  Geschwindigkeit,  oder  der  entsprechenden 
Druckhöhe  f^y^-^^y  gehörigen  Ausflusscoefficienten.  Der  Aus- 
flusscoeificient  m  wird  der  Geschwindigkeit  V  oder  der  Höhe 
^  entsprechend  genommen.    Hieraus  könn^  dann  die  genaueren, 

von  den  zuerst  geftindenen  immer  sehr  wenig  abweichenden  Wer- 
the der  Widerstandscoefficienten  berechnet  werden.  Gewöhnlich 
kann  man  sich  auch  mit  der  ersten  Annäherung  begnügen. 

Aus  der  obigen  Formel  findet  man: 

V* 

1^  (1  +  w,  +  w,  +  . . .  +  w,)  =  H, 

oder: 

V>        „        V» 

2g  ~  2i  ^^'  +  ^«  +  •  •  •  +  wj. 

Es  wird  hier  -»rr-w«  der  durch  die  Verengung  öi«  ver- 

ursacbte  Höhenverlust  genannt  Bezeichnet  man  ihn  ckirch 
htt,  so  wird: 

"-       ^-  2g       ^       v>         -28   "         2i ' 
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and  folglich  der  Druckhöbenverlust  gleich  der  der  Geschwindig-  • 
keitsanderung  u.  —  W.  entsprechenden  Druckhöhe.    Es  wird  dann: 

^  «  H-.(h.  +  h.  +  ...  +  h.), 

und:  

V  =  ir2g{H^(h,  +  h.+...  +  h.)}  . 
Es  können  diese  Formeln  nur  dann  angewendet  werden,  wenn  die 
Geschwindigkeit  V  gegeben  ist,  und  die  Verengung  gesucht  wird. 
Bei  dem  Gebrauche  der  obigen  Formeln  muss  bemerkt  wer- 
den,  dass  die  Gontinuitat  des  Wassers,  auf  deren  Voraussetzung 
sie  gegründet  sind,  nur  dann  stattfindet,  wenn  nii^nds  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wassers  in  einer  Verengung  die  Geschwindig- 
keit u  =  ^i^- V  die  Grenze:    y^2g(zH — j  äberschreitet,    wo 

z  die  Tiefe  der  Verengung  unter  dem  Niveau  des  Wassers  be- 
zeichnet. Diese  Grenze  entspricht  nämlich  der  Äusflussgeschwin- 
digkeit  im  leeren  Baume.  Wenn  der  Werth  von  Ua  diese  Grenze 
überschreitet,  wird  nämlich  eine  Theilung  des  Wassers  mit  einem 
dazwischenliegenden  luftleeren  Baume  entstehen,  und  die  Gontinuitat 
folglich  aufhören.  In  der  obigen  Grenzformel  wird  z  negativ  ge- 
rechnet, wenn  die  Verengung  höher  als  das  Niveau  des  Wassers 
liegt,  was  bei  Böhrenleitungen  vorkommen  kann. 

§.  260. 

Wenn  cob  =  Ob»  welches  der  Fall  ist,  wenn,  wie  in  der  Fig. 
149,  ein  prismatischer  Ansatz  die  Verbindung  zwischen  dem  Re- 
servoir und  der  Mündung  bildet,  so  wird  der  Widerstandscoef- 
ficient : 

Es  ist  dies  auch  der  WiderstandscoefBcient,  welcher  dem  Eintritt 
des  Wassers  in  eine  Bohre  entspricht,  wenn  Ob  den  Querschnitt 
der  Bohre  bezeichnet.  Nimmt  man  Tür  m.  einen  mittleren  Werth 
0,613  an,  so  wird 


n 
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Bezeichnet  man  durch  u  die  Geschwindigkeit  in  der  Röhre,  deren 
Querschnitt  Q.  ist,  durch  V,  wie  früher,  die  Ausflussgeschwindig- 
keit, so  wird: 

und  folglich: 

^-  ""T  •  \vj  ^  °»  ""  2g  •  ^^  ■"  9  *  2g' 

Ist  i0.  =  O.  =  i2,  welches  der  Fall  ist,  wenn  der  AusOuss 
durch  eine  prismatische  Ansatzröhre  oder  in  einer  dicken  Wand 
stattfindet  (Fig.  150),  welche  hinreichend  lang  oder  dick  ist,  um 
einen  vollen  Ausfluss  zu  bilden,  so  werden  an  der  Oeffnung  Si  die 
Wasserfaden  parallel  auslaufen,  und  wird  folglich  hier  keine  Con- 
traction  stattfinden.    Es  wird  dann:  m  =  1,  und  folglich: 

Finden  keine  anderen  Verengungen  statt,  so  wird  folglich : 


l/CZMIZ 


welche  Formeln  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  grossen  Re- 
servoir durch  ein  kurzes  Ansatzrohr,  oder  in  der  dicken  Wand 
bei  vollem  Ausflusse  geben.  Es  bezeichnet  hier  m  den  dem  Quer- 

schnitte  der  Oeffnung  und  der  Geschwindigkeit  —  entsprechenden 

Ausflusscoefficienten.  Man  kann  indessen  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit für  m  einen  mittleren  Werth  0,613  annehmen,  woraus: 
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V  -  '\^2g(H-h)  =  y^tg  .  4  H  -  0,845"yr2gH 

Q  =  0,845  i2V^2gB. 

Wenn  nur  eine  plötzliche  Erweiterung  stattfindet,  wenn  z.  B. 
wie  in  Fig.  151  bei  a'b',  keine  Contraction  stattfindet,  und  folglich 
in'=:  1  ist,  so  wird  der  entsprechende  WiderstandscoelBcient : 

Bezeichnet  man  durch  u  die  Geschwindigkeit  im  Querschnitte 
O',  so  ist:  mi2V  =  O'u,  und  es  wird  folglich: 

und  der  entsprechende  Höhenveriust: 

X! 

•-ig 

Es  wird  folglich: 

Wenn  zugleich  0'  =  i2,  m  =  1,  wie  in  der  Fig.  t52,  wo 
nach  einer  inwendig  abgerundeten  Verengung  a^b'  ein  weiteres 
Zusatzrobr  angefügt  worden  ist,  welches  einen  vollen  Ausfluss  bil- 
dety  so  wird: 


"— "-^(s-')-- 


w   «=    (  — 


Der  Höhenverlust  wird  gleich: 
und  hieraus  wieder: 


V«]^2g(H-h),    Q  =  ÄV. 
Findet  dagegen  eine  Contraction  bei  der  Verengung  statt,  wie 
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is  Flg.  153»  und  bezeichnet  m  den  dieser  Verengung  entsprechen- 
den AusflnwcoeiBcienten,  so  wird: 


w 


t 


h  =  l-^w=H. 


Q=.i2V=y^-  *•'" 


Sind  alle  die  Erweiterungen  0',  0"  u.  s.  w.  sehr  gross  in 
Bezug  auf  die  Ausflussöfihung  ü^  so  findet  man: 


'f. 


f  mg        ma\»      /  ma         "*^\*_i_ 


2ffU 


TD 


woraus,  wenn  man  57»  ö''  "*  ^'  ^'  ^^rnachlassigt: 

f    --^ 1 4-^  -J 4-  ... 


§.  261. 

Um  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  Röhren  und  Gefässen  zu 
•regdiren,  oder  in  den  Maschinen  seine  Bewegung  zu  gewissen 
Zeiten  zu  hindern,  werden  Schieber,  Hähne,  Klappen  und  Ventile 
angewendet,  welche  dem  Durchgang  des  Wassers  Widerstände 
entgegensetzen,  die  sich  auf  ahnliche  Weise,  wie  die  in  dem  letz- 
lea  Paragraphen  abgehandelten  Fälle  bestimmen  lassen.  Da  aber 
hier  das  Wasser  noch  besondere  Bichtungsänderungen  und  Zer- 
tbeilangen  erleidet»  so  werden  die  dabei  vorkommenden  Contraetions* 
coefficienten  am  besten  durch  direkte  Beobachtungen  bestiounL 


^ 
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Die  folgenden  Tabellen  geben  nach  Weis b ach  die  Wider- 
standscoefBcienten  w  für  die  wichtigsten  vorkommenden  Falle. 
Bezeichnet  u  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhre  ans- 
serhalb  der  Verengung,  so  wird  der  dieser  Verengung  m  entspre- 
chende Druckhöhenverlust  gleich; 

h  «  w  .  ^. 

L  mdeiftandscoeffleienten  fltar  den  Durchgang  des  Waisen  dnrch 
Schieber  oder  Schnb?entile  im  parallelepipedisclien  Eohre. 

Fig.  154. 


QaenehnUtsverbiliniM :  -^ 

1,0 

0.»    0„    0,7    0^ 

o„ 

0,4 

o„ 

0„  1  0.1 

Stellhöhe 

0 

Vt 

2 

TT 

3 

TT 

tV    tV 

A 

fir 

8 

TT 

iV 

Widerstandacoefficienl : 

Okw 

0)00    0>39 

0,05 

2,06 

4.« 

Sfia 

17„ 

44,» 

193 

boRtractionsooefflcieot :  m. 

1 

0,86      0,77    ,0,72 

0,68 

0,66 

0,6»  (  0,64 

<K65 

•,«7 

U.  mderstandscoefBcienten  fSr  den  Bnrcbgang  des  Wassers  dirch 
Schieber  im  cjrlindrischen  Rohre.    Fig.  155. 
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111.  Widerstandscoeffidenten  fllr  den  Durchgang  des  Wasseis  dnrch 
einen  Hahn  im  paraUelepipedisdien  Rohre.    Fig.  156. 
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PF.  mdentaiidseoeflefentei  fBr  den  DnrehgAiig  dM  W)uamt  4iirek 
eiBMi  Hahn  tat  cyllndrischeii  Bohre    Fig.  156. 
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T;  WUeistandicoeOeienieD  fflr  doB  Durchgang  des  Wassers  dnrch 
BiehUawen  oder  DrosetventUe  im  paraUelepipedischen  Rohre. 

Fig.  157. 
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fl.  Wii«»taiIiM6a«ieiitoii  fb  Aen  Ovckgug  d«i  Watten  iliinli 
DreUdappen  in  oylindiiieluiii  ftokn.   Fig.  157. 
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In  diesen  Tafeln  sind  die  Werthe  der  QiiersebiittBTerldbiidse 
und  der  entsprechenden  Widerstandscodfficienten  nach  Wetabach 
angeführt,  die  Werthe  der  ContractionscoeflBcienten  nach  den  zu- 
gefügten Formeln  der  Widerstandscoeflicienten  berechnet.  Wegen 
der  grossen  Aenderung  der  letzteren  und  d^  kleinen  Aondorung 
der  Contractionscoefficienten  muss  man  bei  Interpolation  in  diesen 
Tafeb  immer  vorziehen»  den  Werth  von  qi  erst  durch  Interpola- 
tion zu  bestimmen,  und  hieraus  nach  der  Formel  des  Widerstands- 
coeiBcienten  erst  diesen  zu  b^ecbnen. 

Bei  Kegelventilen  (Fig.  158)  ist:    w  =  f- 1  j  ,  wonach 

Weisbach:  m  =  0,61.  Es  bezeichnet  hier  O  den  Röhrenqo^- 
schnitt,  und  oo  eine  Mittelzahl  zvnschen  der  Oefihung  im  Ventil- 
ringe und  der  etwas  grosseren  Ringflache  um  das  geöffnete  VentO. 
Für  ein  Klappenventil  (Fig.  159),  bei  welchem  das  Quer- 
schnittsverhältniss  zwischen  der  Verengung  und  der  Röhre  0,535 
betrug,  giebt  Weisbach  die  folgende  Tafel: 
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OeOtenagswinktl 

15° 

20° 

25* 

30° 

35° 

40° 

45*» 

50° 

55° 

60° 

65° 

70° 

WidflnltadatMfBtient 

90 

62 

42 

30 

20 

14 

^ 

6>6 

^ 

3,2 

a^ 

1,7 

§.  262. 
Weoo  der  Ausflass  statt  ia  freie  Luft  ia  ein  auderes  OetTisi 
stattfindet,  welches  mit  Wasser  bis  zu  einer  gewissen  Höbe  b  üh^r 
der  OeflhuDg  gel&Ut  ist  (Fig.  160),  so  wird  der  gegen  die  Oeff* 
nuDg  auf  die  Fiäcbeneinbeit  stattfindende  Druck  F  gleich  der 
Sonftne  des  Druckes  der  Atmosphäre  und  des  Gewiehtes  eiMT 
Wassersiule  von  der  Höhe  b.    Es  wird  folglich;  P'tnP-f-g^h«  und 

H  -f  -=^  =  H  —  b.    Man  muss  folglich  in  allen  Torbergdien- 

den  Formeln  als  Druckböhe  den  Höhenunterschied  der  beiden 
Wasserspiegel  annehmen. 

Der  Ausflusscoefficient  wird  in  diesem  Falle,  wie  besondere 
Beobachtungen  gezeigt  haben,  denselben  Wertb  erhalten,  wie  der- 
jenige, welcher  dem  Ausfluss  in  freier  Luft  und  einer  dem  Höhen- 
unterschied gleichen  Druckhöhe  entspricht. 

Ist  die  Oeffnung  nur  theil weise  untergetQUcht ,  so  muss  man 
besonders  den  Ausfluss  durch  den  oberen  freien  und  durch  den 
unteren  untergetauchten  Theil  der  Oefliiung  berechnen. 

Dies  gilt  auch  von  den  untergetauchten  oder  unvoll- 
ständigen Ueberfällen  (Fig.  160).  Man  betrachtet  diese  als 
aus  zwei  besonderen  Oeffnungen  bestehend;  die  obere  einen  Ueber- 
fali  bildend,  dessen  Höhe  AG  gleich  dem  Unterschied  des  con- 
stanten  Niveaus  des  Wassers  oberhalb  und  unterhalb  der  Oeffnung 
ist;  die  untere  Oeffnung,  eine  untergetauchte  Oeffnung  CB  bil- 
dend, deren  Druckböhe  bis  A  gerechnejt  wird. 

■     » 

§.263. 
Lange  Ansaftzröhren  verzögern  den  AfUfluw  an»  so  mcAr,  je 
länger  dieselben  sind.    Die  Hindernisse,  weiche  üe  RöhrenwändB 

95* 
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der  Bewegung  des  Wassers  entgegensetzen,  sind  zweierlei  Art» 
indem  sie  tfaetlweise  von  der  Adhäsion  oder  Klebrigkeit  des  Was- 
sers an  den  Wänden»  theilweise  aber  auch  von  einer  Beibung  des 
Wassers  gegen  dieselben  herrühren.  Die  Reibung  ist  indessen  hier 
wesentlich  von  der  zwischen  zwei  festen  Körpern  stattfindenden 
Reibung  verschieden,  indem  sie  hier  in  dem  Verlust  der  lebendigen 
Kraft  besteht  r  welchen  die  von  den  Unebenheiten  der  Wände  zu- 
rückgestossenen  Tbeilchen  und  die  dadurch  bewirkten  kleinen  Wir- 
bel des  Wassers  verursaoben,  während  bei  der  Reibung  der  festen 
Körper  der  Verlust  der  lebendigen  Kraft  von  den  Schwingungen 
der  in  einander  greifenden  Theile  nm  ihre  Gleidig6wicbtslage*her- 
r&fart  Wahrend  bei  festen  Körpern  die  Amplitude  nnd  folglich 
die  grosst^  Geschwindigkeit  dieser  Schwingungen  nur  von  der  Tiefe 
des  Iqeinandergreifens  der  Moleküle  und  (olglich  von  dem  Drucke 
abhängt,  dagegen  von  der  relativen  Geschwindigkeit  der  Körper 
unabhängig  ist,  werden  die  bei  den  flössigen  Körpern  stattfinden- 
den Wirbel  nur  von  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  abhängig, 
dagegen  von  dem  Drucke  unabhängig  sein.  Der  durch  diese  Wir- 
bel verursachte  Verlust  der  lebendigen  Kraft  muss  dem  Quadrate 
dieser  Geschwindigkeit  proportional  sein.  Den  durch  die  Adhäsion 
verursachten  Widerstand  kann  man  dagegen  der  ersten  Potenz  der 
Geschwindigkeit  proportional  annehmen. 

Beide  Arten  von  Widerständen  müssen  auch  der  Länge  der 
Röhre  oder  des  Canals  und  dem  Perimeter  des  geoässten  Theils 
derselben  proportional  angenommen  werden. 

Man  wird  durch  diese  Betrachtungen  zu  der  folgenden  For- 
mel geführt  für  den  Widerstand  einer  Röhre  oder  eines  Canals: 

^pl(au  +  /?u*), 

wo  Q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  p  den  genässten  Perimeter,  I 
die  Länge  der  Röhre,  und  u  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in 
der  Röhre  bezeichnet. 

Die  dynamische  Arbeit  dieses  V^derstandes  in  einem  Zeitele- 
meate  dt  wird  gleich: 
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^pl(aQ  +  /9o*)Qdt 
Diese  widerstehende  Arbeit  muss  dann  von  der  bewegenden  Ar- 
beit der  Schwere  und  des  Druckes  in  der  allgemeinen  Differen- 
tialgleichung der  Bewegung  subtrahirt  werden.  Dividirt  man,  wie 
im  §.  259,  mit  mi2Udt  ^=  ucodt,  wo  co  den  Querschnitt  der  Röhre 
bezeichnet,  so  findet  man: 

,nü2d.uJ'^+*,ü.(l-^)  = 

O 

eoCa-Sh)  +  P-P'-  ^'  (an  +  /Ja«), 

wo  ^h  die  Summe  der  durch  die  verschiedenen  plötzlichen  Ver- 
engungen und  Erweiterungen  verursachten  Höhenverluste  be* 
zeichnet 

Bezeichnet  man,  wie  früher,  durch  V  den  constanten  Grenz- 
werth  der  Ausflussgeschwindigkeit,  so  findet  man  diesen,  indem 
man  in  der  obigen  Gleichung :  U  =  V,  d^U  =  d^Y  sa  o  setzt,  ^wo- 
durch: 

t «V*  (l  -  ^)  =  tt (H-2h)  +  P-F-^ («u  +  ßu-h 

und  folglich: 


2g(^H  -  :Sh  +l-Z-^(au H- »»>)) 


o» 

Der  durch  die  Reibung   und  Adhäsion  verursachte  Hobenverhist 
wird  folglich  gleich: 

h' - -g;  (cm  4- /Jn«), 
und  hieraus  der  Widerstandscoellicient  w,    wegen  der  Gleichung: 


00» 


oder,  weil  u«  =  mßV,    V  =  — r-,  gleich: 


ms 


i 
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Durch  Hüire  dieses  Widerstandscoefficienten  wird: 


wenn  man  durch  W  3s=  ^w  "=  2e  '^^  ^^  Summe  der  durch  die 

verschiedenen  plötzlichen  Verengungen  und  Erweiterungen  stattGn- 

denden  WiderstandscoefQcienten  beceicbuet 

Es  ist  in  diesen  Formeln  bei  Ausfluss  des  Wassers  in  freier 

P p# 

Luft:  P  — F  =  0,  und  bei  untergetauchter  Oeffnung:  H  +  -^r- 

gleich  dem  Höhenunterschied  der  beiden  Wasserspiegel 

Bezeichnen  wir  diesen  Höhenunterschied  ebenso  wie  die  Dmek- 

höhe  bei  freier  Oeffnung  durch   H  und  vernachlässigen  wir  das 

Verbältniss  ^»  so  wird  folglich: 


Die  Geschwindigkeit  u  des  Wassers  in  der  Röhre  hängt  von 

der  Ausflussgeschwindigkeit  V  durch  die  Gleichung:  u=  —  .V 
ab»  Man  berechnet  daher  erst  annäherungsweise  V,  indem  man 
die  Reibung  und  Adhäsion  vernachlässigt;  aus  diesem  approximir- 
ten  Werthe  von  V  berechnet  man  dann  einen  approximirten  Werth 
von  u,  und  daraus  den  Druckhöhenverlust  oder  den  Widerstands- 
coefficienten w^  und  hieraus  wieder  einen  genaueren  Werth  von 
V.  Wenn  es  nöthig  sein  sollte,  berechnet  man  hieraus  wieder 
einen  zweiten  genaueren  Werth  von  u,  und  daraus  wieder  h'  oder 
w'  und  V. 

Nach  d'Aubuisson  ist,  wenn  der  Fuss  als  Längeneinheit  an- 
genommen wird: 

a  =  0,000589,        ~  =  0,000  0188, 
ß  =  0,003359 ,        ^  =  0,000  1074 
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Weisbacb  oimint  statt  aa4-7tQ*  die  Funktion: 

«'uVu  +  /J'u* 
ao,'  und  setzt  folglich: 

Er  gibt  für  a'  and  ß'  die  Wertbe: 

«'=0,002115;    -^=0,000  0676. 

6 

^  =  0,001798;     f  =  0,000  0575. 

Nach  Prony,  Eytelwein  und  d'Aubuisson  gelten  die  an- 
gefuhrtea  Werthe  der  Coefficienten  a  und  ß  für  sdle  Arten  Roh- 
ren. Nach  Weisbach  sollen  sie  für  Holzröhren  1 ,75  mal  so  gross 
sein,  wie  die  oben  angegebenen,  welche  insbesondere  aus  Beob- 
achtungen mit  Metallröhren  hergeleitet  sind. 

§.  264. 

Will  man  den  Ausfluss  eines  Reservoirs  durch  eine  lange  Rohre 
berechnen,  und  es  findet  sonst  kein  andere  Widerstand,  als  der 
durch  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Rohre  statt,  so  wnrä  näcli 
§260: 

und  man  findet  folglicb: 

V  =  l/'2g(H-2h-h')  =  y2g[H  -  0,4  —  ^  («V+/JV«)] 
Hieraus  findet  man  wieder: 

oder: 

V»(l,4  +  2/?^)  +  2a||-V=.2gU, 
woraus : 
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a. 


2«H  /     «  •  't: 


l.*+2/J.£|'^L'      L  +  2iJ.nL'^ll„+2^.f| 


a       p    '    a 
oder,  wenn  man  die  Werthe  von  «,  ß^  g  substituirt: 

—  1  +  y  |l*  +  S?f^2M600  0Q0.i2-f-  1212000  Aj 


»77.^+11,41  1 


o^ 


Bei  sehr  langen  Röhren   kann   man  die  mit  -—  multiplicirten 

Glieder  in  Bezug  auf  die  mit  I  multiphcirten  vernachlässigen,   und 
man  erhalt  dann  die  Formel:     . 


2^  +  y  VißJ  "^  J-  pi 


«  -  0,0877  +  1^0,00769  +  9315  .  ^. 

Isl  di§  Geschwindigkeit  V  gegeben»   so  findet)  man  hieraus  omge- 

kehrt  für  sehr  lange  Röhren: 

E(ü  ^  «V+/yv»  ^  Q  QQQ  ^j^gg  y  ^  0,0001074  V. 
pl  g  '       . 

Bezeichnet  man  die  Ansfhissmenge  durch  Q,  so  ist:  V  =  ^. 

Dieser  Werth  in  die  Formel: 

2gH=l,4V«+^(aV  +  ^V>) 

substituirt,  giebt  die  zu  einer  gegebenen  fortzuführenden  Wasser- 
menge nölhige  Druckhöhe  gleich: 

2g      ci>«        w    vg      (li        g      (ü*J 

Ist  die  Druckhöhe  gegeben  und  sucht  man  die  Ausflussmenge 

Q,  so  hat  man  die  Gleichung:    

api  ,  ^  /"v       2sUc?  /      gpl        \'7 
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§.  265. 

Bei  Röbrenleitungefi  mit  kreisranden  Oefbungcn  ist:  a)=i7id', 
p  =  7id,  wenn  d  den  Durchmesser  der  Röhren  bezeichnet.  Sub- 
stituirt  mau  diese  Werthe  in  den  Formeln  des  vorhergebenden 
Paragraphen,  so  findet  man  die  um  eine  gegebene  Wassermenge 
fortzurübren  nötbige  Druckhöhe  gleich: 

•  * 

oder,  wenn  die  Werthe  von  a,  ß,  g  sabstituirt  werden :    . 
H  =  0,0363  .  ^  +  0,000696  ^  (0*  +  0,1377  Qd»). 

Ist  umgekehrt  die  Druckhöhe  gegeben,  und  sucht  man  diq 
Ausflussmenge,  so  wird: 


'  +  ** 


Sabstituirt  man  hier  die  Werthe  von  a^  ßf  g,  so  findet  man: 

^ q,0689_W»       i/'  ^1»37  Hd*    ,    /"  0,689  ld«\»j 

V-        -1+52,10-^1^    1 1+52,1  d   '*"Vi+52,i(|j{- 

Sucht  man  endlich  den  Durchmesser  der  Röhrenleitung,  wel- 
cher nothwendig  ist,  um  bei  einer  gegebenen  Länge  und  Druck- 
höbe eine  gegebene  Wassermenge  fortzuführen,  so  hat  man  hierzu 
die  erste  obige  Gleichung  in  Bezug  auf  d  geordnet: 

V.wg      H  ff*8      H  jr*g      H  J 

Um  diese  Gleichung  annäherungsweise  aufzulösen,   kann  man  erst 
den  Durchmesser  gleich: 

d'  =^'\/^W^Ql 

setzen,  und  nachher  einen  zweiten  angenäherten  Werlh  durch  die 
Gleichung: 

d.-§ii?  ifil     n^   Q*d'  +  *^«   ^   d" 


5SZ     Mecbflnisdie  Bigeoschaftcn  (tor  Körper  und  deren  Bitfiiss 

bestimmen.  Substituirt  man  die  Werthe  von  a»  ßf  gi  so  findet  man 
die  Formeln: 

d'  =  "^"0,000696 1|^  =  0;i33  y"^ 
d»  «  0,000696 .  '-|^  +  0,0363  ^  d'  +  0,000  0958  ^-  d'V 

Ist  die  Lange  der  Röhrenleitung  sehr  gross ,  so  kann  man 
bei  Berechnung  der  nötbigen  Druckhöhe  das  erste  Glied,  in  wel- 
chem I  nicht  vorkommt,  vernachlässigen.    Man  findet  dami: 

° = 5^  •  i^  ^Q' + ^  ^^'^  =  *^'^^^^^^  h  tQ*  +  ^'*"^  ^*'>- 

Ebenso   kann  man  bei  Berechnung  der  Äusflussmenge  das  Glied 
g4- .  d  in  Bezug  auf  1  vernachlässigen,  wodurch  man  findet : 

«=  —  0,0689  d»  +  y^  1437  9p  +  (0,0889  d«)V 

Endlich  hat  man  in  diesem  FaHe  flir  ^  Berechnung  des  Durch- 
messers: 

oder: 

d»  =  0,000696 .  '§  (Q  +  0,1377  d»), 
wo  auf  der  rechten  Seite  statt  d  der  erste  angenäherte  Werth: 

ds  0,233 
gesetzt  werden  muss. 

§.  266. 

Gewöhnlich  ist  das  Ende  der  Röhrenleitung  mit  einem  enge- 
ren Ansatzrohr  versehen.  Bezeichnet  man  durch  st  die  Mündung 
dieses  Ausatzrohres,  durch  m  dessen  Ausflusscoefficienten,  so  wurd: 

u  =  ^  .  V ,  und  folglich : 
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:a  =  o,4.^-o,4.-^.^. 

h'  =  ll  (an  +  /Ja.)  =  ^  .  2^(«V  +  5^/JV). 

Diese  Wertbe  in  der  Gleichung: 

V  «  V^2g(H-^h--h'),    oder:    2gH  =  V«  +  2g Jh  +  2gh' 
substituirt,  geben: 

2«H  =  V.  (14-  0.4  5^*)  +  ^J!  .  i5^  (aV  +  ^  /»V«), 
oder,  wenn  man  V  «  ^  substituirt : 

Hieraus  findet  man  dann  die  nöthige  Druckhöhe: 

2g  «"IP      gw- wA  ^  w/ 

und  die  Ausflussmenge: 


in*2I»  ^  •*'  •  o> 


o^+;;:iin  +  V. 


Q.=  _ 


Bei  RShrenlettangen  mit  kreisrunden  Quersdmilten  mid  run- 
der Hfindong  wird:  p  s^  Tid,  a»  =s  ^  7vd%  A  =  |  m)*,  wenn  ^  den 
Dnrdimesser  der  Oeffnnng  bezeichnet     Es  wird  dann: 

8         Q»        0,32    Q«       64/»      I   ,q,  ,na  ,^ 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  «,  ß,  g  substittrirt: 

H  »  0,02591  -^  +  0,01036 .  ^  +  0,000696  .  ^  (Q» +0,13770  d'). 
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Q  = ^ß 


??.ld» 


^"^  \8ß'  m*J*'*"WßJ 


) 64/? 

1  4.fl.        "*     4.    * 


+  1/   i      .r^^. r^+'  ''^'"* 


oder,  wenn  man  die  Werthe  von  «,  /},  g  substituirt: 

Q  ^  _  0^0689  Id* 


'  +  <37„^j^+14,«,)d 


1437  Hd«  /  0,0689  Id* 


"*"  ' .  i»  +  C37,i^^+14^)d  ■*"  ^  1  +  (37„  ^  +  14,,,)  d 

Wird  der  Durchmesser  der  Mündung  ä  gesucht,  so  findet 
man  ihn  aus  der  ersten  dieser  Glächungen; 


d5  -52??..  Q«d  +.  ^  .  1(Q«  +  ^  Qdt)* 
w*g     ^      ^  jr«g       ^^    ^   4^  ^      ^ 

oder,  wenn  die  Werthe  substituirt  werden: 

,^  _  J^  { 0,0259  Q»d» 

m«  I  Hd»— 0.01036  Q«d  + 0,000696 1(0»  +  0,1377 Qd*)i" 

§.  267. 

Bfldet  die  Röhrenleitung  ein  Knie,  so  findet  sowohl  wegen 
der  plötzlichen  Aenderung  der  Richtung,  wie  wegen  der  im  Knie 
stattfindenden  Gontraction  des  Wasserstrahls  (Fig.  161),  eine  plöii* 
liehe  Veränderung  der  Geschwindigkeit  und  daher  ein  Verlust  der 
lebendigen  Kraft  statt.  Dieser,  und  folglich  der  durch  das  Knie 
verursachte  Höbenverlust  wird  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
proportional  sein.  Die  hierüber  an  verschiedenen  Knieen  angestell- 
ten Versuche  haben  nach  Weisbach  auf  den  folgenden  Aus- 
druck des  Höhenverlustes  geführt: 

h  ==  (0,9457  Bin«  ^  y  +  2,047  »in»  i  y)  5^ , 


^ 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.        555 

wo  9  den  Kniewinkel  bezeichnet 

Bei  einem  recbtwinklichen  Knie  (Fig.  162)  wird  ^  =  SO"*, 
sin'  ^qt  =  ^t  und  rolglich: 

h  ==  0,9848  .  ^  . 

Der  Höhenverlust  wird  folglich  hier  beinahe  gleich  der  Geschwinr 

digkeitsböhe:  ^  . 

Gekrümmte  Röhren  (Fig.  163)  geben  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  einen  viel  kleineren  Höhenverlust  als  Knieröhren/  Be- 
zeichnet man  durch  r  den  Halbmesser  der  Röhrenleitung,  welche 
man  mit  kreisförmigem  Querschnitt  annimmt,  durch  R  den  mitt- 
leren Krümmungshalbmesser  der  Axenlinie  AB,  durch  n*"  die  An- 
zahl von  Graden  des  Ablenkungsvnnkels  ACB,  durch  u  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wassers  in  der  Röhre,  durch  V  die  Ausfluss- 
gesch windigkeit,  so  ist  nach  Weisbach  der  Höhenverlust  gleich: 

h-(0,131  +  1^7.(|-)*)4.;-J. 

Snbstitoirt  man  statt  der  Geschwindigkeit  u  die  Wassermenge 

Q  durch  Hülfe  der  Formel:  u  =  -^ ,  so  wird  der  Höhenverlust: 

h -(0,181  + 1,847.  (^)*)j|l.  5^. 

Nayier  und  Morin  wenden  die  folgende  Formel  an: 

h  =  (0,0124  +  0,0186  R) -|; .  1^, 

wo  b  die  Länge  des  Bogens  AB  der  Axenlinie  bezeichnet,  folglich : 

b  a" 

oder: 

h  =  (rr.  0,0186  +  «. 0,0144  •  j)  •  "^  •  g  -f 

-(0,0585  +  0,0142.4).-5^;.|, 
folglich  von  r,  oder  dem  Halbmesser  der  Röhre,  unabhängig. 
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§.  268. 

Wenn  eine  Röhrenleitung  in  die  freie  Luft  miUidet,  und  die 
Mündung  nach  oben  gerichtet  ist,  so  giebt  sie  einen  springenden 
Wasserstrahl.  Damit  ein  solcher  möglichst  hoch  steige,  ist  es 
nöthig,  nicht  nur  in  der  RShrenlätung  die  Hindernisse  gegen  die 
Bewegung  des  Wassers  so  klein  wie  möglich  zu  machen,  sondem 
auch  solche  Mundstücke  anzuwenden,  welche  dem  Wasser  die 
kleinsten  Hindernisse  in  den  Weg  legen,  und  denen  folglich  die 
grössten  GeschwindigkeitscoefKicienten  entsprechen.  Es  sind  diese 
die  Mündungen  in  der  dünnen  Wand,  und  die  nach  dem  contra- 
hirten  Wasserstrahl  geformten  Ansatzröhren.  Mündungen  in  der 
diinnen  Wand  werden  deswegen  nicht  angewendet,  weil  der  durch 
diese  gebildete  Wasserstrahl,  wie  im  §.  252  bemerkt,  bald  ab- 
wechselnde Knoten  und  Bauche  bildet,  und  dadurch  von  der  äusse- 
ren Luft  früh  zertheilt  wird.  Es  werden  deswegen  bei  Spring- 
brunnen und  Feuerspritzen  nach  dem  contrabirten  Wasserstrahl 
geformte  Aosatzr Öhren  mit  einer  wenig  conisch -couTergentea  Ver- 
längerung angewendet  (Fig.  164).  Diese  Ansatzröhren  diirfen  je- 
doch nicht  lang  sein,  weil  alsdann  das  Wasser,  welches  hier  seine 
gi;össte  Geschwindigkeit  hat,  durch  die  Reibung  einen  bedeutenden 
Druckverlust  erleidet 

Die  Ausflussgeschwindigkeit  V  wird  dann  durch  die  Formeln 
des  §.  266  gegeben  werden: 

V  =  KzgCH— ^— h'). 
Bei  Springbrunnen  sind  gewöhnlich  die  Ansatzröhren  so  kurz,  dass 
man  die  Reibung  des  Wassers  in  denselben  vernachlässigen  kam; 
hei  Feuerspritzen  muss  man  sie  dagegen  mitrechnen. 

Die  zu  der  Geschwindigkeit  V  gehörige  Sprunghöhe  würde 

im  luftleeren  Räume  gleich  •  S  =  -^  sein.    In  der  Luft  kann  man 

sie  gleich:    S,  «  |^  (l  -,  0,00314  Q   =  S (1—0,00814  S)  an- 
nehmen. 
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§.  269. 

Wenn  das  Wasser  ans  einer  Hauptröhre  in  zwei  Seiteuröh- 
ren geleitet  wird,  und  die^Verbindung  der  Seitenröhren  mit  der 
Hauptröhre  so  eingerichtet  ist,  dass  kein  merklicher  Verlust  an 
lebendiger  Kraft  dadurch  verursacht  wird,  so  kann  man  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wassers  in  der  Hauptröhre  und  den  beiden 
Seitenröhren  dadurch  bestimmen,  dass  die  am  Theilungspunkte  der 
Röhren  wirkende  Druckhöhe  des  Wassers  überall  gleich  ist. 

Bezeichnen  wir  durch  H  die  Höhe  des  Reservoirs  über  dem 
Theilungspunkte  der  Röhrenleitung,  durch  L  die  Lange,  durch  D 
den  Durchmesser  der  Hauptröhre  und  durch  V  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  in  derselben;  durch  h  die  Höhe  des  Theilungs- 
punktes  über  der  Ausflussöflhung  der  einen  Seitenröhre,  durch  1 
seine  Länge,  durch  d  seinen  Durchmesser,  durch  u  die  Geschwin- 
digkeit des  Wassers  in  derselben  und  durch  6  den  Durchmesser 
seiner  Ausflussöffnung;  endlich  durch  h\  Y,  d',  u',  &  die  entspre- 
chenden Grössen  der  zweiten  Seitenröhre« 

Es  wird  dann  der  Höhenverlust  des  Wassers  ia  der  Haupt» 
röhre  an  dem  Theilungspunkte  gleich: 

^  (aV  +  /JV«), 

und  folglich  die  wirkende  Druckhöhe  gleich: 

Die  zur  Bew^ung  des  Wassers   irt  der  ersten  Seitenröhre 

nöthige  Druckhöhe  findet  man  aus  §.  266,  wenn  man  daselbst  den 

WiderstandscoefBcienten  W=»0,  den  AusOusscoeflScienten  m  =  l, 

und  die  Ausflussmenge:  Q  =  cou  ==  imi'u  setzt,  gleich: 

u*    d*      4  1 

Ebenso  findet  man  die  zur  Bewegung  des  Wassers  in  der 

zweiten  Seitenrohre  nöthige  Druckhöhe  gleich: 

o'*    d'4      4 1' 
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Diese  drei  Druckhöben  mfissen  dann  gleich  sein,  was  die 
zwei  Gleichungen  giebt: 

1  n't.     AU         AI/. 

.        .  -fe  4^ +  15^  (-'  +  '»"")• 

Ausserdem  hat  man  noch  die  Coniinuitätsgleichung,    welche 

ausdrückt^   dass   die   in   der  Hauptröhre   bewegte  Wasserroenge 

gleich   der   Summe   derjenigen   in   beiden  Seitenröhren  bewegten 

ist,  Tplglich: 

VD«  =  od«  +  u'd'«. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  dann,  die  drei  Geschwin- 
digkeiten: V,  u,  u',  berechnen. 

Finden  in  den  Röhren  andere  HindernisstC  wie  Eniee,  Ver- 
engungen u.  s.  w.  statt,  so  müssen  die  dadurch  verursachten  Hö- 
henverluste zu  den  durch  die  Reibung  verursachten  addirt  werden. 

§.  270. 

Den  Druck  des  Wassers  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Röh-^ 
renleitung  findet  man  aus  der  Formel  des  §.  259: 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  dem  gegebenen  Quer- 
schnitte der  Röhrenleitung,  H  die  Tiefe  dieses  Querschnittes  unter 
dem  Niveau  des  Reservoirs,  P  den  Druck  der  Atmosphäre  auf 
dieses  Niveau,  P'  den  gesuchten  Druck  des  Wassers  in  dem  ge- 
gebenen Querschnitte  und  j^h  die  Suifnme  aller  zwischen  dem  Re- 
servoir und  dem  gegebenen  Querschnitte  stattfindenden  Druckhö- 
benverluste  bezeichnet.   Man  findet  dann  hieraus: 

F«P  +  6ß(H-^^--ai). 

Man  kann  diesen  Druck  F  direkt  messen  durch  Wassersäu- 
len, welche  sich  in  senkrecht  aufgesetzten  Röhren  erhalten.  Be- 
zeichnet man  durch  z  die  Wasserhöhe  in  einer  solchen  oben  offe« 
nen  Röhre,  so  wird:  P' =  P  +  g^z,  und  folglich: 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.     559 

V- 
*  =  H  -  ^f 2h. 

Betrachtet  man  einen  folgenden  Querschnitt  derselben  Röhre, 
w^  folglich  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  dieselbe  ist,  bezeich- 
net durch  H'  das  Gerälie  der  Leitung  zwischen  beiden  Querschnit- 
ten, durch  h^  den  durch  die  Reibung  und  andere  Hindernisse  ge- 
gen die  Bewegung  zwischen  beiden  Querschnitten  verursachten 
Höhenverlust,  und  durch  if  die  entsprechende  Wasserhöhe,  so 
wird  hier: 

i'  «  H  +  W  —  ^  —  2h  — b', 

ig  ' 

und  folglich: 

i'  — i  =  H'  — h'. 

Hieraus  findet  man  dann  umgekehrt  den  Druckhöhenverlust 
gleich: 

h'=-ir-(»'— i). 
Durch  diese  Formel  kann  man  folglich,   wenn  die  Höhe  H'  des 
Gefälles  und  die  Wasserhöhen  z  und  z'  gemessen  worden   sind, 
den  auf  dem  gegebenen  Stück  der  Röhre  stat(,findenden  Druckliö- 
benverlust  finden. 

Röhren,  welche  lediglich  zu  diesem  Zwecke  angebracht  sind, 
werden  Piezometer  genannt  Der  Unterschfied  zwischen  der 
Höhe  des  Gefälles  und  der  Piezometerdifferenz  an  den  beiden  End- 
punkten irgend  eines  Theiles  der  Röhrenleitung  giebt  folglich  den 
Druckhöhenverlust,  welcher  durch  die  auf  diesem  Stucke  stattfin- 
denden Hindernisse  verursacht  wird,  welcher  Art  diese  auch 
sind«  Ein  Sinken  des  Piezometesstandes  zeigt  sofort  die  in  den 
oberen  Theilen  der  Leitung  neu  zugekommenen  Hindemisse  an, 
und  misst  zugleich  den  durch  dieselben  verursachten  HöhenverlusL 

§.  271. 

Der  durch  die  Reibung  und  Adhäsion  des  Wassers  in  Wasser- 
leitungen und  Canälen  verursachte  Drackhöhenverlust  wird  bei  glei- 
cher Länge,  gleichem  Querschnitte  und  derselben  Gescbwindigkeit  am 

LckrbMli  der  JlMUsik.  36 
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• 

kleinsten,  wenn  der  genässte  Perimeter  am  kleinsten  ist  B^i  Röbren- 

leitungen  wird  dies  der  Fall,   wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist. 

Bei   offenen   Canälen   wird   die   Form   eines   Paraileltrapezes 

ABGD  (Fig.  165)  angewendet    Setzt  man  die  untere  Breite  BG=b, 

BE 

die  Böschung  jb==«»   che  Tiefe  AE  gleich  h,   so  wird  der  ge- 
nässte Perimeter  gleich: 

p  =3  b  +  2yh« -hn»h«  «  h  +  2hV^r+"nS 

und  der  Querschnitt: 

(0  =  h(b  -1^  nh). 
Die  Böschung  n  ist  gewöhnlich  gegeben»  Bei  ausgegrabenen  Ca- 
nälen ist  sie  von  der  Natur  des  Erdreichs,  worin  der  Canal  aus- 
gegraben ist,  bestimmt  Der  Querschnitt  <o  ist  durch  die  Ge- 
scliwindigkeit  und  das  Volumen  des  Wassers,  welches  der  Ganal 
führen  soll,  gegeben.  Die  Werthe  von  b  und  h,  welche  der  Glei- 
chung:  h  (b  4- ob)  =  o»  entsprechen  und  p  zu  einem  Minimum 
machen,  findet  man  dann  aus  der  Gleichung: 

«^bP  ^jiP       ^        1        2 


oder 


.    1         2r^i+n. 

•      TT     ^^        J     ■      n. T-» 


d,,ci#  dfcw'  ■    h  .         b  +  2  nh 

woraus : 


b-}.2nhi=.  2h  VT+n%  b  =r  2h(Vl  +n*— n). 

Dieser  Werth  in  der  Gleichung :  h  (b  -j-  nh)  =  o»  substitoirt, 
giebt  die  Werthe: 

K2V1  — B»— n  h 

Bezeiöhnet  man  den  Böschutigswinkel  ABE  durch  0,  so  ist: 

n  =  cotgd,  YTT^  =  »in«,  2\^l"+n«  —  n  =  ^^^^^, 

und  es  wird  folglich: 

-       i/  w  sinö      .        CO       Uta 

^"^yt^^^r^e^  b  =  ^-hcotgd. 

Durch  diese  Gleichung  <9t  das  vovtheilhalleste  Querprofil  des 
Canais  bestimvit. 
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bt  die  Böschung  Null  und  der  Querschnitt  folglicb  ein  Rectan- 
gel,  so  wird: 

n  =  o,  h  =  y^,  b  =  -^  «  YTüü  =  2h. 


h 


§.  272. 
Wir  haben  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  den  Perimeter 

m 

des  genässten  Theils  der  Röhrenfeitung  oder '  des  Cauals  und  den 
Querschnitt  der  Flüssigkeit  in  derselben  als  überall  gleich  ange- 
kommen. Wo  dies  nicht,  der  Fall  ist,  muss  man  im  ^.263  die 
dynamische.  Arbeit  des  Reibung^-  und  Adhäsionswiderstandes  in 
einem  Zeitelemente  gleieh: 


1 1  p  (au  +  /Ja»)udl  =  ^mi2adt  jJ^ 


p  dt    p  (au  +  /Ja»)  udl  =  ^  mi2adt   -^  (au  +  /Ja«)  dl 

setzw,  wo  p,  0»,  u  Funktionen  von  1  sind,  und  die  Integration  in 
Bezug  auf  die  ganze  Länge  des  Ganais  stattfindet.  Man  findet 
dann  den  durch  den  Reibungs-  und  Adhasions Widerstand  verur- 
sachtjen  Höhenverlust  gleich: 


{[^(«11  + /Ja«)  dl. 


Es  findet  4iese  Formel  insbesondere  bei  offenen  Canälen  An- 
weqiong,  in  welchen  die  Werthe  von  p,  o»  und  folglich  u  sowohl 
wegen  der  verschieden  geformten  Querschnitte,  wie  wegen  der 
verschiedenen  Anschwellungen  des  Wassers  in  den  Canälen,  mit  I 
variirtn. 

Wenn  di^  Bewegung  constant  geworden  ist,  wird  sie  durch 
die  Gleichung: 

o 

bestimmt,   wo  O  die  Oberfläche  des  Reservoirs,  fi  den  Flächen-» 
inhak  irgend  eines  Querschnittes»  z  die  Tiefe  dieses  Quersdmittes 

36» 
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unter  der  Oberfläche  des  Reservoirs,  V  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers  senkrecht  auf  den  Querschnitt  Si,  2h  die  Summe  der 
Druckhöbenverluste  der  übrigen  nicht  von  der  Reibung  und  Ad- 
häsion des  Wassers  an  den  Ganal  wänden  herrührenden  Hindernisse 
gegen  die  Bewegung ,  P  den  Druck  der  Atmosphäre  auf  die  freie 
Oberfläche  des  Reservois  und  P^  den  Druck  auf  den  Querschnitt 
Si  bezeichnet. 

Nimmt  man  O  als  unendlich  gross  in  Bezug  auf  Q  an,  und 
dividirt  mit  q,  so  Gndet  man: 

V 

1 
I V  =:  g(.-  Sh)  -h  -^-J  £■  («n  4-  /Ja*)  dl. 

o 

Betrachtet  man  einen  vorhergehenden  Querschnitt  und  be- 
zeichnet durch  z^,  V^,  F^,  1^,  die  diesem  entsprecbenden  Werthe 
von  z,  V,  P'  un<)  I,  und  nimmt  man  an,  dass  die  Summe  der 
Druckhöhenverluste  2h  bei  beiden  Querschnitten  dieselbe  ist»  und 
dass  folglich  zwischen  den  beiden  Querschnitten  keine  anderen  Hin* 
dernisse  gegen  die  Bewegung,  als  die  Reibung  und  Adhäsion  de« 
Wassers  an  den  Canalwändeu  stattfinden,  so  wird  lur  diesen  Quer- 
schnitt: 

•    >. 


i  V.'  =  6(., -  2h)  +  ^'  _  I  JL  (,m  +  (Jn>)  dl. 


^-> 


Subtrahirt  man  die  zwei  vorhergehenden  Ausdrücke,  so  fin- 
det man: 

i  (VI  V:)  x=  g  (,  _  O  ~  fjl±' _  j  £- (au  + /Ju«)  di. 

I  • 

Bezeichnet  man  (Fig.  166)  durch  (^  und  t  die  Höhen  der 
oberen  Niveaulinien  M  und  N  über  einer  horizontalen  Ebene,  durch 
b,  und  h  die  Tiefen  der  Schwerpunkte  der  beiden  Querschnitte  in 
und  n  unter  den  entsprechenden  oberen  Niveaulinien,    so  iat  der 
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Druck  P/  auf  die  Flächeneinheit  des  ersten  Querschnittes  gleich 
F^  =  P  +  g^b^»  und  derjenige  des  zweiten  Querschnittes  gleich; 
F  =  P  +  gph.     Es  wird  folglich: 

g(*-«.)  -  ^^  =  g[(«-».)  +  (h,-h)]. 

Es  ist  aber :  z  r-  z»  =^  ^^9  '^e  ==  ^^*  ^  =^  ^^'  folglich : 
(z-zj  +  (h,-h)*=na+Mb-Nc=nd-Nc=AN=(C,~C)*.' 
und  folelich: 

Dies  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  giebt: 


*(V'-V')=:g(f,-D-  |^(aa  +  /Ju«)dl. 


-/^ 


lo 


Man  könnte  diese  Formel  auch  leicht  direkt  entwickeln  Airch 
den  Satz  der  lebendigen  Kraft.  Bezeichnet  man  nämlich  durch 
dH  die  Masse  der  Flüssigkeit,  welche  im  Zettelemente  dt  alle  Quer- 
schnitte des  Canals  durchströmt,  so  ist  die'  dynamische«  Arbeit  der 
Schwere  dieser  Flüssigkeit  gleich:  g(z  —  z^)dM.  Die  dynamische 
Arbeit  des  Druckes  auf  den  ersten  Querschnitt  wird  gleich : 

(P  +  qK)  ^oV,dt  =  ^-^^  .  dM. 

Die  dynamische  Arbeit  des  Druckes  auf  den  zweiten  Quer- 
schnitt wird  gleich: 

—  (P  +  Qh)  ÄVdt  =  —  ^?^  .  dM, 

weil 

QfloWdl  =  ^i2Vdt  =  dM. 
Die  Arbeit  der  Reibung  und  Adhäsion  an  den  Wänden  wird 
gleich : 

dM  |i^(au  +  /?u*)dl. 


'> 
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Die  lebendige  Krall  des  durch  deu  ersten  Querschnitt  zuströ- 
menden Wassers,  dessen  Hasse  dM  und  dessen  Geschwindigkeit 
V^  ist,  wird  gleich  ^V^'dM.  Die  lebendige  Kraft  des  durch  den 
zweiten  Querschnitt  ausströmenden  Wassers  wird  ebenso  gleich: 
^V'dM.  Die  lebendige  Kraft  des  zwischen  beiden  Quersphniften 
befindlichen  Wassers  wird  zu  Anfang  und  zu  Ende  des  Zeitele- 
mentes gleich,  weil  wir  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  jedem 
Querschnitte  als  in  Bezug  auf  die  Zeit  constant  angenommen  ha- 
ben. Der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  des  Wassers  wird  folg- 
lich gleich  der  Differenz  der  lebendigen  Krall  des  ausströmenden 
und  des  zuströmenden  Wassers,  und  folglich  gleich: 

T  (V'  -  y:)  dM. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  dann: 


--fe 


(au  +  /9u«)  dl, 


oder,  wenn  man  mit  dM  dividirt»  wie  oben: 


-o-j 


6(i-D-    I  ^- («u  +  i^u«)  dl. 


Bezeichnet  man  durch  Q  die  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden 
Querschnitt  strömende  Wassermenge,  welche  wir,  weil  hier  nur 
die  permanente  Bewegung  des  Wassers  betrachtet  wird,  als  con- 
stant in  Bezug  auf  die  Zeit  anf^ßhmen,  und  bezeichnet  man  durch 
So  und  ü  die  beiden  Querschnitte,  so  wird: 


[ 
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Bezeichnet  man  Terner  durch  H  =  Co.— £  das  GeTälle  der  Ober- 
fläche, und  setzt  der  Kürze  wegen: 


K  Id 


SO  wird  die  obige  Gleichung: 

^  Q* .  C  =  gH  -  («QM  +  /JQ»N). 
Hieraus  findet  man  dann: 

Q«(C  +  2iJN)  +  2aMQ  ==  2gH, 


Q ^__  +  V-M-  +(    «M    y 

^  C  +  2/yN  ^    F   C  +  2/JN  ^vc  +  2/?N^ 

1  1 

Die   Integrale    j^  und   {^  können  immer  durch  Approxi- 

mation  bestimmt  werden,  wenn  man  die  zu  mehreren  dazwischen- 
liegenden Querschnitten   gehörigen  Werthe  von  p  und  m  kennt 

Bezeichnet   man   durch  A,,  A,,  ^,9 K   die  Abstände   dieser 

Querschnitte  längs  des  Canals  gerechnet,  wo: 

•-'0  =  ^.+^.  +  ^.+...  +  ^..; 
durch  CO,,   <0^,   fti|»   ....o»,  die  Werthe  des  Flächeninhalts  der 

Querschnitte,    und  durch  p,?  p,9  p,»  ^ . ..  Pn  die  entsprechenden 

Werthe  der  genässten  Perimeter,  so  wird: 


M 


/' 


Ol*            w«       *"     w«      "^   ' 

1                       a 

lo 

1  p  ^» 

•  •  •   T"          » 

w*            w'              Ü/* 

1                      1 

1  P  ^» 
•  •  •     1"          ■ 

Sind  die  Abstände  A, ,  A^,  .  ..  ;i„  alle  gleich,  so  wird:  i>  = ^ 

Wenn  die  Anzahl  n  der  genässten  Querschnitte  eine  ungerade 
Zahl  ist,  kann  man  auch  die  genauere  Simpson  sehe*  Approxima- 
tioDsformeln  annehmen: 
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■f-  '"'»   |P'  t  P"  I  ?rP«  I   P*  !        PlLi«^4.ir-Pl4.-P-*-l-     p»^v 

Bei  Flüssen  und  ausgegrabenen  Canälen  sind  die  Widerstands- 
coefficienten  etwas  grösser  als  bei  Metallröhren.  Nach  Prony 
kann  man  annehmen: 

a  =  0,000759,  ß  «  0,003586. 
Nach  Weis b ach  ist: 

a  =  0,000691 ,  ß  =  0,003705. 

§.  273. 

Ist  der  Querschnitt  des  Canals  überall  derselbe  und  die  Tiefe 
des  Wassers  in  demselben  auch  überall  gleich,  so  wird  die  Ge- 
schwindigkeit in  allen  Querschnitten  dieselbe.  Die  Bewegung  des 
Wassers  wird  dann  gleichförmig  genannt.  Es  wird  dann  V  = 
V^  =  u,  p  und  Cd  constant,  und  folglich: 

Bezeichnet  man  durch  L  :=  I — I  die  Länge  der  Canalstrecke ,  wo 
diese  gleichförmige  Bewegung  stattGndet,  durch  H=£^-C  das 
Gefalle  auf  dieser  Strecke,  so  wird  folglich: 

und  folglich: 

Ist  die  in  der  Zeiteinheit  durchströmende  Wassermeiige  Q 
gegeben ,  so  wird :   V  =  — ,  und  folglich : 

JL  «  PQ  /"iL  4.  ^     Q  ^ 

*  *       H 

Das  Verhältniss*^-  oder  das  Gefälle  auf  der  Läi^geneinheit  wird 
die  Rösche*  des  Canals  genannt.  Sie  muss  constant  sein,  wenn 
die  Geschwindigkeit  constant  sein  soll. 
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Aus  den  obigen  Gleichungen  findet  man  wiede^: 

'^  -  -  §  +  V'gTg]-,  Q  =  «V. 

Substituirt  man  hier  die   von    Weisbach   angegebenen  Wertbe 
von  a  und  /}«  so  findet  man: 

•  ■ 

V  «  -  0,0933  +  91,9  y  5^  +  0,00000103. 

Wenn  das  Gerälle  auf  der  Längeneinheit^  und  folglich  die  Ge- 
schwindigkeit V  nicht  sehr  klein  ist,  kann  man  a  in  Bezug  auf 
ßY  vernachlässigen,  und  findet  dann: 


L         g<ii  f/JpL'^'^. 


oder: 


-5.  =  0,0001184 .  ;£-  V«,  y  =  n^Y^,  Q=  öl„ .  0,  Y^' 

Bezeichnet  man  durch  b  die  Breite  des  Bodens  des  Canais, 
durch  9  die  Böschung,  durch  y  die  Tiefe  des  Wassers,   so  wird: 

ö  =  (b  +  ycotgö)  .  y,  p  =  b  +  ^. 
Diese  Werthe  substituirt,  geben: 

H.  _       bsin9  +  2y        /^  «.  v  4-  A  V»^  • 
L       (bsind  +  yco8Ö)y  Vg       ^  g       /' 

V ^    .lAg»  (hsmO+ycos^)y       /a_^> 

"^  "         tß^J    ßL        bsiDÖ  +  2y       "^  Vw  ' 

Bei  rectangulärem  Querschnitte  ist  Q  ==  90%  folglich : 


H  _  b+2y/^ay         ß  yA.    ^  _        a       l/g        Hby   ( a\- 

Die  grösste  Geschwindigkeit,  welche  das  Wasser  erhalten  kann, 
ohne  den  Boden  des  panals  anzugreifen,  richtet  sich  nach  dessen 
Beschaffenheit.  Damit  das  Bett  nicht  angegriffen  wird,  darf  die 
Geschwindigkeit  nicht  überschreiten: 

bei  schlammigem  Boden \  Fuss 

bei  thonigem  Boden j-    - 
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bei  sandigen!  Boden . 1  Fus» 

bei  kiesigem  Boden 2    - 

bei  grobsteinigem  Boden    .    .    .    .    , 4    - 

bei  einem  Boden  von  Conglomerat  öder  Schiefer  .  .  5  - 
bei  einem  Boden  von  geschichtetem  Gestein ....  6  - 
bei  einem  Boden  von  hartem  ungeschichteten  Gestein  .10    - 

§.  274. 

Wir  haben  bisher  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Querschnitte 
§ls  überall  gleich  angesehen.  Dies  kami  auch  bei  Röhrenleitungen 
und  kleineren  Canakn  angenonAnen  werden.  Bei  grösseren  Canalen 
und  insbesondere  bei  Flüssen  findet  dagegen  ein  grösserer  Unter* 
schied  zwischen  der  Geschwindigkeit  an  verschiedenen  Stellen  des^ 
selben  Querschnittes  statt'  Die  Adhäsion  des  Wassers  an  dem 
Bette,  sowie  die  entstandenen  Wirbel  bewirken,  dass  der  Wider- 
stand gegen  die  Bewegung  des  Wassers  hier  am  grössten  ist,  und 
dass  daher  das  Wasser  hier  langsamer  als  in  delr  Mitte  da*  freien 
Oberfläche  fliesst.  Die  grösste  Geschwindigkeit  befindet  sich  bei 
geraden  Flussstrecken  an  derjenigen  Stelle  in  der  freien  Oberfläche 
des  Wassers,  wo  es  die  grösste  Tiefe  hat.  Man  nennt  diejenige 
Stelle,  wo  das  Wasser  die  grösste  Geschwindigkeit  hat,  den 
Stromstrich,  und  die  tiefste  Stelle  im  Bette  die  Stromriivne. 

Von  der  Oberfläche  ab  nimmt  die  Geschwindigkeit  in  jeder 
Vertikalen  ab,  und  ebenso  an  der  Oberfläche  zu  beiden  Seiten  des 
Stromstriches.  Beobachtungen  haben  gezeigt,  dass  in  derselben 
Vertikalen  die  Geschwindigkeit  ziemlich  nahe  den  Ordinaten  einer 
Ellipse  gleich  sind,  deren  kleinere  halbe  Axe  in  der  Oberfläche 
des  Wassers  ii^,  und  der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche 
gleich  ist,  und  deren  grössere  halbe  Axe  längs  der  gegebenen  Ver* 
tikalen  fällt  und  ohngefahr  anderthalbmal  so  gross  wie  die  Tiefe 
des  Wassers  ist.  Bezeichnet  man  durch  z  die  Tiefe,  durch  C  die 
Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche,  so  wird  hiemach  die  Ge- 
schwindigkeit an  deni  Boden  gleich :  -^  =  0,745U  sein,  und  die 


/ 


% 
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mittlere    Geschwindigkeit    gleich  :    -y  f  ^—3-  +  0"  ^®*  (b»ö  ==  -^\\ 

=  0,92  U.  Direkte  Beobachtungen  über  die  AusQussmenge  geben 
die  mittlere  Geschwindigkeit  zwischen  0,83  und  0»96  Mal  der  Ge- 
schwindigkeit an  der  Oberfläche.  Bei  grösseren  Flüssen  kann  man 
diesen  CoefBcienten  gleich  0,9  annehmen. 

Betrachtet  man  die  verschiedenen  Vertikalen  zu  beiden  Sei- 
ten  des  Stromstriches ,  *  so  nimmt  aueh  hier  die  Geschwindigkeit 
ao  der  Oberfläche  und  folglich  auch  die  jeder  Vertikalen  entspre- 
chende mittlere  Geschwindigkeit  zu  beiden  Seiten  ab.  Die  mitt-^ 
lere  Geschwindigkeit  des  ganzen  Querschnittes  wird  daher  in  ein 
noch  kleineres  Verhältniss  zur  Geschwindigkeit  im  Stromstriche 
stehen.  Bezeichnet  man  durch.  U  die  grösste  Geschwindigkeit  des 
Wassers  in  dem  Stromstriche ,  durch  V  die  mittlere  Geschwindig- ' . 
keil  des  ganzen  Querschnittes:  so  wird  man  durchschnittlich: 

V  =  0,85ü 
amiehmen  können. 

Bei  der  Anwendung  der  vorhergehenden  Formeln  auf  die  Be- 
wegung des  Wassers  in  grösseren  Canälen  und  Flüssen  ist  über- 
all als  die  Geschwindigkeit  des  Querschnittes  diese  mittlere  Ge- 
schwindigkeit anzunehmen. 

Das  Luftprofil  bildet  nicht  genau  eine  horizoniale  gerade,  son- 
dern eine  schwach  convexe  Linie.  Weil  die  Geschwindigkeit  in  den 
verschiedenen  auf  dem  Querschnitte  senkrechten  Wasserräden  ver- 
schieden sind,  so  üben  sie  auch  verschiedene  Drucke  gegen  einan- 
der aus;  die  schnelleren  WasserPäden  kleinere,  die  langsamer  ge- 
henden grössere  Drucke.  Bezeichnet  man  durch  U  die  Geschwin- 
digkeit im  Stromstriche,  durch  U^  die  Geschwindigkeit  an  dem 
Ufer,  durch  h  den  Höhenunterschied,  so  wird: 

Nimmt  man  U^  ==  0,75  U  an,  so  wird: 

h  «  ^  (1  -  (0,75)»)  «  0,44  y^  -  0,014  ü« 
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§.  275. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  Ganälen  und  Fliissen  wird  u  a  - 
gleichförmig  genannt ,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  den  ver- 
schiedenen Querschnitten  verschieden  ist.  Es  ist  dann  auch  der 
Reibungswiderstand  des  Flussbettes  verschieden. 

Nimmt  man  in  §.  272  die  beiden  Querschnitte  als  sehr  nahe 
an  einander  an,  oder  differentiirt  man  die  Gleichung: 

i  (V»-V/)  =  g(£;-D  -  [^  (au  +  |Jn')  dl, 

so  findet  man: 

VdV  =  —  gdf  —  -H.  (au  +  /Ja*)dl. 

Es  stelle  Fig.  167  einen  Längendurchschnitt  des  Canals  vor. 
Es  sei  AB  ein  Durchschnitt  des  Flussbettes  nach  der  Stromrinne, 
EF  der  Längendurchschnitt  des  Wasserniveaus,  9>  der  Winkel, 
welchen  die  Tangente  der  Bodenlinie  in  M'  mit  dem  Horizonte 
bildet,  welcher  Winkel  der  Abhang  des  Flussbettes  genennt 
wird,  y  =s  MM'  die  Höhe  ^des  Wasserniveaus  über  der  -  Bodenlinie, 
normal  auf  diese  gerechnet.  Es  sei  NN'  ein  zweiter  naheliegender 
Querschnitt,  Ma  durch  M  parallel  mit  der  Tangente  WC  des  Punk- 
tes M'  der  Bodenlinie  gezogen,  Nb  horizontal  durch  N  gezogen» 
und  ac  horizontal  durch  a.    Es  ist  alsdann: 

Mb  =  —  dC,  Ma  =:  dl,  aN  «  dy. 
Es  ist  ferner: 

Mb  =  Mc  —  bc  SS  Ma  sin  (jp  —  Nacosy,  oder: 
-£-  d^  c=  sin  (pdi  —  cos  ydy. 

Diese  Werthe  in  der  obigen  Differentialgleichung  substituirt,  geben : 

VdV  ==  g  sin  y  dl  —  g  cos  y  dy  —  £-  (aV  +  /JV»)dl. 

Bezeichnet  man  durch  Q  die  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden 
Querschnitt  strömende  Wassermenge,  welche  wir,  weil  wir  hier  nar 
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die  stetige  Bewegung  des  Wassers  betrachten,  als  constant  in  Be- 
zug auf  die  Zeit  annehmen,  so  wird: 


Q»Va),  V  = 


Q 

CO 


dV  =  — ^  =  — 


Vdio 


Ui' 


CO 


VdV  «  - 


Q«dco 


V*dio 


CO'  CO 

Diese  Werthe  substituirt,  geben  die  Gleichung: 


dco 


--  V*  —  «  g  Bin  9  dl  —  gxoBy  dy  —  ü  («V  +  /JV*)  dl, 


oder : 


Hieraus  findet  man  dann: 


dl=:= 


—  .  do)  —  g  cos  y  dy 


^ö>  —  g  cos  y  dy 


^(«v  +  ^v.)_g«„^       i(^  +  ^!)._g,i„^ 


Der  Abhang  des  Flussbettes  ^  ist  immer  sehr  klein.    Man  kann 
daher  cos  9)  =  1 ,  sin  cjp  =  9^  setzen ,  wodurch : 

,. V»dco  — •  gcody Q*dco  —  gio*dy 

""  p(aV  + /SV*) - gcoy  ■"  p(acoQ  +  /?Q»)— gcoV 

Kennt  man  auf  einer  gegebenen   Strecke   des  Canals  oder 
Flusses  die  Werthe  von  p,  o»,  .97  als  Funktionen  der  Wassertiefe  '. 
y,  so  kann  man  hieraus  I  als  Funktion  von  y  finden,   und  folglich 
auch  umgekehrt  die  Tiefe  des  Wassers  y  durch  I  bestimmen. 

Im  Allgemeinen  kennt  man  aber  die  allgemeine  Form'  dieser 
Funktionen  nicht.  Man  muss  sie^  dann  für  naheliegende  Quer- 
schnitte nach  und  nach  berechnen. 

Bezeichnet  man  durch  x  die  Breite  des  Luftprofils,  so  wird: 
d«0  =  xdy,  und  ftiglich: 

Bezeichnet  man  durch  tp  den  Winkel,  welchen  das  Niveau 
des  Wassers  mit  dem  Boden  bildet,  und  nimmt  diesen  Winkel  ab 
positiv  an,  wenn  die  Tiefe  des  Wassers  wachst,  so  wird: 
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tang^  =  tangNMa  =  ^^  =  gf , 
und  folglich: 

®^  Q*x  —  gw»  V«x  —  gcö 

Durch  diese  Gleichung  kann  man  die  Neigung  der  Oberfläche 
gegen  den  Boden  von  einem  Querschnitte  zu  einem  nahe  gelege- 
nen berechnen»  und  dadurch  den  Längendurchschnitt  des  Wasser- 
niveaus im  Canal  oder  Fluss  annäherungsweise  durch  ein  Poly- 
gon mit  vielen  kleinen .  Seiten  bestimmen. 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  nicht  sehr  klein,  so  kann 
man  aV  in  Bezug  auf  ß\'  vernachlässigen»  und  findet  dann: 

p     V» 


V«x  —  go»  «  X     V»         . 

§.  276, 
^er  Winkel,  welchen  die  Oberfläche  des  Wassers  mit  dem 
Horizonte  bildet ,  wird  gleich  (p  —  tp.  Wenn  dieser  Winkel  po- 
sitiv ist,  wird  die  Oberfläche  sich  in  der  Richtung  der  Bewegung 
gegen  den  Horizont  neigen;  wenn  er  negativ  ist,  wird  die  Ober- 
'  fläche  in  der  Richtung  der  Bewegung  höher  steigen.  Da  der  Win- 
kel tff  ebenso  wie  9)  immer  sehr  klein  ist,  so  kann  man  .tang  tfr 
gleich  tp  setzen  und  findet  alsdann: 

II)  — f/L=:fl>  ^  P(«V  +  ^V'> - g<"9    ^  V'xy-p(aV4/?V«) 

y       v%      y  v»x  —  goi     .  V»x  —  goi 

VY2(xy-jgp)  _  2«p      n 

_  2gV        o) Ol    '  yj 

""  V»     2x       " 

2g      III  , 

Bezeichnet  man  durch  H  =  -»r  die   der   Ggschwindigkeit   V 
entsprechtode  Druckhöhe,  So  wird: 

VW"  2xH         - 

—  1. 
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Damit  keine  Anschwellung  des  Wassers  stattfinde,  rouss  diese 
Grösse  positiv  sein.  Dies  ist  bei  dem  Eintritt  des  Wassers  in 
einen  Canal  zu  berücksichtigen,  damit  keine  Anschwellung  des 
Wassers  im  Canal  dem  freien  Ausfluss  aus  dem  Reservoir  hindernd 
entgegentrete. 

Findet  z.  B.  der  Eintritt  des  Wassers  durch  eine  rectanguläre 
Oeffuung  mit  Druck  auf  der  Oberkante  statt,  und  bilden  der  Bo- 
den und  die  Wände  des  Canals  eine  Fortsetzung  der  Seiten  dieser 
OeffnuDg,  so  ist  in  der  obigen  Formel  H  gleich  der  Druckhöhe 
des  Wassers  im  Reservoir,  x  constant  gleich  der  Breite  b  der 
Oeffnung,  y  gleich  deren  Höhe  h,  und  tp  gleich  dem  Neigungswin- 
kel des  Canals«  Es  wird  d^nn :  o»  =  bh ,  p  =  b  4-  2h ,  und 
folglich : 

Damit  jetzt  keine  den  freien  AusQuss  hindernde  Anschwellung 
des  Wassers  im  Canal  gleich  vor  der  Mündung  stattfinden  soll, 
muss  dieser  Werth  positiv  sein.    Es  ist  aber,  weil  auf  der  oberen 

Kante  der  Oeffnung  Druck  stattfindet:   H  >  y,  folglich  |-H>1, 

oder  der  Nenner  positiv;  es  muss  folglich  auch  der  Zähler  positiv 
sein,  oder: 

by-/g(b  +  2b)  a(b  +  2h)  i        ^ 

'  bh         '      "^         bh         *  Y2gR  ^  ® 

sein,  woraus: 

^  et 

Ist  die  Druckhöhe  H  nicht  sehr  klein,  so  kann  man  y^^fg  in  Bq: 
zug  auf  ^  vernachlässigen  und  findet  dann: 

.«>  >  /J  .  ^^,    oder :  y  >  0,0037  •  (l  +  t)- 
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§.  277. 

Vtn  bei  einertt  rechtwinUigen  Canal  die  Verbindung  zwischeü 
der  Länge  1  und  der  Geschwindigkeit  V  zu  finden,  muss  man  io 
der  früheren  Differentialgleichung: 

VdV  =  g  8tn  tpAl  —  g  cos  ydy  —  JE-  (aV  +  /?V«)dl, 

setzen.    Setzt  man  zugleich  wie  froher  cos  9)  =«  1,  sin  9>  ss  ^,  so 
findet  man: 

VdV  =  (gy -^(aV4-/JV'))dl+f^dV, 


woraus: 
dl 


Q(gQ  -  bV») 


^V(aV  +  /JV')-«Qv 


dVa 


Q(gQ-bV) 


(bV+?^)(«V  +  /JV)-gQy 


dV. 


Ist  die  Wassermenge  Q  und  die  ursprüngliche  Geschwindig- 
keit gegeben,  so  kann  man  durch  Hülfe  dieser  Gleichung  durch 
Approximation  den  Werth  der  Endgeschwindigkeit  finden.  Be^ 
zeichnet  man  durch  V,  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit,    durch 

V,+  AV, ,  V.  +  AV.  +  AV; die  zu  den  Canaliängen  ^,  ^ 

....  gehörigen  Geschwindigkeiten,  und  setzt  der  Kurse  wegen : 

.n^^^  -  "^'^ =  F(V), 

(bV  +  ^«j  («V  +  /JV)  -  gQy 

so  wird: 

und  hieraus  die  Endgeschwindigkeit  des  Wassers: 

§.  278. 

Wenn  Flüsse  oder  Canäle  ihren  Wasserstand  ändern,  so  tre- 
ten auch  Geschwindigkeitsänderungen  und  Veränderungen   in  der 


i 


auf  die  Gesetze,  des  Gleidtgewiobto  und  der  Bewegung.       576 

Wassermenge  eiD.  Einem  höheren  Wasserstand  entspricht  näm- 
lich sowohl  ein  grosserer  Qaerschnitt,  wie  auch  eine  grössere  Ge- 
schwindigkeit und  folglich  aus  doppelten  Gründen  eine  grössere 
Wassermenge. 

Nach  §*  263  hat  man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ii 
einem  Canal: 

oder,  wenn  das  Gefalle  auf  der  Längeneinheit»  -j- ,  und  folglich  die 
Geschwindigkeit  nicht  sehr  klein  ist : 

Hieraus  findet  man  durch  Differentiation: 

iO  ^  l/i?    3pitf«ditf  ~ ctf »dp  ^  -i/gHitf»   |3pda»^ftidp  { 

Betrachtet  man  einen  Canal,  und  bezeichnet  dm'ch  h  die  Breite 
;deB  Bodens t  durch  n  die  Böschung,  durch  h  die  Tiefe  des  Wal- 
sers im  GanaK  so  ist:  . 

ca  5»  (h  -f  hn)h,  p  «  b  +  2liVT+n7, 
und  folglich; 

dü$  =  (b  +2hn)dh  «  (^J*  —  b)dh,  dp  ^  ayf+H^dh  «  2:=^  dh, 
'    Diese  Werthe  substituirt  geben: 

"9  -  <?  (1  -  £  +  il)  ""^     ; 

durch  welche  Formel  der  einem  gegebenen  Zuwachs  der  Tiefe  des 
.Wassers  entsprechende  Zuwachs  der  Wassermenge  bestimmt  ist 
Umgekehrt  wird  der  durch  einen  gegebenen  Zuwachs  der  W99- 
semwge  hervorgebrachte  Zuwachs  der  Tiefe  des  Wassers  diirch 
die  Formel: 
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,,         dQ  i _  dQ    5pft»  —  ai»ph  H^  bw 

Q  '  5  __3b       ^  ""    Q"  •  2pctfh 

2E       2ci>'^2ph 

Betrachtet  man  einen  Fluss  und  bezeichnet  durch  x  dessen 
Breite  an  der  Oberflache  des  Wassers,  durch  n  die  Bosehfing  des 
einen,  durch  n'  diejenige  des  zweiten  Ufers,  so  wird: 

da  =  xdh,  c^  =  (Vl  +  n«  +  Vl  +  n'O  dh, 
und  folglich: 


dh 


dQ    ?P« 


^•3px^ai(ri  +  n»  +  Yi  +  ^) 


§.  279. 

Um  die  Flusse  zum  Betriebe  von  Maschinen  benotsen  zu 
können,  oder  um  ihnen  der  SchifiTahrt  wegen  eine  grossere  Tiefe 
zu  geben,  ist  es  oft  nöthig,  das  Wasser  durch  quer  über  den 
Fluss  weggehende  Dämme  oder  Wehre  aufzustauen.  Man  be- 
zeichnet diese  Wehre  als  Ueberfalls wehre,  oder  Ueberfälle, 
wenn  das  Wasser  frei  über  deren  höchste  Schwelle  wegfliesMB 
kann,  dagegen  als  Durchlass-  oder  Schleussenwehre,  wenn 
es  durch  eine  in  dem  Damm  angebrachte  Oeffnung  ausfliesst. 

Bei  grösseren  Flüssen  und  Strömen  wendet  man  oft  Dfimme 
an,  welche  nicht  über  die  ganze  Breite  des  Wassers  weggehen. 
Es  werden  diese  lichte  Wehre  genannt.  Brückenpfeiler  und 
andere  das  Querprofil  eines  ffiessenden  Wassers  verengende  Ein- 
baue sind  ebenfalls  als  lichte  Wehre  anzusehen. 

Durch  alle  diese  Einbaue  erleidet  das  fliessende  Wasser  eine 
Stauung,  oder  Erhöhung  seines  Wasserprofils,  und  eine  damit 
nothweitdiger  Weise  verbundene  Gescbwincfigkeitsverminderung. 
Die  Höhe  des  aufgestauten  Wassers  über  dem  ursprfingiicben 
Wasserspiegel  unmittelbar  vor  dem  Wehre  wird  die  Stauhöhe 
genannt.  Die  Langenerstreckung  des  Aufstaue ns,  vom  Wehre 
aus  aufwärts  gemessen,  wird  die  Stauweite  genannt 


■^ 
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Dm  Kenntoiw  dieser  Verhaitairne  ist  oieiil  allein  deaMb  Dotln 
wendig  9  weil  durch  zu  grosse  oder  tti  Weit,  sich)  etstiechaiida 
Stauangen  UeberSjchwenawingen  herbeigeßhrt  werden  können, 
sondern  auch  weil  durch  dieselben  die  an  dem  fliessenden  Wasser 
aufwärts  Kegelnden  Getälle  dadurch  vermindert  werden,  und  die  von 
ihnen  getriebenen  Haschinen  in  ihrem  Gange  gestört  werden  können. 

Die  Ceberfallswehre  werden  vollkommene  genannt,  wenn 
die  UeherTallschwelle  über  der  Oberflache  des  Unterwassers  liegt, 
und  folglich  ein  freier  Aosfluss  stattSndet  (Pig.  148).  Sie  werden 
unvollkommene  genannt,  wenn  die  Ueberrallschwelle  nnter  dem 
Spiegel  des  abfliessenden  Wassers  liegt.  '  ' 

Die  Stauhöhe  kann  in  jedem  Falle  (eicht  nach  den  vorher 
gegebenen  Formeln  berechnet  werden,  wenn  die  AusOussmevge 
gegeben  ist 

§.  280. 

Es  bilde  das  Wehr  einen  üeberratl  (Fig.  168  und  169].  Be- 
zeichnet man  durch  a  die  Höhe  des  Wehrs,  KG«  durch  h  die  ur- 
sprüngliche Tiefe,  FG,  des  Wassers,  durch  H  die  Höhe  des  Üe- 
berfalles  BK,i  so  wird  die  Stauhöhe,  wekhe  .wir  durehz  bezeich- 
nen wollen,  gleich:  ; 

z  f=  a  +  H  —  b.    •    . 

B^eichnet  •  man  ferner  durch  u  die  Geschwiqdijglieit  de;»  an-. 

kommesiltn  Wassers»  dutch  k  =>&  |-  die   dieser  'GesehwiodigkeM 

entsprechende  Druckhöhe,  so  findet  man  bei  einem  vollkommenen' 
Ueberfalle  (Fig.  168)  die  mittlere  Druckhöhe  durch  die  Formel: 

4  /c>-c*y 

wo  C  gleich  der  der  Gesdiwindigkeit  des  ankommenden  Wassers 
entsprechenden  DmckhShe  k,  nnd  C,  gleich  H  -f-  k  ist  £s  wird' 
folglich: 

t-^TL H J- 

37* 
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.  .  Hiärans.  fiddet  num*  die  Was^rmefige  Q,   wenn  man  durch 
b  die.  Breite  des  Wehrs  bezeichnet:    ... 

Der  Coefficient  bi  muss  hier  nach  §.  255  gleich.  0,665  gesetzt  wer- 
den,  weil  hier  die  Breite  des  Ueberfalls  gleich  der  Breite  des  Ca^ 
nais  i^t.  .  . 

Aus  der  obigen  Formel  findet  man  wieder: 

.    H:  = /5--%=  +  k*y  -  *, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  m  und  g  substituirt:  . 

"       "        •  H  =  (0,285 .  |- +  k*^- k , 

und  die  Stautiöhe: 

i-a  +  H  —  h  =  a  —  h  — k  +  (0,285 .  -^  +  k*)'- 

.  Ist  das  Wehr  sehr  hoch,  so  wird  die  Geschwindi^eit  des 
ankominenden  ^assers  und  folglich  die  dieser  entsprechende  Druck- 
hohe  sehr  klein.    Vernachlässigt  man  k,  so  findet  man  die  Stauhöhe: 

•  ^  a  --  b  ^  ^0,285  --^Y«^  a  —  h  +  0,438 .  (^^  . 

Bei  einem  unvollkommenen  Ueber falle  (Fig.  169)  muss  man 
besonders  die  durch  BF  und  die  durch  PK  durchfliesseDden  Was- 
sermengen  berechnen.  Es  ist  hier:  BF  =  z,  FK  =  h  —  «• 
Die  durch  BF  in  der  Zeiteinheit  durcbflieisende  Wassermebge  wM 
folglich  gleich; 

|n?bV2g((s+k)*-k») 
Die  durch  die  untergetauchte  Oeflhung  FK  durchfliessende  Was- 
sermenge wird  gleich  : 

m'b  (b  —  a)  Y2i(ir+k). 
Die  Coeßicienten  m  und  m'  können  hier  beide  gleich  0|665  angenom- 
men werden.    Die  ganze  durchströmende  Wassermenge  wird  folg-* 
lieh  gleich: 

0  =  mbr2S[|((z  +  k)*-  k^)  +  (h  -.  a)  VT+Tle 
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Aas  dieser  Gleichuog .  kand  alsdano  lue  Stauhöhe  z  gefunden 
werden. 

Die  GeschUandigkeit'  u  des  ankommenden  Wassers  tiild  die 
dieser  entsprechende  Druekhöh^  k  I  kann  erst  durch  die  Stauhöhe 
h  bestimmt  werdi^n:  BtfseiebnH;  tA  dfsa  fühatt  d^»'  urtiMünglichra 
Wasserprofils^  so  ist  d|fer  Inhalt  des  aufgestautep  Profils  nahe  gleich : 
itf  +  bzy  wenn  die  Breite  b  sich  nicht  sehr  rasch  mit  der  Stau- 
hohe  ändert  Es  wird  alsdann  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des 
-ankommenden  Wasser^  gleich!:  '    .  ^ 


1  »  f      s  t         t 


■  •  ,    ,<    •  f 


Dieser  Wertb  von  k  must  d^tin  „iil  4er  vorhergebenden  Gleichung 
■«obitilttirt  nod  diuroaa.z  .dur(^ :  Ajppro^4tioo.  gas^i^  f^ffi^D- 

Bei  einem  Durchlasswehre  können  drei  Falle  vorkommen.  Es 
fliesst  entweder  das  Wasser  frei  aus  (Fig.  170),  oder  es  Diesst.  un- 
ter Wasser  (Fig.  171),  oder  es  fliesst'  theils  frei,  theils  unter 
Wasser. 

Bei  freiem  Ausfluss  (Fig.  170)  >vird,  wenn  b  die  Breite,  c  die 
Höhe  der  Ausflussöffnung  bezeichnet: 

'       •'    ,    .0  =  iöbcvig(^  +  k).''  ■  ■' 

woraus:  «--28(553;-^'''  ■    •  • 

Die.Staiifaike  .BF  «» BK  +  KG  —  FG  «kd,  veoB  KG  *«>:  •  ge- 
•setzt  wijrd: 

'  Bei  einer  untergetauchten  Oeffnung  (Fig.  171)  wird; 
'  0  =  mbc  V2g(BF  +  k)  =  mbcV^2g(Ä  +  k), 

■'    *    /  "'  /  \'%  ^  IfAV^  k  *'  '■  ''  '    '  '■ 

Wenn  endlich  das  Niveau  des  Unterwassers  iai)#rhall)  dor  Mün- 
dung liegt,  wie  in  Fig.»  172,,  so  wird  die  Ausflussmenge  durch  LF, 
wenn  LF  =  c'  ge3etzV  wil-d:       '       « -,    » 


MD    ütoiMMuftfae  EileiKobiiafMi  dbr  K»rp«t  «ed  deren. fiofluss 

inbc'1^2g(.  - 1  +  k),  '■  '    ■■' 

und  die  Ausflussmenge  durch  FM^  wenn  F3l^==^d'f  gleich: 


mlH^y'2g(i  +  k),    ; 
£»  wind  blglicli  dif  gaoze  AnsAuMmdige  gleicb 


»     •-       * 


»       ■ 


•Q  «  mbf C  l^2g(i  _|  +  k)  +  c"  V2g(.  +  k)}. 
EUe  mittlere  Geißch windigkeit  u   des  ankoniniendeA  -  Wamsen 
wird  hier  ebenso  wie  im  vorigen  ANragriqibeB  glekh:    -    t  gi'^ 
wenn  B  die  Breite  des  ganzen  Wefar^  bezeichnet    Es  wird  folglich: 

dieser  Werth  muss  dann  in  den  vorliergebend^n  Gleichungen 
substituirt  und  daraus  die  S^iphohe  z  durch  Approximation  ge- 
sucht werden. 

Ist  umgekehrt  die  Stauhöhe^  z  gegeben,  so  kann  aus  diesen 
Gleichungen  die  zii  einer  gegebenen  Wassermenge  nöthige  Oeff- 
nung  bc  gefunden  werden. 

<   * 

'§.282. 

Die  Stauhöhe  bei  lichten  Wehren  ist  ebenso  zu  ermitteb, 
wie  bei  unvollkommenen  Ueberrällen.  Bezeichnet  man  durch  b  die 
Breite  zwischen  den  Wehren »  durch  FG  =  h  die  ursprungEcbe 
Ijefe  des  Wassers,    durch  BF  «=>  z  die  Staohol^,   4aidi'  xl  4k 

mittlere  Geschwindigkeit  des  ankommenden  Wassers,  dui-ch  k  =  ^ 
die  hierzu  gehörige  Drückhöhe»  so  wird  folglich :    ' 

Q  =  mby^i^  }|((s  +  k)»- k*^  +  h|/^.^j. 

Bezeichnet  man  durch  B  die  mittlere  Breite  des  Bettes  vor 
der  Verengung,  durch  m  dia  Querschnitt  des  Bettes  vor  dem 
Aufstauen 9  so  wird: 


aidt  die  GMette  de»  Gidicli9»wiiilits  uad  der  •eweglng^    Ml 

Dieter  Wertb  veii  k  noss  dtfui  ib  der  obigen  fiileicI^Dg  subsU- 
tuirt  und  die  Statiböhe  z  daraus  durch  Approximation  gefunden 
werden. 

Wegen  der  grösseren  Geschwindigkeit,  welche  das  Wasser 
zwischen  den  lichten  Wehren,  z.  B.  zwischen  den  Brückenpfeilern, 
haben  wird,  und  welche  es  eine  kurze  Strecke  nadi  dem  Ditt-cfti^ 
gang  behalt»  wird  hinter  der  Verengung  noch  ^ine  zweite  Auf- 
stauung stattfinden,  wie  sie  in  Fig.  173  dargestellt  ist. 

INe  Geschwindigkeit  in  der  Verengung  mri  nrcbt,  wie  M 
iet  Imen  Bewegung  des  Wassers  in  Canalen  oder  Flüssen,  an  der 
Oberflache  des  Wassers*  am  grössten  sein,  sondern  dieses  MaxN 
fluum  wird  etwas  tiefer,  etwa  in  der  Höhe  des  {Jntesrwassers,  statt^ 
finden.  Sowohl  deswegen,  wie  wegen  der  kleineren  Tiefe  des 
Wassers  gleich  nach  der  Verengung  und  des  hieraus  in  der  Ver-^ 
ettgnng  stattfindenden  grösseren  Gefälles  des  Wassers,  und  we^ 
der  nachherfolgenden  zweiten  Aufetauung  wird  nach  d^  Verengung 
ein  stacker  Wirbel  mit  horizontaJer  Axe  gebildet  werden,  wacher 
den  Boden  des  Bettes  hier  stark  angreifen  wird. 

Um  die  Stauweite  und  die  Stauhöhe  des  Wassers  in  ver« 
schiedenen  Abständen  oberhalb  des  Webrs  berechnen  zu  können, 
bat  man  die  in  §.  275  entwickelte  Theorie  der  ungleichförmigen 
Bewegung  des  Wassers  angewendet. 

Bezeichnet  man  durch  1  den  Abstand  irgend  eines  Querschnit- 
tes oberhalb  des  Wehrs  und  sonst  wie  vorher,  durch  »  den  In- 
halt des  Wasserproifils ,  durch  x  die  Breite  dieses  Profila  an  der 
OberflSche,  durch  p  den  genässten  Perimeter,  durch  y  die  Tiefe, 
und  durch  ^  den  Abhang  des  Flusabettes  an  dieser  Stelle,  so 
wird^  nach  §.  275,  wenn  man  das  Zeichen  von  1,  welches  jetzt 
ab  poati?  aufwäits  gereohnet  wird,  ändert: 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  durch  M  diesen  Coefficien- 
teti  von  dl: 


Mt    Ifoofaaiiisobe  B^msdiaften  der  Kdr jf>er  und  deren  Eidkiss 

m  _  pO(ew>f  ffQ)  -^  g»»y  ^  p»«(tfu  +  ßu^)  ^  gai*y  ^ 
gctf*  —  Q«x  ^  g««  —  u»ö)»x  ** 

_   ^  (an  +  fa»)  -  -y 

2g      öl 

10  wird:  dy  =»  Mdl. 

Es  sind  jetzt  zwei  FäUe  zu  unterscheiden ,  wenn  der  Werth 
von  M  auf  irgeiid  einer  Stelle  der  Aufstauung  uoendlich  gross 
wird,  oder  wenD  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Wenn  M  nii^ends 
auf  der  zu  betrachtenden  Canalstrecke  einen  unendlich  grossen 
Werth  erhält,  so  kann  die  obige  Differenüalgleichnng  des  Ungen* 
durehscbnitts  durch  Approximation  integrirt  werden.  Bezeichnet 
man  durch  y^  die  Tiefe  des  Wassers  vor  dem  Wehre,  durdi  y,, 
7it  Tat  ••-•  die  Tiefen  in  den  Abständen  A. ,  ^i+^it  ^i+^ 
+  ^t»  •••*  oberhalb  desWdirs,  durohM^den  y»3y»  entsprechen- 
den Werth  von  H,  durch  M, ,  M^,  M,,  ...  die  Werthe  dersel- 
ben Grösse  in  den  Abstanden  A^,  i»  +  ^* »  ^t+K  +  ^%^  •  •  •  • 
so  wird  man  Tür  kleine  Werthe  von  A, «  ^,9  ^«9  •••  annehmen 
können: 

yi—Jt  =  y  (M,  +  M,),  u.  B.  w. 
Hieraus  findet  man  dann  die  auf  einander  folgenden  Tiefen: 

y.«y«  +  ^(Mo+M,),  y.===y,+  ^(M,+M.)  +  ^"-(M,+M.) 

a,  «.  w* 
.£s  kann  hier  freilich  M,  erst  wenn  die  Tiefe  yi  gegeben  ist» 
gefunden  werden,  M,  hängt  von  y,-  ab  u.  s.  w.  Die  obigen  Wer- 
the von  y. ,  y, » . . .  müssen  daher  erst  annäherungsweise  gesooht 
werden,  indem  man  zuerst  M,  =s  M«,  M^  =M,  u.  s.  w*  annimmt, 
hieraus  einen  angenäherten  Werth  von  y, ,  y, » •  • .  berechnet,  dann 
einen  genaueren  Werth  von  M,,  M,,  u.  s.  w. 

Die  nach  dieser  Theorie  der  ungleichförmigen  Bewc^ang  des 
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Wassers  hergeleiteten  Werthe  der  Tiefen,  und  hieraus  der  Staur 
höhen  9  welche  verschiedenen  Abstanden  oberhalb  des  Wehrs  ent- 
sprechen, sind  indessen,  besonders  was  die  ersten  Stauhöhen  vor 
den  Wehre  anbetriik,  kleioer  als  die  durck  Beobachtung  gefunde- 
nen  Werthe,  welche  genauer  mit  den  Beobachtungen  überein- 
stinmen,  giebt  eine  von  Sanct  Guilhenoi  aufgestellte  empirische 
Formel  bei  constant  angenommenem  Abhang  des  Flussbettes: 

('+'y)-  =  ..+':w'^^'^^'' 

■  _ 

wo  z^  die  an  dem  Wehre,  z  die  in  dem  Abstand  I  oberhalb  des- 
selben stattfindende  Aufstauung  bezeichnet. 

Der  Längendurchschnitt  der  Aufstauung  wird  folglich  eine 
krumme  Linie  BH  bilden  (Fig.  168),  deren  Asymptote  die  ur- 
sprungliche nicht  aufgestaute  Oberflfiche  des  Wassers  bildet. 

§.284. 

Die  obigen,  aus  der  Theorie  der  ungleichförmigen  Bewegung 
des  Wassers  hergeleiteten  Annaherungswerthe  der  Stauhöhen  köa* 
nen  nidit  angewendet  werden,  wenn  für  irgend  einen  Querschnitt 
M  unendlich  gross  wird.  Es  wird  dies  eintreffen,  sobald  der  Nen- 
ner: 1—^.^  =  0  wird,  und  folglich:  ^  =  ^»  oder  die  der 
Geschwindigkeit  u  entsprechende  Druckhöhe  gleich  der  mittleren 
Tiefe  —  des  Wassers  ist. 

Wenn  jetzt  oberhalb  der  Aufstauung  ^  I>  -^^   ^^^  folglich 

der  Nenner  des  Verhiltaisaes  M  negativ  ist,  dagegen  v<Nr  dem  Wehre» 
wenn  wir  hier  die  Geschwind^keit  des.Wassens  dprfih  u«  biszeicl^- 

nen  •  ^  <C  y^  *  ^^^  folglich  der  Nenner  diese»  Verhältnisses  po- 
sitiv, so  wird,  weil  die.  Geschwindigkeit  des  Wassers  von  u  bis 
u^  abnimmt,  Wahrend,  die  mittlere  Tiefe,  von  .|^  ^^^  zunimmt, 
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nothwendiger  Weise  wahrend  dieser  Aenderung  irgendwo  ^  gleich 
•^  und  folglich  M  unendlich,  gross  werden  müssen.  Es  wird  als- 
dann -J  &B  oo,  und  folglich  die  Tangente  der  Oberflaehe  in  die* 

sem  Punkte  vertikal. 

In  diesem  Falle  wird  folglich  das  Wasser  einen  Sprung  bil- 
den müssen,  wie  es  in  der  Fig.  174  dargestellt  ist.  Die  Oberflache 
CB  ist  alsdann  beinahe  horizontal. 

Die  Höhe  CE  =  s  des  Sprunges  flndet  man,  wenn  man  durch 
u  die  Geschwindigkeit  des  ankommenden  Wassers  vor  dem  Sprunge, 
durch  u'  dessen  Geschwindigkeit  nach  dem  Sprunge  bezeichnet, 
gleich : 

weil  man  für  diese  kurze  Strecke  die  Reibung  vernachlässigen 
kann.  Bezeichnet  man  durch  »  den  Inhalt  des  Querschnittes  AB 
vor  dem  Sprunge,  durch  x  dessen  Breite  an  der  Oberflache,  so 
wnd  der  Inhalt  des  Querschnittes  CD  annäherungsweise  gleich: 
a»  -f-  sx.    Es  wird  alsdann:  «n  ^  (m  +  s^)«'«  und  hieraus: 

Q    a=5 .   U. 

Dieser  Wterth  substituirt  giebt: 
woraus: 

B    B 


Um  die  Stauweite  EF  zu  finden ,  sucht  man  erst  nach  den 
in  §.  280  g^ebenen  Regehi  die  Stauhöhe  BF  =  z«  Hioraas  fin« 
det  man  dann  EF  durch  die  PropMtion: 

EF  :  BF  —  CE  r=s  NF  :  BF, 

oder: 

EF  :  z  —  s  «r  1  :  ^, 


woraus  die  Stauweite :   EF  = gefunden  wird, 

SP 


§0t  flie  G#aet«a  de^  Ghlfelig6wkiU.ft  wd  dar  fiew^gnofl^'     9fi$ 


GcMkWiiidigiBelt  n  des  teiaoAiineiideD  WaBMN  dordi 
eine  gleichiormige  Bewegung  auf  dem  oberen  Theile  dei  Ganak  od^ 
nussts  MT^cht  .i^rdeo  ist,  ao  wird  mioh  §.  873  fiir  grössere  Ge- 
adiwiBdigMlti) 

wenn  9'  den  Abhang  des  Bettes  bis  hieher,  1»  den  constanten 
Querschnitt  und  pi  de»  genässien  Periitietor  bec^ldHiet.  Man  fin- 
det hieraus: 

.. ,  . ;  .  :     ,^^  ^ß'    ?' 

Soll  jetzt  ein  Sprung  stattfinden,  so  muss  ^  >  ^  «eil^  M^ich!: 

oder: 

seid.  Damit  bei  der  Aufstauung  des  Wassers  ein  Sprung  statt- 
finde soll,  muss  foflglich  der  vorhergehende  constanle  Abhang  des 

Flussbettes  grösser  als  /J  •  -2-  =  0,0037  .  —  sein,  oier,  wenn 
p  SS  X  +  2h  gesetzt  wird,   wo  h  die  mittlere  Tiefe  bezeichpe^ 

itr  AUilui0.gr»ser  als:   O^0S7(l  ^  ^^  seat     In  der  Begel 

haben  Fliisse  und  Ganale  einen  viel  geringeren  Abhang.  Die  deir 
Geschwindigkeit; »des  Wassers  in  ihnen*  entspraehende  Druckhöhe 
^tf d  daher .  gewöbrilich  auch  kleiner  als  die  halbe  mittlere  Tiefe, 
und  es  findet  nur  selten  bei  der  Aufstauung  derselben  ein  Sprung 
statL 

"  §.  285.  '    '■    ■ 

Wir  haben  bisher  nur  den  Fall  betrachtet,  wenn  der  Was- 
serbebalter  immer  gefüllt  ist,  so  dass»  wenn  die  obere  Schicht  der 
FKisiigiMt!  sinkt,  ihr  Pktz  gfeich  voti  einer  anderen  ebenso^  grossen 
Schiebt  eingenommen  wird,    welche  dieselbe  Geschwindigkeit  be- 
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attet  Wir  werden  jetst  dagegen  den  Fall  betracbten«  wo  kein 
Znfluas  stattfindet. 

Betrachten  wir  suerst  einen  engen  Canal,  wie  in  §.  244 
(Fig.  132)  und  benutzen  wir  die  da  angewandten  Bezeichnongen. 
Wir  haben  daselbst  die  DifFerentialgleichung  der  Bewegung  ge- 
funden: 

.  eÄi.ü  & + 4«ü»(^  -  g;)  -  «<+ P  -  P. 

Setzen  wir  hier  s^  ==  o,  s'  =9  s,  O'  ==  12  und  i'  =  h,  wo  h  die 
veränderliche  Höhe  der  freien  Oberflache  aber  der  Ausflussöffnung 
bezeichnet»  so  wird: 

efld.ür^  +^ü«(i-^;)-«,J'  +  P-P'. 

Es  bezeichnet  hier  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  Q  den  Flä- 
cheninhalt der  Ausflussöffnung,  O  denjenigen  des  normalen  Quer- 
schnittes b  der  Höhe  der  freien  Oberfläche,  s  die  Länge  des  Bo- 
gens  mN,  P  den  Druck  auf  die  Flächeneinheit  auf  der  sinkenden 
'freien  Oberfläche,  F  den  Druck  auf  die  Flächeneinheit  der  Aus- 
llussöffnung. 

Ansaer  dieser  Gleichung  bat  man  liocb  die  GMoInng  nkr 
Continuität: 

t-  Od(S  »  SSÜ,  <ldef :  dt  c«  ^  ^  dt« 

T  f 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  dt,  so  fio- 
det  man: 

s 

^adu 1 1'  -  4«u«(i  - g;)^ d.  -  -  («h  +  p-F) ^^  d., 

oder: 

<  *  •        •    • 

^«•UdU  j  ^  '-  i  ?ü»(l  -.  -g!)  O  d.  -  -  (geh  +  P  -  F>  Ö  d>. 
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Beteiehiiet  man  jMit  dorcb  H  die  zur  Geschwiudigbeil  U  gehö- 
rige DruckhShe,  oder  setzt  man:  H  =  ^^^  so  wird: 

U*  =  2gH,  üdü  =  gdH. 

Substiluirt  man  diese  Werthe,  so  findet  man: 

^« 
g^Ä»dH  . j^-g^H(l~§^)0d«  •  _(g^h  +  P-P^)Od«. 

Dividirt  man  hier  mit  gQü*  |  ^ ,  und  setzt  der  Kürze  wegen: 

i2 


'fe  ^  n 


so  wird: 

da  +  HYds  =  Xds. 

Um  diese  Differentialgleichung  zu  integriren,  multiplicirt  ma« 

mit  e'* ',  wodurch  man  erbalt: 

e/"'dH  -  üJ'"  Yds  =  X</"'ds. 
oder: 

.  .        ..  .         d  [H.ef"']  «  Y«/'*d., 
nnd  hieraus  darch  Integration: 

He/"'=   rXe/"*.  d»  +  Con.t. 

fx  e/'**.  da  +  Con.t 

Die  eonatante  Grösse  kk  hier  dadurch  tu  bestimme»,  -  dass  im 
Anfang  der  Bewegung,  wenn  U  ^  o,  foiglteh  euch  H  «==»  o  fst,  § 
gleich  der  «npvuDgliehett  BegeiiHage  AN  «  S'  (st;  -Die  Integra^ 
tid»  m  Besug  auf  6  ist  ttbrigefls  ?ort  sbo  bis  ses 
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Naehdem  aaf  diese  Weise  die  AittflnisgtsisbwbdigiaBifc  U  b^ 
stimmt  worden  ist,  welche  stettfiodet,  wenn  die  freie  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  von  EF  bis  ab  gesunken  ist,  kann  die  hierzu  rer 
brauchte  Zeit  t  durch  die  Differentialgleichung: 

dl  =  —  —  d    =  —     ^* 


ÄU  ÄV5h  ' 

bestirov^t  werben..:  Hieraus  findet  nian  d^cob  Inte^iitioar 


§.  286. 

Dm  die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  sich  ausleerenden 
Geiass  nach  diesen  Formeln  berechnen  zu  köopen^  muss  maa  die 
Gestalt  der  von  den  Wasserpartikein  wahrend  des  Sinkens  der 
freien  Oberflache  beschriebenen  krummen  Linien  kennen«  Diese 
sind  indessen  schon  bei  dem  Ausfluss  aus  voll  gehaltenen  Gefassen 
unbekannt,  und  ändern  hier  noch  ihre  Gestalt  wahrend  des  Aus- 
flusses.   Das  Glied,  welches  das  von  der  Gestalt  dieser  Linien  ab- 

hangige  Integral    j-—^  inne  hat,   hat  hier  ferner  auch  nicht  einen 

von  dieser  Gestalt  unabhahgigen  Grenzwerth. 

Nur  in  den  Fällen,  wenn  man  eine  besondere  Voraussetzung 
über  die  Gestalt  dieser  Wasserladeo  maehjsn'  kann,  oder,  wenn 
die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  wahrend  des  AasQusaqg. .  aehi? 
klein  ist,  so  dass  man  annehmen  kann,  die  AusOussgeschwindigkeit 
habe  zu  jedem  Augenblick  den  der  augenblicklichen  Druckböhe 
entsprecheoden  Grenzwerth,  kann  man  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit in  einem  sich  ausleerenden  Geiass  einer  Berecbnung  unter- 
werfen. 

.  Betrachten  wi^  eie  4ierm«>  weldhesi  mit  Aasnahme  «iier  kor* 
»en  Strecke  yo^  der  abg^ruqdeten  Hüikdiing  eia  leetlkatai  Mflmk 
bildet  M^Q  kann  hier  aopehmeDt  dtss;  die  Wasferpartikeln  mA 
i«  CaojfleQ  bewegon,   vfrekbe  mit  AusQtbtne. einer  korMi  Sfereelu 
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vor  der  H&ndoDg  tertikale  Prismen  bflden.  Betrachtet  man  den 
Ausflass  nur  so  lange ,  als  die  freie  Oberfläche  sich  noch  eine 
Strecke  obo'halb  der  Mündung  befindet»  betrachtet  man  folglich 
nicht  den  letzten  Ausfluss  aus  einem  solchen  Gefäss,  so  wird  man 
auch  annehmen  können,  dass  die  Wassercanäle  wibrend  des  Aus- 
flusses ihre  Form  nicht  ändern.    Das  Verhältnis  -q-  kami  man  auch 

iur  alle  diese  Canale  als  gleich  gross,  annehmen,  gleich  dem  Ver- 
hältnisse eines  horizontalen  Querschnittes   des  prismatischen  Ge- 
fässes  zum  Inhalt  der  Hündung. 
Man  wird  in  diesem  Falle: 


—  =  TT  %      ds  =  dh 


annehmen  können  und  erhält  folglich  die  Gleichung: 

SQß'  g- .  dH  -  wH  (l  -  gl)  Odh  =  ~  CsQh  +  P~P)Odh, 

oderi  wenn  man  mit  ^<—  diyidirt: 

hdH-(g;-i)Hdh — (h+^)g->. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen:  vr  =  k,   and  multipltcirt  taiti 
h-"**,  so  findet  man: 

h'-x'dH  +  (1  -  k»)  H  .  h->*dh  »  —  k'h'-'-'dh— k'^ll^.  h-*'dh, 

und  bieraas  darcb  Int^ation;  , 


,_i.„         k«h*-''*     . .  P-P    h'-"*   ,   „    _» 


Die  Constante  wird  jetzt  dadut^h  bestimmt,  dass,  wenn  H  ss  o, 
h  gleich  der  ursprünglichen  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  der 
Mundui^  ist    Bezeichnet  man  diese  durch  b^,  so  wird: 

Hieraus  findet  man  dan: 


wo    Meohamsohe  EigenschafteD  der  liütper  und  deren  Etnflnss 

■'-i-iS^['-CTr>i£i'ir['-CT?n 

-Ä['-©'"">Ä^['-0""] 

Weil  dt  3*5  -jm  ds  ==  —  -n-  dh,  80  findet  man  fearner: 

ho  h  ,      h 

und,  wenn  man  den  Werth  von  H  substituirt:. 

,_     1    fll! dh  

§.  287. 

Wenn  die  sinkende  freie  Oberfläche  des  Wassers  immer  sehr 
gross  in  Bezug  auf  die  Mündung  ist,  und  man  die  letzte  Zeit  des 
Ausflusses  nicht  betrachtet,    wo  die  Höhe  des  Wassers  über  der 

Ausflussöffimng  sehr  kleip  ist,  so  wird:  ^d,Ü|^  in  Bezug  auf  IT 

und  b  sehr  klein  sein  und  kann  vernachlässigt ,  werden»  Indem 
man  dieses  Glied  vernachlässigt,  setzt  man  voraus,  dass  die 
Ausflussgesch'windigkeit  U  augenblicklich  den  zu  einem  constanten 
Ausfluss   gehörigen    Grenzwerth   erreicht.    Man   hat  unter  dieser 

Voraussetzung,  weil  man  auch  ^|  in  Bezug  auf  die  Einheit  ver- 
nachlässigen kann;    ... 

ÄVdl  =  —  Odh, 
wo  Ä  die- AnsOüssoffnung,    ö  den  veränderlichen  Inhalt  der  sin* 
kende/n  freien  Oberflätßhti  des  Wassers,   h  die  mittlere  Höhe  der- 
selbert.  über  der  Äusflüssöfitmng  bezeichnet 
Man  findet  aus  den  obigen  GleieiMuigett: 
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O     dh  Odh 


dt  »  -. 


Ä  '  V  i/TT — F=P 


«r^(.+E^. 


_        1     r  Odh  _^      1     r Odh_ 

fco      V       w  y  II      ^  ge 

Findet  der  Ausflass  io  Creier  (.oft  statt,  so  ist  P  s=  P,  und 
folglich : 


Odh^ 


Kennt  man  O  als  Funktion  von  b«  kennt  man  roldic|i  alle 
horizontalen  Querschnitte  des  Gefässes  von  der  Höhe  h^  bis  b^ :  so 
kann  man  hieraus  die  Zeit  des  Beruntersinkens  findea  Ist  umge-: 
kehrt  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Höhe  h  abnehmen  sollt  ge- 
geben, so  kann  aus  der  obigen  Gleichung  die  hierzu  nothwendige 
Form  des  Körpers  gefunden  werden.  Soll  z.  B.  die  freie  Ober* 
fläche  des  Wassers  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  a  sinken, 
so  ist:  -r-  d.b  =  a.    Es  ist  aber: 


folglich : 

—  dh  — a=n^^»«* 

und  hieraus: 

Sind  alle  Quersehfaitte,  O,  Kreise,  deren  Halbmesser  r  mit 
der  Höhe  h  abnehmen,  so  wird: 

O-s^m^j  und  folglich:  '  ' 

oder  der  Axendufobschnitt.  ^ird  eine  Parnbel  biklea.'  Es  wer- 
den nach  dieser  Formel  die  Wasseruhren  -  oder  CJepsydren  ge- 
formt. 

Ii«htbmk  dar  MMkwik.  3g 
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§.  288. 

bt  die  AusflussöffouDg  nicht  abgerundet^  und  findet  folglich 
hier  eine  Contraction  statt»  so  muss  man  mQ  statt  i2  setzen.  Man 
hat  alsdann: 


.     a  V2  J  ' 


Odb 


[mYh  + 


P— P 


und  wenn  der  Ausfluss  in  freier  Luft  stattfindet: 


Odh 


mVh" 

iBs  ändert  sich  hier  der  AusflusscoeiBcient  m  mit  der  Druck- 
habe  h.  ,Nach  §.  254  nimmt  er  zu,  wenn  die  Druckhöhe  h  ab- 
nimmt, den  Fall  ausgenommen»  welchen  wir  hier  jedoch  nicht  be- 
trachten können,  dass  die  Höhe  h  in  Bezug  auf  die  Höhe  der 
Öefinung  sehr  klein  ist.  Bei  grösseren  Oeffnungen  ändert  er  sich 
überhaupt  sehr  wenig.    Man  nimmt  ihn  daher  gewöhnlich  als  con* 

Stent  an  und  giebt  ihm  den  der  mittleren  Druckhöhe  -^^-^  ent- 
sprechenden Werth. 
Es  wird  dann: 

Odh 


t 


_         t       Codh 
mSlY^J  Y^ 


h 


Die  Ausflussmenge  wird  gleich: 


=   jOdh«mÄ\^jv^hdt. 


Ist  der  Körper  in  der  Höhe  vo9  h.  bis  b  prismatisch,    so  ist  O 
constant,  und  es  wird: 


^^f^-ü&C'^-'^'*)- 


O  (b.  -  h). 
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Aus  der  ersten  Gleichung  findet  man: 

folglich:  '    ;       ' 

,  Bildet  das  Gefass,  so  weit  die  Senkung  des  Wasserspiegels 
vor  sich  geht,  eine  KegelflSche,  und  bezeichnet  naab  durck  O;  die 
der  Höhe  h^,  durch  0,  die  der  Höhe  h^  entsprechende  Oberfläche, 
so  wird: 

VÖ^-VÖ.    VÖ.  -  KÖ-  h,-  h.  :  h.-h. 
Hieraus  findet  man  dann: 

Setzt  mau  der  Kürze  wcf  ea:  . ,  , 

so  wird: 

f  Q  »  ah  —  b,  O  =  Vh»  —  aabh  +  b'. 

Q  »  I  Odh  ==  I  (a-h'-2abh+b«)  dh=  ^ (h;-h«)-ab(h;-V)+bHb-h). 

Bildet  das  Geßss  ein  aufrechtstehendes  elliptisches  Paraboloid, 
so  -nehmen  die  horizontalen  Querschnitte  proportional  mit  dem  Ab- 
stand von  dem  Scheitelpunkte  zu.    Es  ist  alsdann: 

O.  -  O,  :  0,  ^  O  =  b;-  h.  :  b,  -  h, 

38* 
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und  hieraas: 

""  b.-h.  "         b.-h.    • 

Setzt  man  hier  der  Kürze  wegen:  • 

80  wird:  O  =  ab  ^  b^  und  folglich: 


*"  Aß  frag 


Odh  =:ia(b*  — h»)  — b(b^  — h). 


Diese  Formebi  lassen  sich  überhaupt  auf  das  Ausleeren  toq 
Teichen  anwenden,  bei  welchen  man  annehmen  kann«  dass  die 
Oberflächen  der  horizontalen  Querschnitte  proportional  mit  ihrer 
Hohe  über  irgend  einem  Punkte  abnehmen.  Findet  eine  solche 
Annahme  nicht  statt,  so  kann  man  die  Ausflnsszeit  annäherungs- 
weise bestimmen,  wenn  man  die  Höhe  h, — h  in  mehrere  kleine 
Stücke  theilt  und  den  Flächeninhalt  der  hierzu  gehörigen  horizon- 
talen Querschnitte  berechnet 

Theilt  man  h^— h  in  eine  gerade  Anzahl  n  gleicher  Theile, 
und  bezeichnet  durch  h^ ,  h, ,  h, ,  ....  h^  die  Höhen,  durch  0<,, 
O,,  p,,  ) .  . .  0„  die  entsprechenden  Querschnitte,  so  findet  man 
nachdet*  Simpson  sehen  R^el: 

; ,  . - 3nmfl vü ' Vh.   VT. ^  vv^: ^ v».; ^ *•  vO 

^<k^^,---^J 

Die  AusOussmenge  Q  wird  gleich: 

.     .Q=   jOdh  «  ^gt- J0,-h0„  +  4(0,  +  0.+ O,.,) 

+  2^04+0»  +  . ..  +  0...)j. 
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Hat  man  die  nach  gleichen  2eitintervallen  »  =±  —  stattfinden^ 
den  Wasserstande  h^,  h,,  h,,...h^  beobachtet,  so  findet  mah^ 
wenn  n  eine  gerade  Zahl  bezeichnet: 


t  ••  •   I « 


\\ 


§•  289. 
Wenn  der  AusQuss  durch  einen  UeberfaU  stattfindet,  so  wird, 

'  ff 

wenn  man  fortwährend  voraussetzen  kann,,  dass  die 'freie  Ober- 
flache des  Wassers  sehr  gross  in  Bezug  auf  die  Aqsflnsadffnliiig 
isty  die  mittlere  Geschwindigkeit  gleich: 

wenn  h  die  Höhe  des  Ueberfalles  bezeichnet.  Diese  muss  dann  nicht 
unmitteibär  Oter  der  lieber folkchwelle,  sondern  etwas  zur  Seite 
derselben  gemessen  werden.    Die  Gontinuitatsgleichung  giebt  ferner: 

mbhVdt  =  —  Odh, 
wenn  man  durch  b  die  Breite  des  Ueberfalles  bezeichnet.    Hier- 
aus findet  man  dann: 

Hl  —  Odh    _        3         -Odh 


3         /  Odh 


'=-^J 


Bildet  daa  Gelass  ein  Prisma  öder  ist  O  co&stapt,  so  wird :  . 

Die  ausgelaufene  Wassermenge  wird  gleici^: 

Q  =  0(h,-h). 
Hioraus  findet  man:  ^     . 
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J; 


Odb 


mijy^— q 


I 

bt  das  GetiißB  prismatisch,  folglich  O  constanU  und  auch  der 
Zofluss  q  constant«  so  wird: 


»  fs^-5=S!r  h<t^ 


h 


'Yw: 


Q  =  0{h.-h)-qt 

Findet  der  Ausflius  durch  einen  Ueberfall  statt,   so  wird  die 
Continuitätsgleichung : 

mbhVdt  =  —  Odh  +  qdt, 

wo:  V  =  H^2gh,  folglich: 

I  mbb/2ih .  dt  =  —  Odh  +  qdt, 
und  hieraus: 


t       ■'*     <^^ 


J: 


inbhV2gb-q 


Sind  O  und  q  constant,  so  findet  man: 


+     ,^  — — - — arc<tang   = 


y^H' + rfW&'^^+^)Kf  ^^+ ^^)l' 
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§.  291. 

Die  obigen  Formebi  finden  auch  Anwendung ,  wenn  ein  Ge- 
fass  durch  ein  anderes,  in  welchem  das  Wasser  einen  unveraoder«- 
liehen  Stand  hat,  gefüllt  wird.  Bezeichnet  man  hier  durch  0  den 
horizontalen  Querschnitt  des  zu  füllenden  Gefässes  in  der  Tiefe  h 
unter  der  constanten  Oberfläche  des  ersten  Reservoirs,  pnd  findet 
der  Zufluss  durch  eine  untergetauchte  Oeffnung  Ü  statt,  so  wird: 

V  =  Y2^,  mflVdt  =  —  Odh, 
woraus,  wenn  h^  den  ursprünglichen  Werth  von  h  bezeichnet,  bei 
welchem  schon  die  Zuflussöfihung  als  untergetaucht  angesehen  wird: 

t  s=— 1—12^ 

mnytgj  Yh' 

h 

wie  in  §.  288. 

Wenn  das  erste  GePäss  keinen  Zufluss  hat  und  sein  horizon- 
taler Querschnitt  auch  nicht  als  unendlich  gross  in  Bezug  auf  den 
horizontalen  Querschnitt  des  zweiten  Gelasses  angenommen  wer- 
den kann,  so  wird  seine  Oberfläche  sinken,  während  die  des  zwei- 
ten Gefässes  steigt.  Bezeichnet  man  durch  0'  die  Oberfläche  des 
ersten  Gefässes,  durch  h'  die  Senkung  dieser  Oberfläche  zur 
Zeit  t,  durch  O  die  Oberfläche  des  zweiten  Gelasses,  durch  h  wie 
vorher  die  Tiefe  dieser  Oberfläche  unter  derjenigen  des  ersten 
Gelasses.  Es  wird  dann,  wenn  fortwährend  die  Oefinung  als  von 
Anfang  an  untergetaucht  angenommen  wird: 

V  —  V«8h.  mßVdt  =  —  0(dh'  +  dh)  =  O'dh^ 

Hieraus  findet  man: 

—  Odh=r=(0  +  0')dh', 
durch  welche  Difl^erentialgleichung  h  als  Funktion  von  h'  bestimmt 
^wird,  und  dann  femer: 


maY2g 
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Sind  beide  Gefässe  prismatisch,  so  sind  O  und  0'  conaUnt 
Es  wird  alsdann: 

0(b.-h)  =  (0  +  0')h', 


if  «raus : 


H    «    g 


-  iS^fö^C»^.-  KOh.-(o+ooh-) 

Wollte  man  annehmen,  die  Formel:  V  =  V2gh  finde  fort- 
während statt,  wenn  auch  die  Druckhöhe  h  sich  Null  nähere,  und 
dass  der  ContractionscoeüGcient  m  fortwährend  denselben  Werth 
behalte,  so  würde  man  die  Zeit,  binnen  welcher  die  beiden  Was- 
serspiegel in  ein  Niveau  kommen,   finden,   indem  man  h  :=  o,  h' 

«c  ^j^  b^  setzt    Es  wird  dann  diese  Zeit  gleich : 

mÄ(0+0')y^* 

§.  292. 

Der  Druck,  welchen  das  bewegte  Wasser  gegen  das  Gefass 
ausübt,  wird  nach  §.  87  gleich  dem  Drucke,  welchen  das  rahende 
Wasser  gegen  das  Gefass  ausüben  würde,  wenn  man  statt  der 
gegebenen  Kräfte  die  verlorenen  Kräfte  substitoirt,  d.h.  zu  den 
gegebenen  Kräften  die  totalen  Kräfte  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wirkend  fiigt 

Betrachten  wir  wieder  einen  engen  Canal,  Fig.  132,  in  wel- 
chem die  Wasserelemente  in  allen  Punkten  desselben  normalen 
Querschnittes  auch  dieselbe  Geschwindigkeit  haben  mögen. 

Benutzen   wir   die   in   §.  244  angewendeten  Bezeichnungen, 
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und  nehmen  die  z-Axe  als  positiv  nach  unten»  die  x-  und  y-Axe 
als  horizontal  an.  Betkracbten  !wir  die  zwischen  den  beiden  Quer- 
schnitten a^  und  6!fl  eingeschlossene  Flüssigkeit  Es  wird  deren 
Hasse  gleich  ^aids.  Die  auf  sie  wirkende  gegebene  Kraft  ist  hier 
nur  die' Schwere,  welche  nach  der  z-Axe  gerichtet  ist  und  gleicb; 
g^anls« 

Die  Componenten  der  totalen  Kraft  dieser  elementaren  Schicht 

werden  gkich: 

^tfods .  d'x ,  j^49ds  •  d*7  ^  ^ds  •  d|  s. 
Bezeichnet  man  jetzt  durch  a,  b,  c  die  Winkel,   welche  die 
Tangente  der  Canal-Axe  im  Querschnitte  a/}  mit  den  drei  Coor- 
dinaten-Axen  bildet,  so  wird: 

djX  «  d,x .  d,8  =  u  coB  a  »  i2ü . 

oder,  weil  d^s  ==  u  =  —  ist: 

ji           i2cosad.U     ,                •  V  CO  7 
d.x  =  ^ ^i <■- 

Dieser  Werth  substituirt  giebt  die  Componente  der  totalen 
Kraft  längs  der  x-Axe  gleich: 

pfl  cos  a  d,U .  da  +  ^ß«ü'd,  (^)  ds. 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  ganze  Canal- 
Axe  von  s  =  o  bis  s  =  s ,  so  findet  man  die  Summe  der  Com- 
ponenten der  totalen  Kräfte  des  bewegten  Wassers  längs  der  x- 
Axe  gleich: 

qS£G  [coB  a  ds  +  pÄ'U»  jd.  (^)  d«- 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  §  den  Abstand  längs  der  x-Axe 
der  beiden  Endpunkte  der  Canal-Axe,  und  betrachtet  diesen  Ab- 
stand als  positiv,  wenn  die  AusQussöffnung  zur  positiven  Seite 
der  EinflussöflbuQg  liegt,  durch  A  und  A'  die  Winkel,  welche  die 
Tangcolen  dieser  beiden  Endpunkte  mit  der  x-Axe  bilden,  so  wird: 
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cos  A'        cos  A 


/••  /•■  /*• 

jcosadea   |d,x.dsa|,   jd.^^^jds 


Die  Summe  der  Componenten  der  totalen  Kräfte  längs  der  x- 
Axe  wifd  folglich  gleich: 

Ebenso  findet  man  die  Summe  der  Componenten  der  totaleii 
Kräfte  längs  der  y-  und  z*-Axe  gleich: 

wenn  ti  und  l  die  Abstände  längs  der  y-  und  z-Axe  der  beiden 
Endpunkte  der  GanaNAxe  bezeichnen,  B,  B',  C»  C  die  Winkel, 
welche  die  Tangenten  dieser  Endpunkte  mit  der  y-  und  z-Axe 
bilden« 

Die  Summen  der  Componenten  der  totalen  Kräfte  sind :  0»  0, 

gj^codB,  welche  letztere  wir  durch  ZT  bezeichnen  werden« 

Die  Summen  der  Componenten  der  verlorenen  Kräfte  oder 
die  Componenten  des  Druckes  des  bewegten  Wassers  werden 
folglich : 

^,i2d,ü.,-.,Ä.Ü^(^-^'-^), 

Wenn  das  Wasser  aus  einem  GePäss  ausQiesst,  so  ist  die  Form 
der  von  den  Wasserelementen  beschriebenen  Canalflachea  unbe- 
kannt. Man  kann  indessen  imma:  annehmen,  dass  die  Richtiuig 
der  Endstücke  dieser  Canäle  alle  auf  der  freien  Oberflache  des 
Wassers  und  auf  der  Ebene  der  Ausflussoffnung  senkrecht  sind» 
und  dass    die  Grösse  der  Endflächen  diesen  Flächen   proporlio- 
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aal  sind«  Ist  die  Bewegung  permanent,  folglidb  d^U  =  0,  so 
wird  man  die  oben  gefundenen  Componenten  des  Druckes  auf  jede 
'Canalflache  addiren  müssen.  Bezeichnet  man  folglich  durch  n  die 
Schwere  des  Wassers,  durch  ü  den  Inhalt  der  Ausflussöffnung, 
durch  O  den  Inhalt  der  freien  Oberfläche,  durch  A',  B',  C  diö 
Winkel,  welche  die  Ebene  der  Ausflussöffnung  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  bildet ,  und  bemerkt,  dass  die  freie  Oberflache  mit  der  xy- 
Ebene  parallel  ist,  folglich: 

cos  A  rs  0,   cos  B  es  0,   cos  C  =  1  ,      - 

so  findet  man  die  Componenten  des  Druckes  des  bewegten  Was- 
sers gleich: 

-  ^ü»  .coB  A^  -  eßU«  cobB',  ^—ilii'\^^{^^  —  ^  . 

Wird  die  y-Axe  parallel  mit  der  Ebene  der  Ausflussöffnung 
angenommen,  so  wird  cos  B'  =  0,  cos  A'  ==  sin  C  Die  horizon- 
talen und  vertikalen  Componenten  des  Druckes  werden  dann: 

—  ^ßü"  ein  C,  U—  ^fl«U«  {^^  —  -^y 

Ist  die  Ausflussöffuung  horizontal  nach  unten  gerichtet,  so  wird 
C  =  0,  folglich  der  Druck  vertikal  nach  unten  gerichtet  und 
gleich : 

zr-,Äü.(^-^). 

Ist  die  Ausflussöffnung  vertikal,  so  ist  C'=90''.  Es  werden  dann 
die  horizontale  und  vertikale  Componente  des  Druckes  gleich: 

Ben  Ausfluss  in  freier  Luft  ist: 

O* 


v=Y^w'  "*  =  ^«"• 


O»  —  fl»  • 

Dieser  Wertb  substituirt,   giebt,   wenn  die  Ausflussöffnung  hori- 
zontal ist,  den  vertikalen  Druck  gleich: 

TT       o    n       Q'-fi'      f  1         1  \ 
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Wenn  die  Ausflassöffnung  vertikal  ist,  so  wird  die  horizontale 
Componente  des  Druckes  gleich: 

und  die  vertikale  Componente  gleich: 

Ist  die  freie  OberOäche  O  sehr  gross  in  Bezug  auf  die  Aua- 

flussöffnung  i2,  so  dass  man  ^vernachlässigen  kum,  so  wird  bei 

horizontaler  Oeffnung  der  vertikale  Druck  gleich:  II — 2g^i2H; 
bei  vertikaler  Oeffüung  wird  der  horizontale  Druck  gleich:  —  2g^i2Ht 
der  vertikale  Druck  gleich  ü.  Der  Unterschied  zwischen  dem 
Drucke  des  bewegten  und  des  ruhenden  Wassers ,  oder  die  Re- 
actio n  des  bewegten  Wassers  wird  folglich  in  diesem  Falle  gleich 
dem  doppelten  Gewicht  einer  FlQssigkeitssaule  sein,  deren  Grund- 
fläche die  Ausflussöffnung,  deren  Höhe  die  Druckhöhe  ist,  und  sie 
wird  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Ausflussöffnung  in  der  der  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  entgegengesetzten  Richtung  stattfinden. 

§.  293. 

Wenn  ein  geschlossenes  Gefäss,  welches  eine  gewisse  Flussig- 
keitsmenge  enthält,  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  v  in  eino' 
gegebenen  Richtung  bewegt  wird,  so  muss  nach  dem  d'Alem- 
bert 'sehen  Princip  die  Flüssigkeit  in  dem  bewegten  Gefasse  ebenso 
im  Gleichgewicht  verbleiben,  als  wirkten  auf  sie  in  einem  ruhen- 
den Gefäss,  statt  der  gegebenen  Kräfte»  oder  der  Soh^ere»  die 
verloreneu  Kräfte.  Bezeichnet  man  durch  m  die  Masse  eines  Ele- 
mentes  der  Flüssigkeit,  durch  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tung der  Bewegung  mit  den  Coordinaten  -  Axen  bildet,  unter  deoen 
wir  die  z-Axe  als  positiv  nach  unten  gerichtet  annehmen  werden. 
Es  werden  jetzt  die  Componenten  der  verlorenen  Kräfte  dieser  Ele- 
mente gleich: 
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—  mdjV .  cos  a,  —  md^v .  cos  b,  in(g — d^v  cos  c). 
Die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  moss  dann  auf  der  BiehtiiQg 
dieser  Resultaiite  seokrecht  sein»   wie  sie  bei  einem  rubren  Ge- 
fisB  auf  der  Ricbtuog  der  Schwere  senkrecht  ist. 

Der  Druck  in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  wird  ebenso,  wii. 
bei  der  in  einem  ruhenden  Gefess  enthaltenen  Flüssigkeit  gefun- 
den« wenn  man  nur  statt  der  Grösse  und  Richtung  der  Schwere 
g  die  Grösse  und  Richtung  der  Resultante  g'  der  beiden  Kräfte 
g  und  dj  setzt,  die  letzte  Kraft  in  entgegengesetzter  Richtung  der 
Belegung  wirkend. 

Findet  die  Bewegung  des  Gefässes  in  der  Richtung  der 
Schwere  nach  unten  statt,  so  wird :  g'  =  g  —  d^v.  Die  freie  Ober- 
flache ist  folglich  fortwährend  horizontal  und  der  Druck  in  der 
Tiefe  h  unter  derselben  gleich: 

P  =  ?(g  — d4v)h. 

Findet  die  Bewegung  des  Gelasses  in  der  der  Schwere  ent* 
gegengesetzten  Richtung  statt,  so  ist: 

g'  =  g  +  dtV,  p  =  e(g  +  d^v)h. 

Findet  die  Bewegung  in  horizontaler  Richtung  statt,  so  ist: 

g' = Yr  +  (V}^ 

Die  Richtung  dieser  Resultante  wird   mit  der  der  Schwere  einen 

Winkel  bilden,  dessen  Tangente  gleich:  -^  ist,  und  dieser  Winkel 

wird  in  der  durch  die  Richtung  der  Bewegung  gehenden  vertikalen 
Ebene  nach  der  der  Bewegung  entgegengesetzten  Seite  gemessen. 
Die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wird  mit  dem  Horizonte  den- 
selben Winkel  bilden  (Fig.  175). 

Der  Druck  in  irgend  einem  Punkte,  dessen  Abstand  von  der 
schiefen  Oberfläche  gleich  h  ist,  wird  gleich:  ^g^h. 

§.  294. 

Wenn  das  GeTäss  um  eine  vertikale  Axe  mit  gleichförmiger  Um- 
drehungsgeBchwtndigkeit  gedreht  wird,   so  werden  nach  und  nach 
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die  Widerstände  des  Gefasses  gegen  irgend  eine  Bewegung  des 
Wassers  relativ  su  demselbent  diese  Bewegung  auch  dem  Wasser 
mittheilen.  Bezeichnen  wir  durch  w  diese  Dmdrebungsgescbwin- 
digkeity  durch  y  (Fig.  176)  den  Abstand  irgend  eines  Elementes 
M  4er  freien  Oberflache  yon  der  Dmdrehungs-Are,  durch  m  die 
Masse  dieses  Elementes.  Es  wird  dann,  weil  die  Umdrebungsge- 
sdiwindigkeit  w  constant  ist,  die  Tangentialkraft  dieses  Elementes 

gleich  Null,  die  Centrifugalkrafl;  gleich:    5Jp  =  5 — ^^  =    mw'j. 

Die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wird  dann  im  Punkte  M  auf  der 
Resultante  dieser  Centrifugalkraft  und  der  Schwere  mg  senkrecht 
sein«  Es  liegt  aber  diese  Resultante  in  einer  durch  die  Umdre* 
hungs-Axe  gehenden  vertikalen  Ebene  und  bildet  mit  dieser  Axe 

einen  Winkel,  dessen  Tangente  gleich  — ^  ist     Es  wird  folglich 

auch  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Dmdrehungsflache  bilden, 
deren  Normale  im  Punkte  M  denselben  Winkel  mit  der  Axe  bil- 
det  Bezeichnet  man  durch  x  die  Abscisse  des  Punktes  M  längs 
der  Umdrehungs-Axe  von  dem  Durchschnittspunkte  O  der  Flüs- 
sigkeit aus  gerechnet,  so  wird  folglich: 

und  hieraus: 

r  =  ^  X. 

Es  wird  folglich  die  freie  Oberfläche  der  Flijssigkeit  ein  Uib^ 
drehungsparaboloid  bilden,  dessen  Axe  die  Umdrehungs-Axe  und 

dessen  h  alber  Parameter  gleich  -^  ist 

S.  295. 

Hat  das  mit  einer  gleichförmigen  Umdrehungsgeschwindigkeit 
bewegte  Gefass  eine  Oeffnung  A  (Fig.  176) ,  durch  weJche  das 
Wasser  ausfliesst,  so  wird  die  Au9flu9agesdhwindigkeit  gleich  dw- 
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jaoigeii  ieiA^  welche  bei  einetti  ruheiidea  GeÜBS'der  ßfMkMhe  M 
eatspricht. 

NehneD  wir  Mniich  an,  das  Wasser  bewege  sidi-dmfa  eine 
beliebige  Canalfläche  von  B  bis  A*  Bezinchni6n  wir  dnreb'll'diB 
Aasflmsgeschwindigkeit^  durch  SI  den  iiihalti  derAüsAuüsoAiung, 
oder,  weno  GMitradioD  stattfindet,  den  DurobsobBitt  dfes^eontira«« 
hirtea  Strips.  Es  ward  daon  <fie  Shsse  des  in  eiiiem'  Zeit&moilfl 
ausfliessenden  Wassers  gläch:  ^fiUdt 

Bezeichtten  wir  ferner  durch  y  und  y'  die  Abstände  der  Eadr* 
punkte  des  Caoab  B  und  A  von  der  Umdrehungs- Axe.  Die  leben« 
dige  Kraft  der  Masse:  ^i2Udt  in  B  wird  dann  gleich:  I^Udt .  w'y', 
und  in  A  gleich:  -^^^Udt .  w'y^.  Die  dieser  Zunahme  der  leben- 
digen Kraft  entsprechende  dynamische  Arbeit  wird  folglich  gleich: 

ipflüdt.C/«— y«). 

Es  muss  dann  diese  Arbeit  in  der  Gleichung  der  Bewegung 
des  §•  244  hinzugefögt  werden,  wodurch  man,  nachdem  mit  iDlIdl 
dividirt  worden  ist,  erhält: 

o 

Es  ist  jetzt,  wenn  x  und  x'  die  Abseissen  der  Punkte  B  und 
C  der  freien  Oberflächen  bezeichnen: 

woraus: 

h  +  ^  (y'«-y*)«h  +  x'--x.=  AC. 

Es  wird  folglich  die  Gleichung  der  Bewegung  in  dem  Canat 
iBA,  und  folglich  auch  die  Ausflussgeschwindigkeit,  genau  dieselbe, 
als  hätte  das  Wasser  keine  Umdrehungsgeschwincjigkeit  und  wäre 
die  Druckhöhe  gleich'  AG.  Die  AusOussgeschwindigkeit  ist  folg- 
lich von  der  Lage  des  Punktes  B  gan^  unabhängig. 

•    .     .  .  •  .  .  '  '    •    ■     r-    i  ■    '    .  ' 
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Diasielbe  wird  Mgifch  anch  geitaD»  wdnn  das  Wasser  vob 
allen  Seiten  her  Bach  der  AusQussöffnong  hin  zaströmt  Die  Aus- 
flnssgeschnriod^ke^  wird  dieselbe  sein,  als  weiio  keine  Umdrehong 
stattfinde,  und  die  Drüekhöhe  gleich  A£  wäre. 

Es  findet  dies  anoh  Aatt,  wenn,  wie  in  Fig.  177,  G  «Mser- 
halb  des  GeOiBaes  in  die  Veriäogenmg  der  parabobidisoben  Flaobe 
BML  Bezeichnet  man  dnreh  H  die  Höbe  des  Scheitelpanktes  O 
über  der  AusDussöffnung,  durch  y  den  Abstand  der  Oeffeang  voq 
dlBr  Umdrehuiigs-Axe,  durch  w  die  Umdrehmgsgeschwindigkeit, 
so  wird: 

AC  =  H  +^.y'. 

§.  296. 

Wir  werden  jejtst  den  Stoss  isolirter  Wasserstrahlen  gegen 
ruhende  und  g^en  bewegte  Körper  untersuchen,  und  die  Gröase 
der  dem  bewegten  Körper  durch  den  Waaserstoss  mitgetheilteii 
Arbeit  berechnen. 

In  den  ersten  AugaibKckea  des  Sto^ses  werden  sowohl  die 
ankommenden  Wassertheiie  wie  der  gestossene  Körper  durch  den 
Stoss  zusammengedrückt  werden,  und  die  ersteren  daher  von 
^em  Körper  zurückpraUea  Nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  wird  sich 
indessen  an  dem  Körper  ein  kegelförmiger  Wasserkörper  bilden, 
und  es  werden  sich  an  dessen  Oberfläche  und  ferner  an  der  Ober- 
fläche des  Körpers  die  ankommenden  Wasserelemente  wie  in  Ca- 
nälen  von  unveränderlicher  Form  bewegen.  Es  wird  alsdann  die 
Veränderung  der  Ricbtung  der  bewegten  Wassertheiie  nach  und 
nach  stattfinden,  und  folglich  fortan  keinen  Stoss,  sondern  nur  ei- 
nen Druck  der  Wasserelemeote  gegen  den  Körper  bewirken.  Diese 
werden  alsdaqn  auch  als  unzusammendrückbar  angenommen  wer- 
den können,  und  es  wird  unnöthig,  ihre  Molekülarkraft  zu  berück- 
sichtigen. 

In  den  ersten  Augenblicken  des  Stosses  werden  dag^en  auch 
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die  Aloldkülavkrfiftß  deir  afMammeDgedriioktrD  Wassdr^leDieBte  auf 
den  gestossenen  Körper  zurückwirken  und  ^ie  ^iesßnl  lyiitiseUwIte 
Arbeit  oder  der  Druek  fdgUeh  ancb  im  Anfaiig  grö^&er  als  nach- 
her sein. 

Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  eines  Umdrehungskörpers»  wel- 
cher in  der  Richtung  der  Umdrehungs^Axe  AX  (Fig.  178)  von 
einem  horizortfalen  Wasserstrahl  BA  getroifen  wird.  Der  Wasser- 
strahl wird  sich  dann  rings  um  den  Scheitelpunkt  A  des  Umdre- 
hungskörpers  vertbeilen,  und  man  kann,  die  ersten  Augenblicke  des 
Stosses  ausgenommen,  annehmen,  dass  die  Wassertheile  sich  längs 
dei"  Oberfläche  dieses  Körpers  mit  unveränderter  relativer  Ge- 
schwindigkeit bewegen,  so  dass  folglich  durch  die  Reibung  beim 
Hinlaufen  der  Wasserstrahlen  an  der  Umdrehungsiläcbe  keine  le- 
bendige Kraft  verloren  wird. 

Bezeichnen  wir  durch  V  die  Ausflussgescbwindigkeit  des  Was- 
sers, durch  V  die  Geschwindigkeit  des  gestossenen  Körpers  in  der- 
selben Richtung,  durch  a  den  Winkel,  weichen  die  Tangente  am 
Endpunkt  B  der  Generatrix  des  Umdrehungskörpers  mit  der  Axe 
AN  bildet»  durch  Q  die  Wassermen^e,  welche  in  einer  Zeiteinheit 
an  den  Körper  anstösst,  durch  ^  die  Dichtigkeit  des  Wassers. 

Es  wird  dann  V  —  v  die  relative  Geschwindigkeit  sein,  womit 
die  Wasserfäden  den  Körper  in  A  treffen,  und  womit  sie  ihn  in 
B  und  C  verlassen»  Die  absolute  Geschwindigkeit  der  den  Um- 
drehungskörper in  B  und  G  verlassenden  Wasserfaden  wird  die 
Resultante  dieser  nach  der  Tangente  in  B  und  C  gerichteten  rela- 
tiven Geschwindigkeit  und  der  längs  der  Axe  gerichteten  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  sein.  Bezeichnet  man  durch  u  jene  absolute 
Geschwindigkeit  der  Wasserfaden,  so  wird: 

u  =  y^(V^v)«— 2(V  — v)vco»a  +  v«. 

Die  lebendige  Kraft  des  in  einer  Zeiteinheit  ankommenden  Was- 
ser^ is);  gleich:  ^t?QV';  die  lebendige  Kraft  desselben  Wassers, 
weiuf  es  d^n  Körper  verlässt,  wird  gleich:  i^Qu'  sein.    DerVer- 

39* 
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tust  an  lebendiger  Kraft  wird  folgltcb  gleich:   i^Q(V'-n*),  oder, 
ivenn  man  den  Werth  von  n  substitairt,  gietoh: 

ieQ[VSV-v)«-2(V-v)vcos«-v']=leQ[2V?-2v*-2{V-T)vco»a] 

=  qQy  (V  -  v)  (1  -  cos  a). 

Dieser  Verlust  wird  dann  der  dem  Korper  durch  den  Was- 
^orstoss  mitgetheilten  Arbeit  gleich  sein. 

Bezeichnet  man  durch  P  den  Druck  oder  den  Wasserstoss  in 
der  Axenrichtung,  so  wird  diese  Arbeit  gleich  Pv,  und  folglich: 

Pv  =  eQv(V-v)(l-coscr), 
oder:    '  P  =  ^Q  (V  — v)  (1-cosa). 

Bezeichnet  man  durch  S2  den  Inhalt  der  Ausflussöfihung»  oder 
den  Querschnitt  des  contrahirten  Wasserstrahls,  so  wird: 

Q  =  Ä  (V-v), 
und  folglich:  P  =  pÄ  (V— v)*  (l—cosa). 

Diese  Formeln  finden  fortwährend  statt,  wenn  auch  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  Körpers  sich  Null  nähert.  Befindet  der  ge- 
ktossene  Körper  sich  in  Ruhe,  so  ist  v  =  o,  und 

P==gi2V*(l  — cosa). 

Man  kann  diese  letzte  Formel  auch  unmittelbar  aus  den  in 
§.291  entwickelten  Werthen  des  Druckes  herstellen.  Wir^  haben 
nämlich  hier  angenommen,  dass  die  Wasserelemente,  welche  den 
gestossenen  Körper  nach  den  Richtungen  der  Tangenten  verlassen, 
dieselbe  Geschwindigkeit  wie  der  ankommende  Wasserstrahl  be- 
sitzen. Es  müssen  dann  die  Querschnitte  der  Ganäle,  in  welchen 
diese  Elemente  als  sich  bewegend  gedacht  werden  können,  auch  an 
beiden  Enden  gleich  sein.  Man  braucht  alsdann  nur  in  den  For- 
meln des  §.  292:  ü  =  V,  d,Ü  =  o,  A'  =  «,  A  =  o,  O  =  fi,  m 
setzen,  um  den  Druck  in  der  Richtung  der  x-Axe  zu  finden: 

P  =  -  ^i2>V  (^  -  i)  =  e^V»  (1--C08  «), 

wie  oben. 

Ist  der  Umdrehungskörper  eine  auf  der  Richtung  des  Was- 
serstrahls senkreiihtc^Ebene  (Fig.  179),  so  ist  a  =  90",  und  folglich: 
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weno  die  Ebene  mit  einer  Geschwindigkeit  v  in  der  Bicblong  d^ 
Stosses^  bewegt  wird,  und  gleich: 

P  «*  9ÄV% 
wenn  die  Ebene  in  Ruhe  ist. 

Im  letzten  FaUe  ist,  w«il  V* «  2gH,  wo  H  die  Geschwin* 
digkeitsböbe  des  Wassers  bezeichnet:  P  =£  2ggSiH ,  TolgUch  der 
Ikuck  gleich  dem  doppeltea  Gewichte  einer  Wassersäule ,  welche 
zur  Grundfläche  dm  Qoersdimlt  ä  des  Wasaecstrahb,  zur  Höbe 
die  Geschwindigkeitshöhe  des  Wassers  hat. 

Um  diese  Grösse  des  Wasserstosses  zu  erlangen,  mnss  indes- 
sen die  Ebene  hinreichend  gross  sein,  dass  die  relative  Bewegung 

_  « 

aller  Wasserräden  in  der  Ebene  stattfindet.  Ist  die  Ebene  tu 
Ruhe,  so  muss  sie  auch  nicht  zu  nahe  an  der  Ausflussöffnung 
angebracht  werden,   weil  sonst  das  aasströmende  Wasser  die  Ge- 

schwindigkeit:  V  =  }^2gH  nicht  erlangt.  Ist  die  Ebene  zu  ^velt 
von  der  Oeffnung  angebracht,  so  wird  der  Stoss  wieder  kleiner 
werden  wegen  der  in  dem  Wasserstrahl  stattfindenden  Schwingun- 
gen. In  einem  Abstand  gleich  dem  sechsfachen  Durchmesser  der 
Oeffnung  wird  der  Stoss  am  stärksten  sein. 

Wenn  das  Wasser,  wie  in  Fig.  180,  in  der  entgegengesetz- 
ten Richtung  die  Fläche  verlässt,  in  welcher  es  dieselbe  triill,  so 
wird:  «  =  180*,  cos«  =  —  1,  und  folglich: 

P  =  2^Ä  (V— V)«, 

oder,  wenn  v  =  o:    P  =  2ßj3V'  =  AggSiU. 

Der  Druck  ist  folglich  in  diesem  Falle  doppelt  so  gross,  uls 
gegen  eine  normale  Ebene, 

Bei  dem  schiefen  Stosse  gegen  eine  ebene  Fläche  n^is^  mau 
unterscheiden,  wenn  der.Strjihl  nur  nach  einigen»  und  wenn  er 
qach  allen  Richtungen  in  dpr  Ebene  abOiessen  kanp»  . 

Ist,  wie  in  Fig.  181,  die  i^stosseoe.  ruhende  Ebene  BC  aii( 
zwei  einander  gegenüber  hegfsnden  Sieitenein^efosst,  so  theilt  sifik 
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der  Strahl  in  zwei  ungleiche  Theile,  yod  denen  der  eine,  Q,9  ^^ 
ideinere  Ablenkung  BAP  ss  a»  der  andere,  Q^«  die  grössere  Ab- 
lenkung GAP  =  180''  —  a  annimmt,  Ea  wird  daher  der  Ge- 
sammtstoss  in  der  Richtung  des  Strahls  gleich: 

P  ^  q{)^Y  (1  -  coB  a)  +  qQ^V  (1  +  cea  a). 

Der  von  den  Wasserelementen  auf  die  Ganalflicfae  FAB  in  der  Rich- 
tung von  B  gegen  A  ausgeübte  Druck  wird  gieichi  (^|V(i — coaa) ; 
der  von  den  Wasserelementen  auf  die  GanaUäche  FAG  in  der 
Richtung  von  G  gegen  A  adsgeübte  Druck  wird  gleich: 

?Q,V(1  -f-  cosä). 
Diese  müssen  dann  gleich  sein,  fdglioh: 

^Q^V<1  —  C08  a)  =  ^Q,V  (1  +  coß  a). 
Es  ist  ferner:  Q^  +  Q,  »:  Q. 
Hieraus  findet  man  dann: 

Q.  «  iQ (1  +  cos«),  Q.  «  iQ (1  - cosa), 
und,  wenn  diese  Werthe  substituirt  werden: 

P  =r  qQ\  (1  ^  cos«  a)  c=  qQV  sin»  a, 

oder,  wenn  man  Q  =  ßW  substituirt: 

P  =  ßßV«  Bin*  a  =  2^Sill  sin«  a. 

Um  den  Normalstoss  N  zu  finden,  sucht  man  den  Druck  der  bei- 
den Wassertheile  Q,  und  Q,  in  der  Richtung  AN.  Die  Richtung 
des  zutliessenden  Wassers  bildet  in  beiden  Canälen  den  Winkel: 
90''-f'^  "^'^  ^^^  Richtung  AN*,  die  Richtung  des  wegfliessenden 
Wassers  ist  auf  AN  senkrecht.     Es  wird  folglich: 

N  =  ßi2V*  (cos  90*—  cos  (90"  +  «))  =  ^i2V*  sin  a. 

Es  wird  folglich  der  Parallelstoss  P  die  Gomponente  des  Normal- 
stosses  sein :  P  =  N  sin  a. 

Hat  die  schiefgestossene  Ebene  gar  keine  Einfassung,  so  dass 
sich  das  Wasser  nach  allen  Richtungen  hin  auf  ihr  ausbreiten 
kann,  so  werden  die  Ablenkungswinkel  von  a  bis  180''  —  er  varii« 
ren,  wenn  man  durch  a  fortwährend  den  Winkel  bezeichnet,  wel- 
chen die  Richtung  des  Wasserstrahls  mit  der  Ebene  bHdet  Der 
Strahl  wird  sich  alsdann  gleichmasaig  auf  beiden  Seiten  der  Ein- 
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fallsebene  vertheilen,  vorausgesetzt,  dass  auch  der  QuerschDitt  des 
Wasserstrahls  durch  diese  Ebene  in  «wet  symooetrisdie  Theile  ge- 
theilt  wird.  Bezeichnet  man  durch  q  die  Wassermenge,  welche 
um  den  Winkel  et  abgelenkt  wird,  so  wird  der  von  diesem  Theil 
des  Wasserstrahls  ausgeübte  Paralleldruck  gleich:  ^(1— €OS4»0 
sein,  und  d^r  ganze  ParaUeldruck  folglich  gleich: 

wo  das  Summationszeichen  in  Bezug  auf  alle  Werthe  von  a  =sia 
bis  afzsziSO"  —  tt  auszudehnep  ist« 

Die  Vertheilung  des  Wasserstrahls  nach  den  verschiedenen 
Seiten  der  schiefen  Ebene  hin  hingt: wesentlich  veudep  Fot-In  des 
Querschnittes  des  Wasserstrahls  ak  bt  dieser  ein  lingichc»^  Red*- 
eck,  dessen  längere  Seite  zur  Richtung  der  Einfallsebene  senk- 
recht ist,  so  wird  die  bei  weitem  grösste  Hasse  des  Wassers  in 
den  Richtungen  a  und  180*  —  a  abgelenkt  werden,  und  der  Pa« 
rallelstoss  des  Wasserstrahls  folglich  beinahe  ebenso  gross  sein, 
wie  in  dem  vorher  betrachteten  Falk,  ist  dagegen  diese  lihgere 
Seite  des  Rechtecks  mit  der  EinfaHsebene  parallel,  so  wird  swai- 
immer  noch  eine  grosse  Wassermenge  nach  dem  kleinsten  Winkel 
a  bin  abgelenkt  werden,  indessen  eine  grössere  um  9(f  senkroeiit 
auf  die  Einfallsebene  abgelenkt  werden,  und  die  Grosse  des  Pa* 
raUelstosses  wird  sich  folglich  mehr:  ^QV  nähern. 

Ist  der  Querschnitt  des  einfallenden  Wasserstrabis  ein  Kreis, 
so  kann  man  annehmen,  dass  der  in  der  Richtung  der  Ebene  statt- 
findende Druck  für  alle  Wasserfaden  gleich  ist.  Es  wäre  als- 
darm:  q(l  —  cosa')  constant  gleich:  cda'  zu  setzen,  woraus: 

a 

und  weil:  ^q  &=  ^Q,  c «»  ^Q  tang  «• 
Es  wird  ferner: 
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'  «  ^QV  f  Y  ~  «M  **»8  «^ 

'  ■  •         ■  • 

Der  Nofmaistoss  wird  gleich: 


t—cos  a'   "" 


N  »  2QV:Sq  Bin  </  <»  2^Vc 
»  2^Vc  log  nai  (  t-^-^^  )  =  ?Q V  lang  a  log  nat  colg  ^  a. 

Oai!  VerhÜloisa  fimeheo  dem  ParaHebtois  und  dem  Normal- 

atots.  wird  i&  diesem  FaDe  Reicht  - 

P    _^        f  — g. 

TT        log  nat  cotg  |a ' 

§.  297. 

Statt  eines  gesloss^en  Kölners  werden  wir  jetzt  ein  Gefliss 
iieteachten»  in  welches  der  Wasserstrahl  hineintritt. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  das  GeTäss  sei  in  Rnhe,  und  groes 
geiMig-y  um  das  während  einer  gewissen  Zeit  einströmende  Wasser 
XU  «nprangen.  Es  wird  dann  die  ganze  lebendige  Kraft;  des  Was- 
serstrahls durch  die  Reibung  und  durch  die  Wiil>el  des  Wassers 
in  dem  GePäss  absorbirt  werden«  Bezeichnet  man  durch  Q  das 
Volumen  der  in  einer  Zeiteinheit  einströmenden  Wassermenge, 
durch  Q  ihre  Dichtigkeit,  durch  V  die  Geschwindigkeit  des  Was- 
serstrahls,  so  wird  die  lebendige  Kraft  des  einströmenden  Was- 
sers während  einer  Zeiteinheit  gleich:  f^QV*  sein.  Die  dynami- 
sche Arbeit  der  Reibung  des  Wassers  in  dem  Gefasse  und  die 
lebendige  Kraft  der  übrig  bteibenden  Wirbel  wird  dann  auch  in 
einer  Zeiteinheit  gleich  derselben  Grösse  sein. 

Wird  jetzt  das  GePäss  mit  einer  Geschwindigkeit  v  in  der  Ridi- 
tung  des  Wasserstrahls  bewegt,  so  ist  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Wassers  gegen  das  Gefäss  gleich  V — v,   und   die   durch 
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Reibung  und  dnrdi  die  Wirbel  des  Wassers  im  Gefiiss  in  einer 
Zeiteinheit  verlorene  Arbeit  wird  folglich  gleich:. 

Die  lebendige  Kraft  des  Wassers  vor  dem  Einströmen  in  das  Gefiiss 
war  gleich:  I^QV^;  die  lebendige  Kraft  derselben  Wassermenge, 
nachdem  sie  die  Bewegung  des  Gefässes  angenommen  hat,  ist 
gleich:  7^Qv\  Der  ganze  Verlust  der  lebendigen  Kraft  unrd  folg- 
iseh  gleich: 

Dies  wird  dann  auch  der  dem  Gefäss  mitgetheilten  dynamischen 
Arbeit  gleich  sein. 

Bezeichnet  man  durch  Si  den  Inhalt  der  Ausflussöffnung »  so 
wird:  Q=ssi2(V — ▼)  sein.  Die  dem  Gefass  mitgetheilte  dynami- 
sche Arbeit  wird  folglich  gleich: 

ßfiv(V  — V)». 

Nimmt  man  aber  an,  dass  statt  eines  einzigen  Gewisses ^  wel- 
•ches  in  der  Richtung  des  Wasserstrahls  fortbewegt  wird,  und  folg- 
tich  auch  in  jedem  Zeitrapme  weniger  Wasser  empfängt,  als  wäh- 
rend desselben  aus  der  Ausflussöffnung  herausströmt,  —  dass  statt 
dessen  mehrere  Gelasse  einander  folgen,  und  nach  und  nach  den- 
.selben  Weg  beschreiben,  wie  es  bei  den  Schaufeb  eines  Wasser- 
rades der  Fall  ist,  so  wird  das  Wasser,  wahrend  es  noch  in  das 
erste  Gefäss  hineinströmt»  schon  anfangen,  in  das  folgende  hin- 
eiozaströmen,  und  es  werden  die  Gefasse  alle  zusammen  in  einem 
Jvnlänglich  grossen  Zeiträume  eine  gleiche  Wassermenge  empfan- 
gen, wie  die,  welche  aus  der  Ausflussöffnung  während  desselben 
Zeitraumes  herausströmt.  Es  wird  folglich  alsdann:  Q  =i2V,  und 
jdie  den  Gefässen  mitgetheilte  Arbeit  gleich : 

qQYy  (V— ▼). 

Wir  haben  hier  vorausgesetzt,  dass  das  Wasser  in  dem  Ge- 
fass lange  genug  verbleibt,  um  seine  ganze  relative  Geschwindig- 
fceit  durch  die  Reibung  zu  verlieren,  so  dass  es  folglich  das  Ge- 
fass  nur  mit  derselben   Geschwindigkeit,   welche   dieses  besitzt. 
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TerlassL  Dieselben  Forrndn  finden  aber  fortwährend  statt,  wenn 
auch  das  aus  dem  Gefässe  heraosfliessende  Wasser  noch  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  relati?  m  dem  Geiasse  besitzt    Bezeichnen 

wir  durch   \I^y'*  die  lebendige  Kraft,   welche  dieser  relativen 

Geschwindigkeit  entspricht.  Es  wird  dann  die  lebendige  Kraft  des 
Wassers,   welches  das  GePass  verlässt,  um  so  viel  grösser  sein, 

folglich  statt:    j^Qv'  gleich:  ^«Qv* +^^|-v''.     Die  dwch  die 

CS 

Reibung  und  die  Wirbel  des  ^Vassers  im  Getass  verlorene  leben- 
dige Kraft  wird  aber  auch  dann  um  ebenso  viel  kleiner  sein,  folg- 
lich  statt:  lgQ(V— v)»  gleich:  ^pQ(V  — v)' — 15|- v'*.      Die 

Summe  dieser  lebendigen  Kräfte  wird  ibiglich  die  frühere,  und 
ebenso  die  dem  Gefässe  mitgetheilte  Arbeit,  welche  gleich  der 
Differenz  der  ursprünglichen  lebendigen  Kraft  und  jener  Summe  ist 

Findet  die  Bewegung  des  Geßsses  nicht  in  der  Richtung  des 
Wasserstrahls  statt,  so  rouss  man  die  Oeffnung  des  Geßsses  sehr 
gross,  oder  auch  mehrere  Gefässe  annehmen,  welche  wie  die 
Schaufeln  eines  Wasserrades,  nach  und  nach  den  Wasserstrahl 
empfangen.  Die  durch  die  Bewegung  des  Wassers  in  den  Gefasaen 
verlorene  dynamische  Arbeit  wird  in  diesem  Falle  gleich  der  leben- 
digen Kraft  der  Wassermenge  Q  sein,  wenn  als  deren  Geschwin- 
digkeit die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  Bezug  auf  das 
Gefass  angenommen  wird.  Bezeichnet  man  durch  a  den  Winkel» 
welchen  die  Richtungen  der  beiden  Bewegungen  mit  einander  bü- 
den,  so  wird  diese  relative  Geschwindigkeit  gleich: 

V^V  — 2Vvcosa  +  v\ 
und  folglich  die  dynamische  Arbeit  der  Reibung  und  die  lebendige 
Kraft  der  in  den  Gefässen  fortdauernden  Wasser wirbel  gleich: 

i?Q(V*— 2Vvco8a  +  v»). 

Die  lebendige  Kraft  des  Schwerpunkts  des  Wassers  im  Geiaas  wird 
gleich:  i^Qv';  die  ursprängli^  lebei^dige  Kraft  des  Wassers 
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g^dck:  i-^QV*.  Der  gaoze  V^latt  der  lebeudigeo  Kraft  wird 
folglich  gleich: 

Ee  wird  diee  auch  der  dem  Waseerrade  OiikgetheiHeD  dynami* 
aeheD  Arbeit  gleidi  sein.  Setet  man  QssiAV»  sa  findet  man 
diese  Arbeit  glekb: 

Beieichnet  man  durch  P  den  Druck  in  der  Richtung  der  Bewe* 

gung  der  einander  folgenden  Gefisse  oder  Schaufeln,    so  wird 

diese  Arbeit  gleteh:  Pt,  und  folgKeh: 

P  «  qüV  (Y  e0$  a^v). 

§.  298. 

Wenn  ein  fester  Körper  sich  in  eioer  unbegreneten  Flüssig- 
keit bewegt,  oder,  wenn  ein  fester  Körper  in  eine  bewegte  Flüs^ 
sigkeit  gebracht  wird,  so  erleidet  derselbe  einen  Druck,  welcher 
¥on  der  Form  und  Grösse  des  Körpers,  so  wie  auch  von  der 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und  von  der  Geschwindigkeit  der  einen 
oder  der  anderen  Masse  abbingt«  Die  Ursache  dieses  hydraulischen 
Druckes  ist  die  Trägheit  der  Plüssigkeit,  deren  Gleichgewichts-  und 
BewegungsEUStand  geändert  wird,  und,  obgleich  von  geringerem 
Binflusse,  die  Adhäsion  der  Wassertheile,  welche  durch  die  Be^ 
wegttiig  von  einander  getrennt  oder  an  einander  yerschoben  werden. 

Bewegt  sieh  ein  Körper  A  (Fig.  182),  welcher  in  eme  Flua'- 
sigkeit  gauE  untergetaucht  ist,  tmt  einer  gewissen  gleicbf5rmigei 
Geschwindigkeit  von  A  nach  B,  so  schiebt  er  eine  gewisse  AnEaM 
von  Flüssigkeitsmolekiilen  vor  sich  her,  und  ewrngt  sie  eu  beiden 
Seiten  der  VorderflÜche  CD  wegüufliessen  mit  *  einer  Geschwindig- 
keit, welche  mit  der  Geschwindigkeit  V  und  mit  den  transversalen 
Diöftenaianen  des  Körpers  wächst.  Die  Flussigkeitstheilchen ,  weU 
ehe  sich  auf  dem  Wege  des  Körpers  befinden,  werden  auf  diese 
Weise  gelenkt  and  folgen  gewissen  Bahnen  xur  Seite  des  Kör- 
pers, und  es  werden  ihnen  in  diesen  Bahnen  die  Flussigkeitsei^ 
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mente  fDigen^*  weiche  nach  und  nach  ihren  Piate  in.  Bezog  atrf  den 
Körper  einnehmen. 

Trifft  das  bewegte  Wasser  einen  in  Ruhe  befindlichen  Kör« 
per,  so  werden  die  Waasertheilcben  ebenso  von  dem  Körper  aus 
ihrer  ursprünglichen  Richtung  abgelenkt,  ond  laufen  in  Wasserfa* 
den  Ton  unveränderter  Form  an  den  Seiten  des  Körpers  her.  An 
der  Hinterfläche  des  Körpers  vereinigen  sich  diese  Wasserfäden 
wieder  und  bilden  hier  durch  ihre  Zusammenbiegung  mehrere  Paare 
von  Wirbeln,  deren  Drehungsrichtungen,  wie  in  Fig.  182  und  183 
dargestellt,  gegen  einander  abwechselnd  sind.  Wenn  der  Körper 
eine  hinreichende  Länge  in  der  Richtung  der  Bewegung  hat,  wer- 
den auch  andere  kleinere  Wirbel  an  den  beiden  Seiten  in  m  und 
m'  stattfinden. 

Bei  schwimmenden  Körpern  findet  die  Bewegung  der.  Was- 
aertbeilchen  auf  gleiche  Weise  statt  Nur  werden  hier  nicht  die 
Wiriiel,  welche  durch  die  unter  dem  Körper  hinströmenden  Was- 
serfäden erregt  werden,  wie  bei  untergetmidhten  J^örpan,  den 
durch  die  oberen  Wasaerräden  erregten  Wirbeln  bege^aen,  und 
aie  zeigen  daher  besondere  Phänomene  im  Kielwasser  des  Körpers. 

Wie  bei  dem  Stosse  isolirter  Wasserstrahlen  wird  auch  hier, 
sowohl  wenn  der  Körper  in  ^iner  ruhenden  Flüssigkeit  bewegt 
wird,  als  wenn  er  den  Stoss  der  bewegten  Flössigkeit  em* 
pfängt,  eine  gewisse  Wassermenge  sich  dem  Körper  adbangen, 
und  zwar  an  den  beiden  Endflächen  desselben.  Es  kommt  dies  da- 
her, dass  die  Wassartheile,  welche  genöthigt  sind,  in  einer  zu  der 
ider  Bewegung  senkrechten  Richtung,  abzuweichen,  so  veie  auch  die 
an  der  Seite  oder  hinter  dem  Körper  in  wirbelnder  Bewegung  den 
Körper  folgenden  Wassertheile  in  Bezug  auf  den  Körper  in  Ruhe 
sind,  und  gleichsam  einen  Theil  seiner  Masse  bilden.  Es  ist  diese 
immer  wechselnde,  aber  gleichbleibende  Wassermange  insbesondere 
von  Einfluss,  wenn  die  Bewegung  des  Körpers  ungleichförmig  wiid.. 
Beobachtungen  über  die  Schwingungen  des  Pendels  im  Wasser 
haben  gezeigt,  dass  diese  Wassermenge  sehr  gross  sein  kann;   sie 
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scheint  yon  der  Grösse  der  Gesdiwindigkeit  unabbangig  tu  sein^ 
und  nur  von  der  Form  des  Körpers  abzuhängen.  Bei  einem  in 
der  Axenriehtung  bewegten  prismatischen  Körper  hat  Dubnat 
das  Verhältniss  des  Volumens  dieser  anhangenden  Wassermenge 
zum  Volumen  des  Körpers  durch  die  Formel: 

n  =  0,13 +  0,705^, 

ausgedrückt  gefunden,  wenn  A  den  Querschnitt  des  Prismas,  L 
dessen  Länge  bezeichnet.  Weil  AL  das  Volumen  des  Prismas  ist» 
so  wird  nach  dieser  Formel  das  Volumen  der  anhängenden  Was- 
sermenge gleich: 

nAL  «  0,13  AL  +  0,705  A  fA. 
Sei  einer  Ebene,   welche  senkrecht  auf  die  Richtung  ihrer  Bewe- 
gung ist,  wäre  L  =  0  anzunehmen,  und  folglich  das  Volumen  der 
anhängenden  Wassermenge  gleich: 

0,706A1^A. 
Bei  einer  Kugel  hat  er  das  Verhältniss  n  gleich  0,6  gefunden. 

§.  299. 

Die  durch  die  Bewegung  eines  festen  Korpers  in  einer  riihen*^ 
den  Flüssigkeit  oder  durch  den  Widerstand  eines  ruhenden  Kör- 
pers gegen  eine  bewegte  Flüssigkeit  hervorgebrachte  Abweichung 
der  Wassertbeikben  ßadei  zu  beiden  Seiten  des  Körpers  nur  auf 
«ine  gewisse  Entfernung  statt.  Die  Flüssigkeit  bewegt  sich  folglich 
wie  in  einem  cylindrischen  Canal  LML'M',  dessen  Wände  parallel 
mit  der  Richtung  der  Bewegung  sind.  Der  Abfluss  des  Wassers 
findet  folglich  hier  wie  durch  eine  ringförmige.  Oeffnung  statt» 
welche  durch  die  Wände  dieses  fingirten  Ganais  LML'M'  und  durefa 
die  Seitenflächen  des  Körpers  gebildet  wird*  Die  Wirbel,  welche 
sich  bei  prismatischen  Körpern  hinreichehder  linge  an  den  Seiten 
•bilden,  haben  dann  dieselbe  Ursache,  wie  diejenigen,  welche  bei 
"dem.  AucAusse  des  Wassers   durefa  cylindriacfae  Atiaattröhren  in 


620    Mechanisohe  ElgenaehaftM  der  K4^er  tia4  deren  Binfluss 

diesen  stattfiadeb^  wena  sie  laf^  g^Qg  sind»  am  einen  vollen  Aas- 
fluss  hervorzubringeii. 

Der  QuersehoiU  des  fiogirteo  Ganais  LML'M'  scheint  verscliie* 
dener  Grösse  su  sein*  je  nachdem  der  Köl'per  sieh  in  ftuhe  im 
bewegten  Wasser  befindet,  oder  umgekehrt  lA  rufaendem  Wasser 
bewegt  wird. 

Im  ersten  Fall  kann  man  die  transversalen  Dimensionen  des 
fingirten  Canals  gleich  2,5  der  entsprechenden  Dimensionen  des 
Körpers  annehmen,  im  zweiten  Falle  gleich  3,5. 

> 

§.  300. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Form  der  Wasserfäden  an  der  Vorder- 
seite des  prismatischen  Körpers,  oder  der  zur  Richtung  der  Bewegung 
des  Wassers  senkrechten  Ebene.  Es  werden  hier  die  Wasserfä- 
den, welche  der  Axe  des  Prismas  (Fig.  183)  oder  der  0)ene  (Fig. 
184)  am  nächsten  sind,  am  stärksten  gebogen  werden,  die,  welche 
den  Seitenflächen  des  fingirten  Canals  XML' M'  am  nächsten  sind, 
gar  nicht  gebogen  werden.  Eine  durch  die  Wendepunkte  der 
Wasserräden  gehende  Flache,  bc  und  de,  wird  die  gegen  die 
Mitte  a  der  Ebene  convexen  Theile  dieser  Wasserfäden  von  den 
ooncaven  scheiden.  Der  Druck  der  Wassertheilchen,  welche  sich 
längs  dieser  Fäden  wie  in  engen  Canälen  bew^n,  wird  überall 
gegen  diese  Ganate  von  der  concayen  nach  der  convexen  Seite  hin 
gerichtet  sein,  und  am  grösslen  bei  den  am  stärksten  gekriimnitaB 
Canalen  sein.  Der  Druck  der  Flüssigkeit  wird  fo^ich  von  Lb  bis 
6ac  und  von  L'e  bis  Bad  hin  wachsen,  und  die  von  beiden  Seiten 
her  gegen  Ba  stattfindenden  Drucke  einander  aufheben.  Die  Ge- 
echwindigkeit  der  Wassertheilchen  wird  TolgHch  auch  grösser  und 
die  Querschnitte  der  von  ihnen  beschriebenen  Caaile  werden  klei* 
ner  sein  an  der  Vorderseite  des  Körpers  von  a  bis  c  nnd  d,  ab 
längs  den  Seiten  des  fingirten  Canals  LML'M^ 

Betrachten  wir  jetzt  den  Theil  der  Wabserfadeo,  wdcher  sich 
swischen  den  Flächen  der  Wendepunkte  eh  vnd  de  und  4eni  Quer- 
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• 

«chttU  des  coBtraiiirten  Stnbls  mn  und  m'n'  befiodet  Die  Rrum^ 
muDg  der  Wasserfädeii  findet  hier  in  entgegen^aetzter  Richtung 
statt  Der  Druck  wird  folglich  von  innen  nach  aussen  zu  wachr* 
seo  und  folglich»  weil  er  an  der  Grense  Ln,  LV,  gleich  dem 
statischen  Druck  der  Flüssigkeit  sein  muss»  von  hier,  nach  Cm  und 
Dm'  zu  abnehmen  und  kleiner  als  der  statische  Druck  sein.  Die 
Geschwindigkeit  der  Wassertheile  muss  auch  unter  dem  Einfluss 
des  von  innen  nach  aussen  gerichteten,  durch  die  Biegung  der 
Wasserfaden  hervorgerufenen  Druckes  in  derselben  Richtung  hin 
zunehmen. 

Wegen  dieser  verschiedenen  Geschwindigkeiten  der  Wasser- 
theilchen  in  demselben  Querschnitte  der  verschiedenen  Wasserfa- 
den wird  die  lebendige  Kraft  des  Wassers  in  der  zwischen  dem 
Körper  und  den  Seiten  LtALTA'  des  fingirten  Canals  stattfindenden 
ringförmigen  Ausflussöffnung  grösser  sein,  als  die  aus  einer  durch- 
schnittlichen Geschwindigkeit  hergeleiteten.  Es  ist  nämlich  das 
Mittel  der  Quadrate  verschiedener  Grössen  immer  grösser,  als 
das  Quadrat  der  Mittel  dieser  Grössen. 

§.  301. 

Betrachten  wn:  jetzt  eine  Ebene],  CD  (Fig.  184),  welche  in 
eine  unbegrenzte  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  und  nehmen  wir 
an,  dass  diese  Flüssigkeit  sich  senkrecht  gegen  die  feste  Ebene 
bewegt 

Bezeichnen  wir  durch  A  den  Flächeninhalt  der  Ebene,  durch 
A'  den  Flicheninhalt  eines  Querschnittes  des  fingirten  Cyiinders 
LML'M',  durch  m  den  Contractionscoefficienten ,  durch  V  die  Ge** 
schwindigkeit  des  Wassers  vor  der  Ebene,  durch  v  die  mittlere 
Geschwindigkeit  des  Wassers  in  dem  contrahirten  Querschnitte, 
dessen  Grösse  gleich  m  (A'— A)  wird,  durch  n  einen  Factor,  gros«* 
ser  als  die  Einheit,  mit  welchem  man  nach  dem  vorigen  Para- 
graph bei  der  Berechnung  der  lebendigen  Kraft  der  Flüssigkeit  in 
diesem   contrahirten  Querschnitte   die   mittlere  Geschwindigkeit   v 
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roaltipUciren  mnss;  durch  q  die  Dichtigkeit  der  FIQssigkeit,  durch 
P  und  P'  die  mittleren  Drucke  des  Wassers  auf  die  FlicheneiiH- 
heit  vor  und  hinter  der  Ebene  CD. 

Es  wird  dann  wegen  der  Coutinaitat  der  als  unzusanunen- 
drückbar  angenommenen  Flüssigkeit: 

m(A'- A)v  =  A'V,  folglich:  v  =  ^^  • 

Die  Masse  der  wahrend  eines  Zeitelementes  durchströmendeB 
Flüssigkeit  wird  gleich:  »qX'WdL  Die  lebendige  Kraft  dieser  Hasse 
vor  der  ringförmigen  Oeffnung  wird  folglich  gleich :  I^A'Vdt .  V*, 
und  ihre  lebendige  Kraft  in  dem  contrahirten  Querschnitte  gleich: 
j^^ATdt  (nv)'.  Der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  wird  folglich 
gleich: 

|§A'Vdt((nv)'— V«). 
Der  Druck  der  Fliissigkeit  auf  den  Querschnitt  A'  vor  der  festen 
Ebene  ist  gleich  PA^  und  dessen  elementare  Arbeit  folglich  gleich: 
PA'Vdt.  Der  Druck  der  Flüssigkeit  auf  den  Querschnitt  m(A'-A) 
des  contrahirten  Strahls  ist  gleich :  P^m  (A'-  A),  und  die  elementare 
Arbeit  dieses  Druckes  folglich  gleich:  —  P'm(A'-A)vdt,  oder  weil: 
m(A'.A)v  =  A%  gleich:  —  FA'Vdt. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  fcJglich: 

t^A'Vdt[(nv)'-V«]  =  A'Vdt(P--P'), 
woraus : 

p_P'  =  ^p[(nv)'_V*]. 

Bezeichnet  man  durch  W  den  Widerstand  der  Ebene  gegen  die 
Bewegung  des  Wassers ,  so  wird  dieser  gleich  dem  Unterschied 
des  Druckes  der  Flüssigkeit  auf  beiden  Seiten  der  festen  Ebene 
CD  sein,  und  folglich:, 

W  =«  (P— P')A  =  leA[(av)'  -^  V]. 

A'V 

Es  ist  aber  oben  gefunden:  v  =  . ;_ ,  ;  dieser  Wcrth  substi- 
tunrt  giebt  dann: 
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Der  Widerstand  W  wird  rolglicb  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit, 
der  gestossenen  Ebene  und  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  sein.     Der  Coefficient: 

n>  A'»  ,         n»  \aJ 

■(^-')" 

welcher  von  der  Grösse  der  gestossenen  Ebene,  so  wie  von  der 
Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  unabhängig  ist,  wird  der  Wider- 
standscoefficient  genannt.  Durch  diesen  ausgedrückt  wird  folglich 
der  Druck  des  bewegten  Wassers  gegen  eine  senkrecht  zu  der 
Richtung  der  Bewegung  ruhende  Ebene  gleich: 

wenn  man  durch  p  =  g^  das  Gewicht  einer  Volumeneinheit  der 
Flüssigkeit  bezeichnet.  Es  wird  folglich  der  Widerstand  gleich  dem 
Produkte  des  WiderstandscoefGcienten  mit  dem  Gewichte  einer 
Flüssigkeitssäule,   deren  Grundfläche  die  feste  Ebene  A  ist,    und 

deren.  Höhe  die  Geschwindigkeitshöhe   -^  ist. 

Die  obige  Formel  wird  auch  fortwährend  stattfinden,  wenn 
zu  der  festen  Ebene  noch  irgend  ein  Vorderth^il  hinzukommt,  nur 
wird  der  Contractionscoefficient  m  verschiedene  von  der  Form  dieses 
Vordertheils  abhängige  Werlhe  annehmen.  Dieselben  sind  denjeni- 
gen ähnlich,  welche  bei  unvollkommener  Contraction  bei  verschie- 
denen Ausflussöfiimngen  stattfinden  (§.  257).  Auch  der  Coefficient 
n  wird  verschiedene  von  m  abhängige  Werthe  annehmen,  indem 
mit  der  Contraction  auch  die  Form  der  Wasserfäden  geändert  wird 
und  somit  auch  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  in  demselben 
Querschnitte. 

Die  obige  Formel  gilt  auch  Tür  die  Bewegung  fester  Körper 
in  einer  ruhenden  Flüssigkeit,  nur  ist  alsdann,  wie  im  §•  299  be- 

A' 

merkt,  das  Verhältniss  -r-  grösser.    Während  man  bei  einem  ru- 

Lclirbmeh  dtr    leehaalk.  40 
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henden  Körper  j-  =  (2,5)'  =  6,25  annehmen  kann ,   wird  bei  ei- 

nem   bewegten  Körper   in  einer  ruhenden  Flijssigkeit  ^  =  (3,5)' 
=  12,25. 

§.  302. 

Wenn  die  Länge  des  prismatischen  Körpers  in  der  Richtung 
der  Bewegung  grösser  als  der  dreifache  Abstand  der  Seitenflächen 
des  Körpers  von  den  Seiten  des  fingirten  Canals  LML'M'  ist,  so 
wird  der  Ausfluss  ebenso  stattfinden,  wie  bei  einem  cylindrischen 
Ansatzrohre,  wenn  dieses  lang  genug  ist,  um  einen  vollen  AosQuss 
zu  bilden.  Es  werden  dann  die  Wassertheile,  welche  sich  mit  der 
mittleren  Geschwindigkeit  v  durch  den  contrahirten  Querschnitt 
m(A' — A)  bewegen,  an  diejenigen  austossen,  welche  sich  mit  der 
kleineren  mittleren  Geschwindigkeit  v'  =x  mv  bewegen. 

Wäre  die  Geschwindigkeit  vor  wie  nach  dem  Stosse  in  dem- 
selben Querschnitte  überall  gleich,  so  würde  diese  plötzliche  Aen- 
derung  der  Geschwindigkeit  der  Masse  ^A'Vdt  von  v  bis  v'  Wir- 
bel in  dem  Wasser  hervorbringen,  weiche  die  lebendige  Kraft: 
^A'Vdt(v  —  v')*  absorbiren  würden.  Wegen  des  Unterschiedes  der 
Geschwindigkeiten  in  demselben  Querschnitte  wird  man  aber  statt 
(v — v')*  den  mittleren  Werth  des  Quadrates  des  Geschwindigkeils- 
unterschiedes  annehmen  können.  Weil  die  Wasserfäden  nach  dem 
Stosse  keine  Biegung  erleiden,  kann  man  v'  als  constant  annehmen. 
Es  ist  jetzt  n*v*  der  mittlere  Werth  der  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeiten im  contrahirten  Wasserstrahl  vor  dem  Stosse,  und  es 
wird  folglich  der  mittlere  Werth  der  Quadrate  der  Geschwindig- 
keitsunterschiede gleich  n* v*  —  2vv' +  v'*  sein,  oder  gleich: 
(v— v')*  +  (n*  — l)v*,  und  es  wird  folglich  die  lebendige  Kraft,, 
welche  in  dem  durch  den  Stoss  hervorgebrachten  Wirbel  fortbe- 
steht, gleich:  i^A'Vdt((v  -  v')*  +  (n«-  4))vV  Die  Gleichung  der 
lebendigen^  Kraft  wird  dann : 

^A'Vdt(v'--V)  +iQA'Vdi.  ((V« V0*  +  (n«~t)yA  =  A'Vdl .  (P-F> 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.     625 

Hieraus  findet  man  dann  den  Widerstand  gleich: 

W  ==  (P— P')A  «  ^Q^  [v"— V»+  (v— vO'+  (n«— 1)  V*]. 

Bemerkt  man  jetzt,  dass 

A'V  =  m(A'— A)  V  «.  (A'— A)v', 
folglich : 

A'  A' 

V  8SS V         v'  —  V 

m(A'— A)     '  A'— A*     ' 


80  wird: 


W  =  iQA^r 


wo: 


«-(ä^)"(' +(5-')'+("'-')ff)-'. 

Dieser  Werth  des  WiderstandscoeiBcienten  ist  kleiner»  als  der 
Werth  dieses  CoefBcienten  bei  einer  Ebene  oder  kurzen  prismati- 
schen Körpern,  und  der  Widerstand  eines  prismatischen  Körpers 
nimmt  folglich  ab,  wenn  die  Länge  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
zunimmt. 

Ist  die  Länge  des  prismatischen  Körpers  grösser,  so  wird 
man  die  Reibung  des  Wassers  an  den  Seiten  des  Körpers  und  an 
den  Seiten  LM  und  L'M'  der  umgebenden,  mit  einer  kleineren  Ge- 
schwindigkeit bewegten  Flüssigkeit  nicht  vernachlässigen  können, 
sondern  muss  die  dynamische  Arbeit  dieser  Reibung  mitrechnen. 
Bezeichnet  man  durch  p  und  p'  die  Perimeter  des  Körpers  und 
des  Canals  LML^M',  durch  I  die  Länge  des  Prismas»  so  wird  die  an 
den  Seiten  des  Prismas  stattfindende  Reibung  gleich: 

ppKav' +  /?!/«). 

Die  an  dem  Canal  LMLW  derselben  Länge  stattfindende  Reibung 
wird  gleich: 

weirdie  Geschwindigkeit  des  Wassers  innerhalb  LHL'M'  gleich  ▼*, 
aosserhalb  desselben  gleich  V,  folglich  die  relative  Geschwindigkeit 

40* 
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gleich  v'  — V  wird.  Die  elementare  Arbeit  dieser  Reibung  wird 
folglich  gleich: 

•[ßpl(av'+/?/»)+^p'l(a(v'-V)+/5l(v'_V)«)].v'dt. 

Dieses  Glied  muss  dann  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Krafl  auf 
der  rechten  Seite  zugefügt  werden.  Man  findet  auf  diese  Weise 
den  Widerstand  gleich : 

^    ""         (A'— A)» 

§.  303. 

Ist  der  prismatische  Körper  mit  einem  spitzeren  Hiiiteriheil 
verseben  (Fig.  185),  so  werden  auch  hier  ähnliche  Wirbel  wie  an 
den  Seiten  des  Prismas  stattfinden.  Bezeichnet  man  durch  A"  den 
Inhalt  der  auf  der  Axe  des  Prismas  senkrechten  Endfläche,  durch 
v"  die  dieser  entsprechende  mittlere  Geschwindigkeit,  so  wird: 

A'V  =  (A'— A)v'  =  (A'— A'Ov", 
und  folglich; 

^        A'— A"   ^' 

Die  Masse  ^A'Vdt,  welche  die  Geschwindigkeit  v'  in  \"  ändern 
muss,  erleidet  hierdurch  einen  Verlust  von  der  in  den  Wirbeln 
fortbestehenden  lebendigen  Kraft,  dessen  Grösse  gleich: 

|^A'Vdl{v'— v'O' 
sein  würde,  wenn  die  Geschwindigkeiten  überall  in  demselben  Quer- 
schnitte gleich  wären.    Nimmt  man  auf  die  Ungleichheit  der  Ge- 
schwindigkeiten in  dem  hinteren  Querschnitte  Rücksicht,    so  wird 
man  dagegen  diesen  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gleich: 

j.^A'Vdt[(v'— v'O*  +  (n'«— 1)  v"«] 
annehmen  können,   wo  n  ein  von  der  Form  des  Hinterlbeila  ab- 
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hängiger  Coefficient  ist,    welcher   immer   grösser   als   die  Einheit 
sein  muss. 

Dieses  Glied  muss  dann  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Krall 
auf  der  linken  Seit  hinzugefügt  werden,  und  im  ersteh  Gliede  statt 
v'  substituirt  n'v"  werden. 

Bezeichnet  man  durch  P'*  den  mittleren  Druck  der  Fliissig- 
keit  auf  die  Flächeneinheit  hinter  der  Endfläche  A'',  so  wird  folg- 
lich die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

t^A'Vdt((nVO*— V^)  +  ieA'Vdl((v— v')*  +  (a'— l)v») 

+  |^A'Vdt((v'— v'O'  +  (n'»-«l)v"»)  =  A'Vdl(P~  P"). 
Hieraus  findet  man  dann  den  Widerstand: 

W  =  (P—P^A  =  4^^A{(iiVO'V«+(v^vO*+(a'— 1)^' 

Substituirt  man  hier  die  Werthe  der  mittleren  Geschwindigkeiten: 

80  wird: 
wo: 

-(ra)!^.  -  ^  i^  -0  -  (A+A'-2A"-(2n'«-i)  (A'-A)) 

Es  .wird  hier,  weil  2n"-l  eine  kleine  Grösse  ist: 

A  +  A'>2A"  4-  (2n"— 1)  (A'-A), 
und  es  wird  folglich  der  Widerstand  des  prismatischen  Körpers 
durch  das  zugefügte  Hintertheil  noch  mehr  verringert. 
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§.  304. 

Vergleichen  wir  jetzt  die  in  den  vorigen  Paragraphen  ent- 
wickelten Formeln  mit  den  Beobachtungen  über  den  Widerstand 
verschiedener  Körper. 

Für  den  Widerstandscoefficienten  einer  Ebene  haben  wir  die 
Formel  gefunden: 

Nach  den  Versuchen  von  Dubnat  und  Duchemin  ist  bei  einer 
ruhenden  Ebene  in  bewegter  Flüssigkeit :  ^=  1,865»  bei  einer  be- 
wegten Ebene  in  ruhender  Flüssigkeit:  i^=s  1,433. 
Es  wäre  hiemach  im  ersten  Falle: 

im  zweiten  Falle: 

(v^Ta)    •  ^  ^  2,433. 

Nimmt  man  an,    dass  bei    einem  ruhenden  Körper  in   bewegter 
Flüssigkeit  —=6,25»  bei  einem  bewegten  Körper  in  einer  ruhen- 

A' 

den  Flüssigkeit  x~  =  i2^15  ist,  so  wird  im  ersten  Falle: 

im  zweiten  Falle: 

[a'^    =  (45)  • 

Diese  Werthe  substituirt  geben:  —5  gleich:  2,021  und  gleich:  2,052. 

Die  Beobachtungen  derselben  Hydrauliker  über  den  Wider- 
stand der  Prismen,  deren  Lange  dreimal  so  gross  als  die  Quadrat- 
wurzel ihres  Querschnittes  war,  geben  bei  einem  ruhenden  Prisma 
in  bewegter  Flüssigkeit:  {;=  1,325,  und  bei  einem  bewegten  Pris- 
ma in  ruhender  Flüssigkeit:  C=  1,102. 

Wir  haben  §.  302  für  diesen  Widerstandscoefficienten  die 
Formel  gefunden: 
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^  ■"  VA'  -  AJ  U*  ~"     '^«^         V   "^  (A'~A?  ^  ' 

vvenn  man  das  mit  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  und  mit 
dem  entsprechenden  kleinen  CoeiBcienten  a  multiplicirte  Glied  ver- 
nachlässigt. 

Subtrahirt  man  diesen  Widerstandscoefficienten  von  demjenigen 
einer  Ebene,  so  findet  man: 

(i^)"  •  Mi  - ')  -  '-^fioV-"  -  «•"•  «^  '•»' 

Nimmt  man  hier  die  Prismen  als  quadratisch  an,    und  setzt 

I  =  syÄ,  p  =  4K'Ä,  p'  =  4VT,  pi  =  12A,  p'i  =  izyHK; 

woraus : 

'*'-*'•    ~     Tr-O' 

Substituirl  man  die  Werthe  von  -^^  so  findet  man: 
2,834  ( ^  —  1)  —  ^'2872  .  ß  =  0,54 
2,372  (~  —  1)  —  0,1078   ß  =  0,331. 
Setzt  man  hier  ß  =  0,003359 ,  so  findet  man : 

~  =  l,iy09,  und  -^  =  1,1397. 

Hieraus  findet  man  den  Contractionscoefficienten  m  für  einen  ruhen- 
den Körper  in  bewegter  Flüssigkeit  gleich  0,84»  und  für  einen  be- 
wegten Körper  in  ruhender  Flüssigkeit  gleich  0,88-  Dass  der 
Contractionscoefficient  im  letzten  Falle  grösser  ist,  stimmt  auch 
mit  den  Beobachtungen  über  Äusfluss  bei  partieller  Contraction 
überein,  indem  bei  einem  bewegten  Körper  in  ruhender  Flüssig- 
keit die  Strecke,  auf  welcher  die  Contraction  stattfindet,  verhalt- 
nissmässig  kleiner  ist. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  oben  gefundenen  Aus- 
drücken von  — ,  so  findet  man  n*  =  1,426,  und  gleich  1,589. 
Die  Bestimmungen  des  Verhältnisses  r-,  welche  diesen  Berech- 
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nungen  zu  Grunde  liegen,  sind  indessen  zu  unsicher,  als  dass  man 
die  gefundenen  Werthe  von  n  und  ro  als  genau  annehmen  kann. 

Die  Versuche  Borda's  geben  für  Körper  verschiedener  Form 
folgende  WiderstandscoefGcienten : 

Für  ein  dreieckiges  Prisma,  welches  mit  einer  Kante  gegen 
das  Wasser  bewegt  wurde,  wenn  der  Winkel  dieser  Kante  90" 
ist:  C=  1,043,  wenn  der  Winkel  60"*  ist:  C=  0,745. 

Für  einen  dreieckigen  prismatischen  Körper  mit  krummen 
cylindrischen  Seitenflächen  von  60"*  Ausdehnung,  jede  von  der  Ge- 
genecke beschrieben :  ^  =  0,559. 

Für  einen  halben  Cyliiider,  dessen  Grundfläche  eine  halbe  El- 
lipse bildet,  welche  um  ein  gleichschenkliges  Dreieck  beschrieben 
ist,  und  dessen  convexe  Oberfläche  gegen  das  Wasser  bew^ 
wird:  f  =  0,616. 

Für  einen  ähnlichen  Cylinder,  dessen  Grundfläche  ein  halber 
Kreis  ist:  f  =  0,817. 

Für  einen  Kegel,  dessen  Spitze  gegen  das  Wasser  bewegt 
wird,  wenn  der  Scheitelwinkel  des  Kegels  90"*  ist:  {[  =  0,99;  wenn 
der  Scheitelwinkel  60**  ist:  f  =  0,778. 

Für  eine  Halbkugel,  deren  convexe  Oberfläche  gegen  das 
Wasser  bewegt  wird :  f  =  0,68. 

Für  eine  ganze  Kugel  haben  Piobert,  Morin  und  Didion 
gefunden :   ^  «=  0,43^. 

§.  305. 

Vergleicht  man  die  in  den  §§.  301,  302  und  303  entwickeile 
Theorie  des  Widerstandes  eines  in  einer  Flüssigkeit  eingetauchten 
Körpers  mit  der  Theorie  des  Ausflusses  durch  eine  ringförmige 
Oeflhung,  so  findet  eine  merkwürdige  üebereinstimmung  statt.  Be- 
trachtet man  ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  186)  von  derselben  Form, 
wie  der  fingirte  Canal  LML'M',   in  welchem  das  Wasser  iu  einer 

der  Geschwindigkeit  V  entsprechenden  Druckhöhe :  H  =  .^  erhal- 
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ten  wird,  wo  aber  statt  eines  Bodens  der  widerstehende  Körper 
angebracht  ist,  nnd  rings  um  welchen  folglich  eine  von  der  Cylin- 
derOäche  äusserlich  begrenzte  ringförmige  Ausflussöffnung  gebildet 
wird. 

Bezeichnet  man  hier  durch  Q  die  Ausflussmenge  in  einer  Zeit- 
einheit, so  wird,  wenn  der  Kern  CD  die  ringförmige  Oeffnung 
einer  Ebene  oder  eines  kurzen  prismalischen  Körpers  ist: 


wo  i3  =      ""    ,  O  =  A'  zu  setzen  ist,   wenn  man  den  Unter- 

n 

schied  der  Geschwindigkeiten  in  demselben  Querschnitte  berücksich- 
tigt   Diese  Werthe  substituirt  geben  dann; 

^       m(A^~A)  1/  2gH 

n         \  4_  m»(V>-A)'    • 

Hieraus  flndet  man  jetzt: 

7M      f^y  n'A'»       /,        m'(A*-A)«\_  n»  A''        _   . 

^  *  \Q  /       m»(A'-A)«  V  n«A'»     j""  m»  *  (A'-A)«  ' 

oder,  weil  2gH  =  V*  ist: 


m  -  ^ 


Diese  letztere  Formel  wird  auch  für  jede  andere  Form  des 
widerstehenden  Körpers  stattGnden.  Die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  des  Ausflusses  wird  nämlich  den  vorher  entwickelten  Glei- 
chungen der  lebendigen  Kraft  ganz  gleich,  wenn  man  nur  statt  V 
die  dem  ganzen  Querschnitte  A'  des  Cylinders  entsprechende  Aus- 
flussgeschwindigkeit U,  und  g^H  statt  P  — P^  oder  P  — P''  setzt. 
Es  wird  dann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  des  Ausflusses: 

iQA'Vdi .  tu*  =  A' .  Udl  .  g^IL 

Hieraus  folgt  dann: 
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und: 

Wenn  wir  wie  früher  durch  w  den  Widerstandscoeificienieii 
eines  solchen  Körpers  in  einer  cylindrischen  Röhre  vom  Querschnitte 
A'  bezeichnet,  so  wird: 

Q  -  *'l^; 

und  es  wird  folglich :  £  =  1  -f-  w  sein. 

§.  306. 

Die  Flüssigkeit  wird  nur  so  lange  als  unbegrenzt  angesehen 
werden  können  9  als  ihre  Grenze  sich  ausserhalb  des  fingirten  Ca- 
nals  LML'M^  befindet.  Um  'die  in  den  vorhergehenden  Paragra- 
phen entwickelten  Formeln  auf  den  Widerstand  der  Flüssigkeit  in 
Canälen  anwenden  zu  können,  muss  daher  der  Abstand  der  Canal- 
wande  und  der  freien  Oberfläche  des  Wassers  von  den  Seiten  des 
Körpers  bei  einem  ruhenden  Körper  in  bewegter  Flüssigkeit  grös- 

ser  als  -^ —  =  0,73  der  entsprechenden  transversalen  Dimen- 
sion des  Körpers  sein,  bei  einem  bewegten  Körper  in  einer  rn- 
henden  Flüssigkeit  grösser  als  ~ —  =  1,25  dieser  Dimension  sein. 

Ist  der  Abstand  des  Körpers  von  den  Ganalwänden  kleiner, 
so  gelten  noch  die  vorher  entwickelten  Formeln,  wenn  man  nur 
A'  einen  kleineren  Werth  giebt.  Es  wird  dann  die  Geschwindig- 
keit des  im  Zwischenräume  durchfliessenden  Wassers  grosser  und 
der  Widerstand  auch  grösser  sein.  Ist  der  Körper  näher  an  der 
einen  Seite  des  Canals  als  an  der  anderen,  so  wird  der  an  dieser 
Seite  stattfindende  vermehrte  Druck  auc|i  dem  Körper  eine  Sei- 
tenbewegung von  dieser  Wand  weg  mittheilen. 
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§.  307. 

Wenn  der  Körper  auf  der  freien  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit schwimmt,  so  wird  sich  an  seiner  Vorderfläche  eine  Auf- 
stauung bilden  von  den  Wasserfäden,  welche  jetzt  nicht  mehr 
über  den  Körper  hinlaufen  können,  und  an  der  hinteren  Fläche 
des  Körpers  aus  derselben  Ursache  eine  Vertiefung  in  dem  Ni- 
veau der  Flüssigkeit  Diese  Veränderungen  des  Niveaus,  welche 
beide  mit  der  Breite  des  Körpers  zunehmen  und  deren  Grösse 
und  Form  übrigens  von  der  Gestalt  des  Vorder-  und  Hinterthei- 
les  abhängen,  bringen  sowohl  unmittelbar,  wie  auch  durch  die  von 
ihnen  verursachte  grössere  Geschwindigkeit  der  Seitenströmungeu 
einen  grösseren  Widerstand  hervor. 

Die  Aufstauung  des  Wassers  vor  dem  Körper  bringt  auch 
Weflen  an  der  Oberfläche  des  Wassers  henor,  welche  von  dem 
Vordertheil  des  Körpers  zu  beiden  Seiten  hin  in  bestimmten,  von 
der  Geschwindigkeit  des  Körpers  oder  des  Wassers  abhängigen 
Richtungen  hinlaufen  und  bei  constanter  Geschwindigkeit  von  un- 
veränderter Form  und  Richtung  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Kör- 
pers sich  in  immer  neuen  Wassertheilen  erneuen  und  sich  sehr 
weit  nach  beiden  Seiten  hin  erstrecken. 

Wird  ein  vertikaler  dünner  Stab,  von  welchem  das  eine  Ende  ins 
Wasser  taucht,  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  vorwärts  bewegt, 
oder  strömt  das  Wasser  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  gegen 
einen  solchen  feststehenden  Stab,  so  bilden  sich  vor  dem  Stabe 
eine  Reihe  von  Wellen,  weiche  in  Fig.  187  bei  einer  Geschwin- 
digkeit von  6  bis  9  Fuss  in  der  Sekunde  dargestellt  sind.  Wird 
die  Geschwindigkeit  grösser,  so  vermehren  sich  die  Wellen,  rücken 
einander  zugleich  näher  und  bilden  einen  spitzeren  Winkel  mit  der 
Richtung  der  Bewegung,  welche  Richtung  auch  ihre  Axe  der  Sym- 
metrie bildet.  Die  Gestalt,  Anzahl  und  Richtung  dieser  Wellen 
hängt  nur  von  der  Gestalt  des  Körpers  an  der  Wasserlinie  und 
insbesondere  von  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung  ab,  ist  aber 
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von  der  Form  und  Grösse  des  eingetauchten  Körpers  sonst  unab 
hängig.  Bei  einer  gewissen  Geschwindigkeit  vereinigen  sie  sich  in 
eine  einzige  grosse  Welle. 

Dieselben  Phänomene  zeigen  sich  auch  bei  der  Bewegung 
grösserer  Körper,  wie  der  Böte  oder  Schiffe.  Die  Höhe  und  Breite 
der  Wellen  nehmen  mit  der  Grösse  des  widerstehenden  Körpers 
zu.  Auch  die  Ausdehnung,  in  welcher  sie  sich  merkbar  machen, 
nimmt  hiermit  zu.  An  den  Seiten  von  Flüssen  oder  Canälen  schla- 
gen diese  Wellen  an,  und  bringen  oft  sehr  schädliche  Wirkungen 
hervor. 

Nimmt  die  Geschwindigkeit  des  schwimmenden  Körpers  zu, 
so  nähern  sich  die  Wellen  sowohl  einander,  wie  ihrer  geroein* 
schaftlichen  Axe,  welche  mit  der  Richtung  der  Bewegung  zu- 
sammenfälit,  bis  sie  bei  einer  gewissen  Geschwindigkeit  sich  in 
eine  einzige  grosse  Weile'  vereinigen,  welche  zu  gleicher  Zeit 
aufhört,  gegen  die  Seiten  des  Canales  oder  Stromes  anzuschlagen. 
Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  einsame  Welle  hervor- 
tritt, scheint  von  der  Form  des  schwimmenden  Körpers  uAabhän' 
gig  zu  sein  und  nur  von  der  Tiefe  des  Wassers  bis  einer  gewis- 
sen Grenze  hin  abzuhängen. 

Diese  einsame  Welle  folgt  dem  Körper  und  wird,  wenn  die- 
ser plötzlich  iA  seiner  Bewegung  gehemmt  wird,  bei  unveränder« 
tem  Querschnitte  des  Canals  mit  unveränderter  Geschwindigkeit 
fortgepflanzt,  welche  derjenigen  gleich  ist,  welche  der  Körper  be- 
sessen hat.  Von  dem  Verhältnisse  dieser  Geschwindigkeit  zur  Tiefe 
des  Wassers  bis  einer  gewissen  Grenze  hin  hängt  die  Stellung  des 
Bootes  zur  Welle  ab 

Nach  den  von  dem  englischen  Ingenieur  Scott  Rüssel  dar- 
über angestellten  zahlreichen  Versuchen  {Researches  in  hydrodyna'^ 
mies)  wird,  wenn  die  relative  Geschwindigkeit  des  schwimmenden 
Körpers,  des  Bootes,  gegen  das  Wasser  gleich  der  Geschwindig- 
keit ist,  weiche  der  Hälfte  der  Tiefe  des  Wassers  von  der  Wel- 
ienhöhe  ab  gerechnet  entspricht,  das  Boot  sich  auf  der  Welle  be- 


auf  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung.     635 

finden,  bei  einer  kleinern  Geschwindigkeit  wird  es  etwas  hinter, 
bei  einer  grösseren  Geschwindigkeit  wird  es  etwas  vor  der  Wel- 
lenhöhe  sein.  Es  sind  diese  drei  Stellungen,  so  wie  die  entspre« 
chende  Bewegung  des  Wassers  hinter  dem  Boot,  in  den  Figuren 
188,  189,  190  dargestellt. 

Hinter  dem  Boote  werden  sich  auch  Wellen  bilden.  Es  wer- 
den diese  Wellen  von  den  Strömungen  des  Wassers  zur  Seite 
und  unter  dem  Boote  verursacht.  Sie  werden  dem  Boote  folgen 
und  die  Vertiefung  auszufüllen  streben,  weiche  sich  hinter  dem 
Boote  zu  bilden  sucht,  Ihre  Höhe  nimmt  ebenso,  wie  diejenige 
der  vorderen  Wellen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Bootes  zu.  Bei 
einer  hinreichend  grossen  Geschwindigkeit  werden  sie  sich  nach 
dem  Boote  zu  überstürzen  und  ihm  schäumend  folgen.  Nimmt 
das  Boot  aber  die  oben  erwähnte  Geschwindigkeit  an,  deren  ent- 
sprechende Druckhöhe,  wenigstens  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  hin, 
gleich  oder  grösser  als  die  halbe  Tiefe  des  Canals  ist,  und  nimmt 
folglich  das  Boot  die  in  Fig.  189  oder  190  dargestellte  Stellung 
auf  dem  Rücken  der  einsamen  Welle  au,  so  werden  zu  gleicher 
Zeit  diese  hinteren  Wellen  beinahe  gänzlich  verschwinden.  Das 
Wasser,  welches  das  Boot  in  seiner  Bewegung  aus  seinem  Platz 
verdrängt,  scheint  dann  statt  längs  den  Seiten  und  unter  dem  Boote 
hin  in  der  der  Bewegung  entgegengesetzten  Richtung  wegzuströmen, 
zu  beiden  Seiten  des  Bootes  beinahe  senkrecht  zu  dieser  Rich- 
tung sich  zu  bewegen  und  dadurch  die  einsame  Welle  zu  bilden, 
auf  deren  Rücken  das  Boot  ruhig  fortschwimmt. 

Der  Widerstand  des  Wassers  gegen  die  Bewegung  des  Boo- 
tes wird  durch  diese  Weilen  bedeutend  geändert.  Während  die 
Mitte  des  Bootes  noch  hinter  der  einsamen  Hauptwelle  sich  be- 
wegt, und  der  Vordertheil  des  Bootes  in  diese  Welle  eintaucht, 
wird  der  Widerstand  in  einem  stärkeren  Verhältnisse  als  dem  des 
Quadrates  der  Geschwindigkeit  und  des  mittleren  Querschnittes 
des  eingetauchten  Theiles  wachsen.  Wird  aber,  was  nur  durch 
eine  sehr  grosse  Anstrengung  oder  durch  einen  plötzlichen  Ruck 
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möglich  ist»  das  Boot  auf  den  Rücken  jener  Welle  gebracht,  so 
wird  auch  der  Vordertheil  weniger  im  Wasser  eintauchen;  d^ 
Querschnitt,  auf  welchen  der  Widerstand  des  Wassers  au^eübt 
wird ,  nimmt  folglich  ab ,  die  starken  Wirbel  mit  horizontaler  Axe, 
welche  sich  hinter  dem  Boote  bildeten,  verschwinden,  und  der  Wi- 
derstand des  Wassers  gegen  die  Bewegung  des  Bootes  nimmt  da- 
her plötzlich  bedeutend  ab.  Bei  einer  noch  grösseren  Geschwin- 
digkeit wird  der  Widerstand  wieder  wachsen ,  und  dem  Quadrate 
dieser  Geschwindigkeit  proportional  sein.  Die  Fig.  191  zeigt  diese 
Veränderungen  des  Widerstandes  nach  den  Beobachtungen  Rus- 
seis. Es  stellen  hier  die  vertikalen  Ordinaten  die  Widerstände 
dar,  welche  den  durch  die  horizontalen  Abscissen  dargestellten  Ge* 
schwindigkeiten  entsprechen.  Die  parabolische  Linie  ABC  zeigt  die 
Widerstände,  welche  einer  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeiten 
proportionalen  Formel  entsprechen ,  wenn  der  Querschnitt  des  ein- 
getauchten Theils  als  constant  angenommen  wird.  Die  Linie 
A'B^G'D'  zeigt  dagegen  die  beobachteten  Widerstände. 

Die  Form  des  eingetauchten  Theiles  des  schwimmenden  Kör- 
pers, welche  bei  einer  gegebenen  Breite  den  kleinsten  Widerstand 
hervorbringt,  wird  die  Form  des  kleinsten  Widerstandes 
genannt  Lässt  man  in  der  Formel  W  =4^ACV*y  A  den  Flä- 
cheninhalt des  grössten  eingetauchten  Querschnittes  bezeichnen, 
wenn  das  Boot  in  Ruhe  ist,  so  scheint  der  niedrigste  Werth  des 
Widerstandscoefficienten  £  gleich  0,2  zu  sein. 
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Cap.    vi. 
GegeUe  des  Gleichgewiclite  iQftnnnig  -  flflssiger  KOrper. 

§.  308. 

Die  lufliormig- flüssigen  Körper  unterscheiden  sich  von  den 
tropfbar -flössigen  Körpern  dadurch,  dass  sie  sich  immer  nur  im 
zusammengedrückten  Zustande  zeigen.  Auch  sind  sie  in  hohem 
Grade  zusammendrückbar ,  während  die  tropfbar- flüssigen  Körper 
es  so  wenig  sind,  dass  man  in  den  Anwendungen  der  Mechanik 
sie  als  unzusammendrückbar  annehmen  kann. 

Die  luftlormigen  Körper  folgen  in  ihrer  Zusamroendrückbar- 
keit  nahezu  einem  sehr  einfachen  Gesetze.  Es  ist  nämlich  das 
Volumen,  welches  eine  gegebene  Menge  irgend  eines  lufllormigen 
Körpers  einnimmt,  dem  Drucke  umgekehrt  proportional.  Es  wird 
dieses  Gesetz  nach  seinem  ErGnder  das  Mariottesche  Gesetz 
genannt. 

Da  die  Dichtigkeit  eines  zusammendrückbaren  Körpers  auch 
dem  Volumen  umgekehrt  proportional  ist,  so  kann  dieses  Gesetz 
auch  so  ausgesprochen  werden,  dass  die  Dichtigkeit  eines  luflför- 
migen  Körpers  immer  dem  Drucke  proportional  ist 

Man  hat  früher  dieses  Gesetz  als  absolut  genau  angenommen. 
Neuere  Beobachtungen  von  Regnaul t  haben  indessen  gezeigt,  dass 
bei  vermehrtem  Drucke  die  Dichtigkeit  etwas  kleiner  wird,  als  sie 
nach  diesem  Gesetze  sein  sollte.  Nur  das  WasserstoiTjgas  scheint 
eine  Ausnahme  zu  bilden,  indem  hier  die  Dichtigkeit  etwas  grösser 
wird.  Diese  Abweichungen  sind  indessen  sehr  klein  und  nur  bei 
sehr  grossem  Drucke  bemerkbar.  In  den  Anwendungen  der  Me- 
chanik kann  man  daher  dem  Mariotteschen  Gesetze  unbedenklich 
folgen. 

Bezeichnet  man,  wie  im  Cap.  IV.,  durch  p  den  in  irgend  ei- 
nem Punkte  eines  luftförroigen  Körpers  stattfindenden  Druck,  durch 
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Q  die  demselben  Punkte  entsprechende  Dichtigkeit,  so  wird  folg- 
lich :  p  =  k^ ,  wo  k  eine  nur  von  der  Art  des  luftförmigen  Kör- 
pers und  von  der  Temperatur  abhangige  Constante  bezeichnet. 

Um  diese  Constante  iiir  eine  gewisse  Temperatur  zu  bestim- 
men, braucht  man  folglich  nur  die  einem  gewissen  Drucke  ent- 
sprechende Dichtigkeit  des  lulirörmigen  Körpers  zu  beobachten. 

Nach  den  Beobachtungen  Regnaults  ist  das  Gewicht  eines 
Kubikmeters  trockener  atmosphärischer  Luft  in  Paris  bei  einer 
Temperatur  von  0'  und  einem  Barometerstande  von  0°,76  gleich 
1,293187  Kilogrammen.  Es  wäre  hiemach,  wenn  p  gleich  dem 
Gewichte  von  0,76  Kubikmeter  Quecksilber,  gg  =  1,293187  Kilo- 
grammen. Es  ist  jetzt  nach  Regnault  das  Gewicht  eines  Kubik- 
meters Quecksilber  gleich  13595,93  Kilogrammen,  und  in  Paris: 
g  =  9",80S96.  Es  wäre  hiernach  für  die  trockene  atmosphärische 
Lull,  wenn  das  Meter  als  Längeneinheit  angenommen  wird,  bei  0* 

Temperatur,  k  =  —  s=  ££  =  78\}76.    Wird  der  norwegische  Fuss 

als  Längeneinheit  angenommen,  so  muss  man  mit  dem  Quadrate 
des  Verhältnisses  dieser  Längeneinheiten  multipliciren,  und  es  wird 
daher:  k=  796242. 

Die  folgende  Tafel  giebt  das  specifische  Gewicht  der  wichtig- 
sten Gasarten,  wenn  dasjenige  der  trockenen  atmosphärischen  Luft 
als  Einheit  angenommen  wird,  bei  gleichem  Drucke  und  (T  Tem- 
peratur. 

Speciflsches  6«wicbL 

Sauerstoff. 1,105642 

Wasserstoff 9,069269 

Stickstoff 0,971373 

Kohlensäure 1,529101 

Schweflige  Säure  2,2470 

Wasser  in  Gasform  0,6235 

Den  jeder  Gasart  für  0°  Temperatur  entsprechenden  Werth 
des  CoelBcienten :   k  =  -^  findet  man  dann,    wenn  mao  den  für 
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die  trockene  atmosphärische  Luft  oben  berecbtteten  Werlh  mit  dwi 
speeifischen  Gewicht  der  Gasart  dividirt 

§.  309. 

Während  die  Ausdehnung  der  festen  und  tropfbar -flussigen 
Körper  durch  die  Wärme  so  klein  ist,  dass  sie  in  den  meisten 
Anwendungen  der  Mechanik  vernachlässigt  werden  kann»  ist  die 
Ausdehnung  der  Gasarten  viel  grösser  und  muss  daher  immer  in 
Betracht  gezogen  werden.  Die  Ausdehnung  der  Gasarten  durch 
die  Wärme  hei  constaiitem  Drucke,  oder  die  Zunahme  des  Druk- 
kes  bei  constantem  Volumen  ist  bei  constanten  Gasarten  und  bei 
nicht  sehr  hohen  Temperaturen  dem  Zuwachs  der  Temperatur  pro- 
portional. Bezeichnet  man  durch  t  die  Temperatur  nach  der  hnn- 
derttheiligen  Scala  (Celsius),  so  wird  bei  constantem  Drucke  die 
Ausdehnung  von  (f  Temperatur  ab  im  Verhältnisse  1  : 1  -f-  at 
stattfinden,  wo  a  einen  constanten  CoefBcienten  bezeichnet.  Die- 
ser CoeCBcient  wird  der  AusdehnungscoefBcient  der  bebrefiPenden 
Gasart  genannt 

Man  hat  lange  nach  Gay-Lussac  angenommen ,.  dass  der 
AusdehnungscoeiBcient  für  alle  Qasarten  und  bei  jedem  Drucke 
gleich  ist.  Neuere  Beobachtungen  von  Magnus  und  Regnault 
haben  dies  indessen  widerlegt,  und  die  genaueren  Werthe  des  Aus- 
dehnungscoelBcienten  bestimmt  Nach  diesen  ist  bei  einem  Baro- 
meterstande von  Ö"',76 

für  trockene  atmosphärische  Luft  a  «=  0,003665^ 

-  Wasserstoff. . —  a  =  0,003659» 

-  Kohlensäure -a  ==  0,003700, 

-  Schweflige  Säure ^.. —.* — a  =  0,003903. 

Bei  einem  grösseren  Drucke  und  einer  diesem  entspieobenden 
grösseren  Dichtigkeit  nimmt  der  Werth  des  Ausdehnuagscoefficienten 
etwas  zu,  bei  kleinerem  Drucke  und  kleinerer  Dicbti^eit  nimmt  er 
etwas  ab.    Für  trockene  atmosphärische  Luft  ist  bei  einer 'l)ich- 
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tig^eit  von  0,1444  rehthr  m  derfenigen,  weiche  bei  einem  Beremeter- 
Stande  von  0",76  stattfindet:   a  as  0^96482,   bei  einer  Dichligkcit 

von  4^1  ist  a  =s  0«3709i. ' 

§.  310. 

Tropfbare  Flüssigkeiten  von  verschiedener  Dichtigkeit,  weiche 
keine  chemische  Wirkung  auf  einander  ausüben,  lagern  sich,  wenn 
sie  in  einem  GePäss  zusammengemischt  werden,  nach  der  Ordnung 
ihrer  Dichtigkeit  liber  einander,  so  dass  jede  Flüssigkeit  von  der 
anderen  durch  eine  Gleichdrucksfläcbe  geschieden  ist  Bei  Gasen 
dagegen  findet,  auch  wenn  sie  keine  chemische  Wirkung  auf  ein- 
ander ausüben,  eine  ganz  gleichförmige  Mengung  statt,  so  dass 
jed6  Gasart  sich  ganz  gleichförmig  durch  den  ganzen  Raum  Te^ 
breitet  Verschiedene  Gasarten,  welche  durch  eine  Gleichdrucks- 
fläche,  geschieden  sind,  und  normal  auf  diese  gleiche  Drucke  ans- 
üben,  halten  einander  folglich  nicht  im  Gleichgewichte,  sondern 
jede  Gasart  breitet  sich  durch  die  andere  hindurch  aus,  bis  der  nur 
von  ihr  normal  auf  jede  Gleichdrucksflache  ausgeübte  Druck  von 
beiden  Seiten  her  gleich  ist  Es  wird  folglich  irgend  eine  Gasart 
nur  von  derselben  Gasart  im  Gleichgewicht  gehalten  werden  kön- 
nen, und  es  wird  in  einer  Mischung  verschiedener  Gasarten  jede 
Tür  sich  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Der  Druck  irgend  einer  in  einem  Gefass  eingeschlossenen  Mi- 
schung von  Gasarten  ist  genau  gleich  der  Summe  der  Drucke  je- 
der besonderen  Gasart,  diese  in  dem  ganzen  Gelass  nach  dem 
Mariotteschen  Gesetze  zurückgeführt.  Bezeichnet  man  durch  v  das 
Volumen  irgend  einer  Gasart,  durch  p  den  diesem  Volumen  ent- 
sprechenden Druck,  durch  v'  das  Volumen  einer  zweiten  Gasart* 
welche,  keine  chemische  Wirkung  auf  die  erste  ausübt,  und  durch 
p'  den  tKesem  Volumen  entsprechenden  Druck,  und  bringt  man 
beide  Gasarten  in  ein  Gelass,  dessen  Volumen  V  ist,  so  wird  der 
gesammte  Druck  P  dieser  Mischung  gleich: 
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P  -=  ^  +  ^,  oder:  PV  -  pv  +  pV. 

Da  nach  dem  Hariottöschen  Gesetze  pv  und  pV  constant  sind,  so 
wird  folglich  auch  PV  constant  sein  müssen,  und  das  Hariottesche 
Gesetz  muss  folglich  auch  bei  einer  Mischung  von  Gasarten  statt- 
finden. 

§.  311. 

Die  aus  dem  Begriff  des  flüssigen  Zustandes  in  §§.  225,  226 
und  227  hergeleiteten  allgemeinen  Grundeigenschallen  der  Flüssig- 
keiten finden  auch  bei  den  luftformigen  Flüssigkeiten  oder  Gas* 
arten  statt  Es  wird  folglich  auch  hier  im  Zustande  des  Gleich- 
gewichts der  Druck  in  jedem  Punkte  auf  die  Flache  des  einsdilies- 
settden  Gelasses  normal  und  in  irgend  einem  Punkte  im  Imeron 
nach  jeder  Richtung  hin  gleich  gross  sein ;  so  wird  auch  irgend 
ein  an  der  Oberfläche  des  einschliessenden  Gefässes  ausgeübter 
Druck  sich  mit  derselben  Intensität  überall  hin  fortpflanzen. 

Bezeichnet  man  durch  X,  Y,  Z  die  Goroponenten  der  auf  den 
Punkt  X,  y,  z  wirkenden  Kraft,  so  würd  die  allgemeine  Gleichge* 
Wichtsbedingung  der  Gasarten: 

dp  «  9  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 

Es  ist  hier  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  p  sb  k^,  .wo  k  ei- 
nen von  dem  Drucke  unabhängigen,  dagegen  von  d^  Temperatur 

abhängigen  CoefGcienten  bezeichnet    Substituirt  man:  ^  =?: -F-,  so 
findet  man: 

dp        Xdx  +  Ydy  +  2dz 
P  k 

Wenn  Gleichgewicht   stattfinden  soll,   muss  folglich:  Xdx  -1*  ^^7 
4-  Zdz  ein  vollständiges  Differential  sein.     Setzt  man  daher: 

Xdx  +  Ydy  +  Zdi  »  dy, 
so  wird: 

dp        dgi  • 


41« 
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bt  die  Temperatur  überall  gleich,  so  ist  k  constant,  und  man 
findet  durch  Integration: 

lognat  r^j  =  ^,  oder:  p  =  Ce*, 

wo  C  eine  conatante  Grösse  bezeichnet,  welche  durch  den  zu  ir- 
gend einem  Werthe  von  fp  bekannten  Wertb  von  p  bestimmt 
wird. 

Ist  die  Temperatur  dagegen  verschieden  in  den  verschiedenen 
Punkten,   so  wird  k  veränderlich  sein.    Damit  die  Gleichgewichts- 

bedb^ng  dennoch  stattfinden  soll,  muss  dann  -^  ein  vollständiges 
Diffinrential  sein,  und  folglich  k  eine  Funktion  von  9. 

Hieraus  folgt  dann,  dass  für  denselben  Werlh  von  9,  d.  h. 
in  darselb^  Gleicbdrucksflache  auch  k  und  folglich  auch  die  Tem- 
peratur gleich  sein  muss.  Der  Druck  und  die  Dichtigkeit  wer^ 
den  dann  durch  die  Formeln: 

p  =  Ce-'      ,    ^  «  Y  c-' 

bestimmt 

Betrachtet  man  z.  B.  die  Erde  als  eine  homogene  Kugel,  und 
nimmt  man  auf  ihre  Umdrehungsbewegung  keine  Rücksicht,  so 
siqd  alle  auf  die  Moleküle  der  Atmosphäre  wirkenden  Kräfte  ge- 
gen den  Biittelpunkt  der  Erde  gerichtet*  Die  Gldchdrucksflächien 
werden  dann  mit  der  Erde  concentrische  Kugelflächen  sein.  Da- 
mit Gleichgewicht  stattfinden  sollte,  müsste  dann  auch  die  Tempe- 
ratur in  derselben  Höhe  über  der  Erdoberfläche  überall  gleich  sem. 
Weil  diese  gleiche  Temperatur  unmöglich  ist,  wird  auch  das  Gleich- 
gewicht der  Atmosphäre  unmöglich  sein. 

§.  312. 

Das  in  §.  233  entwickelte  Archimedische  Gesetz  des  Gleich- 
gewichts fester  Körper,  welche  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht 
sind,   gilt  auch,  wenn  die  Flüssigkeit  eine  luftförmige  ist     Der 
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Körper  wird  in  der  Luft  so  viel  von  seiner  Schwere  verUe-* 
ren,  als  das  Gewicht  der  aus  ihrem  Platze  verdrängten  Loftmasse 
beträgt,  oder  er  wird  durch  eine  diesem  Gewicht  gleiche  Kraft 
vertikal  aufwärts  gegen  die  Richtung  der  Schwere  getrieben.  Die- 
ser aufwärts  gerichtete  Druck  geht  durch  den  Schwerpunkt  der 
aus  ihrem  Platze  verdrängten  Luftmasse. 

Bei  der  Berechnung  der  Schwere  und  des  Schwerpunktes  die- 
ser Luftmasse  muss  indessen,  wenn  die  Ausdehnung  des  Körpers 
in  der  vertikaleir  Richtung  sehr  gross  ist,  auf  die  verschiedene 
Dichtigkeit  der  umgebenden  Atmosphäre  in  den  verschiedenen  Hö- 
hen Rücksicht  genommen  werden. 

§.  313. 

Denken  wir  uns  einen  vertikalen  Cjlinder,  dessen  Grondebene 
die  Flächeneinheit  ist,  durch  die  ganze  Atmosphäre  von  der  Mee- 
resoberfläche an.  Betrachten  wir  einen  horizontalen  Querschnitt 
dieses  Cylinders  in  der  Höhe  z  über  der  Meeresoberfläche.  Be- 
zeichnen wir  durch  p  den  Druck  auf  diesen  Querschnitt.  Es  wird 
dann  p  gleich  dem  Gewichte  der  ganzen  höher  liegenden  Luftmasse. 
Wird  in  der  Höhe  z  -f-  dz  ein  zweiter  Querschnitt  gelegt^  so  wird 
der  auf  diesen  stattfindende  Druck :  p  4*  dp ,  gleich  der  ganzen 
über  diesem  Querschnitte  ruhenden  Luftmasse  sein.  Die  Diflerenz 
dp  mnss  folglich  negativ  sein,  und  —  dp  gleich  dem  Gewichte  der 
zwischen  beiden  Querschnitten  beGndlichen  Luftschicht.  Diese  Luft- 
schicht ist  ein  Cylinder,  dessen  Grundebene  die  Flächeneinheit,  des- 
sen Höhe  dz,  und  dessen  Volumen  folglich  gleich  dz  Kubikeinhei- 
ten  ist. 

Bezeichnen  wir  jetzt  durch  q  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit 
Luft  an  der  Meeresoberfläche,  bei  45 ""  geographischer  Breite,  bei 
0"*  Temperatur,  und  bei  dem  Drucke  P.  Es  wird  dann  das  Ge- 
wicht derselben  Luftmasse  in  der  geographischen  Breite  if  nach 
§.6  und  §.  145  gleich:   q(l-i^cos29)),  wo  /^  =  0,0025911.    Bei 
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emer  Tenperator  von  t**  wird  tias  Gewicht  einer  Kabibeinlieil  der^ 
selben  Luftart  bei  unverändertem  Drucke  gleich:    ^    ^f^     \ 

wo  a  den  AusdebnungscoefBcienten  der  atmosphärische  Luft  be- 
zeichnet. In  der  Höhe  z  über  der  Meeresoberfläche  nimmt  eod- 
lieh  die  Schwere  ab  im  Verhältnisse:  (r-|-z)':r*,  wenn  r  den 
Halbmesser  der  Etde  bezeichnet,  und  es  wird  folglich  in  dieser 
Höhe  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  bei  unverändertem  Drucke 
und  Temperatur  gleich: 

q(i—j?co82y)         r« 

1  +  «t        •  (r+s)> ' 

* 

Bei  einer  Veränderung  des  Druckes  von  P  auf  p  wird  end- 
lich nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  die  Dichtigkeit  und  folglich 
auch  das  Gewicht  in  demselben  Verhältnisse  geändert  werden,  und 
wird  folglich  gleich: 

q(l  — /?coB2y)  r*         ^ 

1+at  •(r  + «)••?• 

Hieraus   findet  man   endlich  das  Gewicht  der  dz  Kubikeinbeiten 
grossen  Luftschicht  gleich: 

q(l  -/gco8  2y)  r«  p    , 

1+at  •  (r  +  B)«  •  F  "• 

Dieser  Ausdruck  soll  jetzt  gleich:  — dp  sein,  woraus: 

dp       q(l— /gcos^y)        r*ds 

p  ="  P(l+at)       -Cr  +  s)»' 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  unmittelbar  aus  der  al%emei- 
nen  Gleichgewichtsgleichung: 

dg        Xdx  +  Ydy  +  Zdz 

herleiten.    Es  ist  nämlich  hier:    Xso*    ¥  =  o,    Z=s  —  g's= 
-g(l-/Jcos2y).^.,  k  =  |-(l  +  «t). 

Nimmt  man  zuerst  die  Temperatur  in  der  ganzen  Höhe  der 
Luftschicht  als  constant  an,  so  findet  man  durch  Integration: 

I  »  q(l  — Äcos2g))        r»       ,    ^ 


auf  die  Gesetze  des  Gleiehgewiehts  und  der  Bewegung.     64!^ 

r 

WO  C  die  durch  (Ve  Integration  eingeführte  unbestimmte  Constante 
bezeichnet. 

Wird  dieser  Druck  durch  die  Quedksilberhöhe  eines  Barome- 
ters gemessen,  so  wird  p  auch  gleich  dem  Gewichte  eines  Queck- 
silbercylinders  sein»  dessen  Höhe  die  Barometerhohe,  dessen  Grund- 
ebene die  Flacheneinheit  ist. 

Bezeichnet   man   durch  Q   das   Gewicht  einer  Kubikeinheit 
Quecksilbers  au  der  MeeresoberOäche  bei  45*  geographischer  Breite 
und  bei  0*  Temperatur,  so  wird  das  Gewicht  ders^ben  Kubikein- 
heit bei  O""  Temperatur»  ^  geographischer  Breite  und  in  der  UäbQ   , 
z  über  der  Meeresoberfläche  gleich: 

Q(l-/»ceB2y).^j^. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  h  die  Barometerhöhe  auf  0^  Tempera- 
tur des  Quecksilbers  redudrt,  so  wird: 

Dieser  Werth  von  p  in  der  obigen  Gleichung  substituirt  giebt 
dann: 

lognath-|-lognatQ(l— /}coB29>)^21ogii9t  ^1  4- y^  »i 

q(l--/?oos2y)        r«  ^ 

P(l  +  at)       •  r  +  z    ■*■  ^* 

Hat  man  die  Barometerhöhe  in  der  geringeren  Höhe  z'  über 
der  Heeresoberfläche  bei  derselben  geographischen  Breite  und  der^ 
selben  Luftt^nperatur  beobachtet,  und  bezeichnet  diese  ^ durch  h^ 
so  wird: 

log  nat  h'  +  log  nat  Q(l  —  /}  cos  2y)  --  2  log  nat  Uj^^mm 

q(l  -  /? COB 2y)         r'        .    p 
P(l+at)       '  r  +  z'  ■*"  ^• 

Diese  beiden  Gleichungen  subtnhirt  geben  dann: 


} 
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log  nat  h' —  log  nat  h  +  2Iogiiat(l  +  y)  — **<>«"t(l  +~j  — 

q(l  — /?cog2y)  a  — »^ 

p(i+«*)    •(i+4)(i+i?)- 

Hieraus  findet  man  die  HöbendiflPereDz  z  —  z' : 

B  a' 

Weil  — -  und  ---  immer  sehr  kleine  Grössen  siod«  kann  man  hier 

r  r 

lognat(l  +y)  und  lognatfl  -| — )  nach  den  Potenzen  ?on  ~ 

IE 

und  Y  entwickeln^  und  sich  mit  dem  ersten  Glied  dieser  Reihe  be- 
gnügen.   Es  wird  dann: 

lognat(l+7)  r-  log nat (l  +  i-')  «  Lzl'. 
Ebenso  wird,  wenn  man  das  Produkt  der  kleinen  Grössen  -j  und 


jye 


i  +  l+^^i  +  'JTjL  +  K 
I      j.  *       r  r 


Substituirt  man  diese  Wertbe  und  bezeichnet  den  Höhenunterschied 
1  —  z'  durch  Z»  so  wird: 

oder,  mit  Briggischen  Logarithmen,   wenn  M  =  0,4342945  den 
Modul  des  Briggischen  Logarithmensystems  bezeichnet: 

Setzt  man  hier  der  Kürze  wegen: 
SO  wird  diese  Gleichung: 
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oder»  wenn  man  die  Sbikiplikatioo  auf  der  rechten  Seite  ausführt 
uod  die  xweite  Potem  der  UeineD  Grösse  y»  so  wie  das  Produkt 
der  kleinea  Grössen  y  und  y  Temachlassigt: 

Diese  Gleichung  in  Bezug  auf  Z  aufgelöst»  giebt  dann: 

ST  .  (.  +  !^) 

l-(u  +  2M)^ 

ST 

In  dem  letzten  Gliede  des  Nienners:  (a  +  2M)—  kann,  weil 
(a-f  2M)  Y  ^^^  ^^^  kleine  Grösse  ist,  S,  welches  iinmer  sehr 

wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist,  gleich  der  Einheit  gesetzt 
werdea    Es  wird  dann: 

l_(a+2BI)-I 
and  hieranc 

log  Z  -  log  n  +  log  T  +  log  8  +  log  (l  +  ^' j — log  (l — (a  +2M)^ Y 

Entwickelt  man  hier  die  Logarithmen: 

log  (l  +  ^)  and  log  (l  —  (a  +  2M)  I) 

in  Reihen  and  berücksichtigt  nur  das  erste  Glied  jeder  Reihe, 
so  wird: 

log  (l  -  (a +2M)lj»  -M(u+2M)1  -  -  «^IH  _  2  ?!^. 

Diese  Werthe  substituirt  geben: 

logZ-logu  +  logT  +  logSH-?^'  +  MTu  +  2^^ 
oder,  wenn  man  der  Kiirze  wegen: 
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'         logT+?^-A,  iogS==B,^=C,  ?!J5!==1> 

setzt: 

logZ  » logB  +  i^  +  B  +  C  +  D. 

Der  Goelficient  Ä  hangt  nur  von  der  Lufttemperatur  t  ab, 
der  Goefficieot  B  nur  von  der  geographischen  Breite  9) ,  der  Co- 
eßicient  G  dagegen  sowohl  fon  T  wie  von  u.  Es  kaaö  dieser 
letztere  Goef&cient  unter  dne  andere  Form  gesetzt  werden.  Es 
ist  nämlich: 

logT^A-?!^. 

(iidfflich: 

...       2M«T 

Ioga  +  IogT  =  logn+A~*-^,  oderaT  =  10  '   , 

und  hieraus: 

r  r 

M  ' 

Wegen  des  kleinen  Faktors  —  ist  die  Grösse  G  immer  sehr  kleio, 

und  man  kann  daher  in  dem  Exponenten  die  kleine  Grösse  -y** 

vernadilassigen.    Es  wird  dann; 

y      log  u  +  A  /  M  \ 

C=-|lO  ,logC  =  log(^:Jj  +  logu  +  A. 

Es  hängt  dann  der  GoelBcient  G  nur  von  der  vorher  berechneten 
Grösse:  logu  +  A  ab. 

Der  Goeßident:  B  =  log  S  =  —  log  (1  —  /9  cos  2^)  kann 
nach  den  Potenzen  der  kleinen  Grösse  ß  entwickelt  werden,  und 
die  höheren  Potenzen  dieser  Grösse   können  dann  vernachlässigt 

werden.    Es  wird  dann: 

B  =  Mßco9  2(p. 
Der  GoefGdent  B  wird  folglich  positiv  von  &  bis  4S''  geographi- 
scher Breite,  negativ  von  45**  bis  90^    Die  oomplementSren  Wer- 
the  der  Breite  g>  geben  bis  m  der  sechsten  DecimaUtell?  gleidie 
Werthe  des  GoelBcienten  B  mit  entgegengesetzten  Zeichen. 
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Der  Coefßcient  D  hangt  nur  von  der  Höhe  des  untersten 
Beobachtuogsortes  über  der  Meeresoberfläche  ab, 

§.  314. 

Indem  wir  bei  der  Entwickelung  der  vorhergehenden  Formehi 
angenommen  haben»  dass  die  Schwere  umgekehrt  mit  dem  Qua«- 
drate  der  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  abnimmt, 
haben  wir  die  Anziehung  der  über  die  Meeresoberfläche  emporra- 
genden ausgedehnten  Gebirgsmassen  vernachlässigt.  Die  obigen  For- 
mein gelten  daher  nur  von  Höbenmessungen,  welche  auf  hohen 
Thürmen,  in  Luftballons  u.  dergl.  stattfinden.  Finden  sie  dagegen 
auf  einem  ausgedehnten  Gebirge  statt»  so  nimmt  nach  §.  146  die 
Anziehung  der  Erde  langsamer  ab»  nämlich  als  wäre  der  Halb- 
messer der  Erde  |  Mal  so  gross,  als  er  in  der  Wirklichkeit  iiL 
Man  braucht  dann  nur  in  den  vorhergehenden  Formeb  fr  statt  r 
zu  setzen.    Es  wird  dann: 

Es  ist  ferner  die  Höhe  des  Quecksilbers  im  Barometer  als  auf 
(f  Temperatur  reducirt  angenommen.  Der  Ausdehnungscoefficient 
des  Quecksilbers  für  jeden  Grad  des  hunderttheiligen  Thermome- 
ters ist  gleich:  0,00018.  Bezeichnet  man  durch  t  die  Tempera- 
tur des  Quecksilbers,  durch  b  die  beobachtete  Barometerhöhe,  so 
wird: 

b  «  h  (1  +  0,00018  t), 
und  hieraus: 

log  b  a  log  b  —  M  .  0,00018  v  «  log  b  —  0,000078  r. 
Bezeichnet  b'  die  an  der  unteren  Station  beobachtete  Baro- 
meterhöhe  und  c  die  Temperatur  des  Quecksilbers  während  die- 
ser Beobachtung,  so  wird  ebenso: 

log  h' «  log  b'  —  0,000078  t\ 
Hieraus  flndet  man  dann: 

a  a  log  h'  —  log  h  =  log  b'  ^  log  b  —  0,000078  (i^—t)^ 
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§.  315. 

Es  beieichnet  to  den  yorhei^henden  Formeln  q  das  Gewicfal 
einer  Kubikeinheit  Luft  an  der  Meeresoberfläche,  bei  45*  geogra- 
phischer Breite,  bei  (T  Temperatur  und  bei  dem  Drucke  P.  Be- 
zeichnet man  durch  q  die  Dichtigkeit  dieser  Luft,  so  wird :  q  =g^> 
P  SS  kf ,  und  folglich  •—»---«  Wird  der  preussische  Fuss  ab 
Längeneinheit  angenommen,  so  ist  (§.  308): 

k  =  795665,  g=31,243  M. 

Es  Ware  hiemach:  —  =:  25466  preuss.  Fuss. 

Es  gelten  indessen  diese  Zahlen  nur  von  der  trockeneD  atmo- 
sphärischen Luft.    Weil  die  Wasserdampfe  leichter  als  die  atmo- 

p 
sphariscbd  Luft  sind,  so  kann  man  —  etwas  grösser,  gleich  25500 

Foss  annehmen. 

Der  Ausdehnungscoefficient  a  ist  fdr  trockene  atmoapharische 
Luft  und  fiir  das  hunderttheifige  Thermometer  gfeidi:  0,003665. 
Weil  aber  die  Menge  der  Wasserdampfe,  welche  in  der  Atmo- 
sphäre vorhanden  sind,  mit  der  Temperatur  wachst,  und  folg^ 
das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  Luft  aus  diesem  Grunde  abnimmt, 
kann  man  a  etwas  grösser,  gleich  0,00385  annehmen. 

Es  wird  hiernach  bei  Anwendung  des  hunderttheiligea  Ther- 
mometers : 

T  »    ^^^^^l^,;»;?^*^    -  58716(1  +  0.00385  t). 

Der  mittlere  Halbmesser  der  Erde  ist  gleich  20  288  000  preuss. 
Fuss. 
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§.  316. 

Tafeln 

XII  Höhenmessungeii  mit  dem  Barometer. 

^  Zur  leichteren  Benutzung  der  obigen  Formel: 
log  •  »  log  a  +  A  +  B  +  C  +  D 
sind  in  den  folgenden  Tafeln  die  Werthe  der  Grösseo  A,  B»  C,  D 
mit  5  Decimalen  berechnet. 

Es  sind  bei  der  Berechnung  dieser  Grössen  die  am  Ende  des 
§.  314  ang^beoen  Formebi  angewendet  worden  und  folglich  die 
Antiehung  des  über  der  Heeresoberflache  erhöhten  Landestheils  be- 
rücksichtigt. 

Tafel    I. 
Das  Argument  dieser  Tafel  ist  die  als  oonstant  angeoommene  Luft- 
temperatur t 

. A  =  logT  +  ^^  =  log  T  +  0,000 000  0  1162  T. 


t 

A 

t 

A 

t 

A 

t 

A 

— 

— 

+ 

"+" 

29* 

4,71795 

14* 

4,74535 

1" 

4,77111 

16* 

4,79544 

28* 

4,71983 

18* 

4,74711 

2* 

4,77277 

17* 

4,79701 

27* 

4,72170 

12' 

4,74887 

3* 

4,77443 

18' 

4,79858 

26* 

4,72357 

11' 

4,75062 

4' 

4,77609 

19* 

4,80015 

25» 

4,72543 

10* 

4,78237 

5" 

4,77773 

20* 

4,80171 

24» 

4,72727 

9' 

4,76410 

6» 

4,77937 

21* 

4,80326 

23' 

4,72911 

8* 

4,75583 

7' 

4,78101 

22" 

4^482 

22* 

4,7ä09S 

7* 

4,75756 

8' 

4,78263 

23* 

4,80635 

21* 

4,73278 

e* 

4,75928 

9' 

4,78425 

24* 

4,80788 

20« 

4,73460 

&' 

4,76099 

10" 

4,78587 

25» 

4,80941 

IS- 

4,73641 

4« 

4,76269 

11' 

4,78748 

26» 

4,81093 

IS« 

4,73821 

3» 

4,76439 

12«' 

4,78808 

27' 

4,81246 

17* 

4,74000 

2« 

4,76608 

13« 

4,79068 

28» 

4,81397 

le* 

4,74179 

!• 

4,76776 

14" 

4,79227 

29' 

4,81548 

!&• 

4,74357 

0» 

4,76944 

15» 

4,79386 

30* 

4,81698 
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T  a  f  e  I    II. 

Das  Argument  dieser  Tafel  ist  die  geographische  Breite  g>.    B  ist 
positiv  vott  9)  =  0*  bis  f)  «  45^.  negativ  von  9  s»  45*  bis  9)  =  90. 

B  =  M/S  cos  29  =  0,0011251  cos^  tg>. 


9 

rfcB 

9 

±B 

9 

d=B 

0®  oder  90* 

0,00113 

15* 

oder 

75** 

0,00097 

30* 

oder  60** 

0,00056 

!•    —    89* 

0,00112 

16« 

— 

74** 

0,00095 

31** 

-- 

59** 

0,00053 

2-    -    88* 

0,00112 

ir» 

— 

73* 

0,00093 

32» 

^ 

58* 

0,00049 

8*    —    87* 

0,00112 

18* 

— 

72** 

0,00091 

33* 

*  ""■ 

57» 

0,00046 

4«    —    86* 

0,00111 

19« 

— 

71** 

0,00089 

34** 

— 

66** 

0,00012 

6*- —    85« 

0,00111 

20* 

— 

70** 

0,00086 

35** 

— 

55** 

0,00038 

6*    —    84* 

0,00110 

21** 

— 

69* 

0,00084 

36** 

— 

54** 

0,00035 

7**    —    83* 

0,00109 

22** 

— 

68*^ 

0,00081 

37** 

— 

53** 

0,00031 

8«    —    82» 

0,00108 

23» 

— 

67* 

0,00078 

38* 

— 

52*» 

0,00027 

9*    —    81** 

0,00107 

24** 

— 

66** 

0,00075 

39** 

— 

51** 

0,00023 

10*    ^    80** 

0,00106 

25** 

— 

65** 

0,00072 

40** 

— 

50** 

0,00020 

110    _    790 

0,00104 

26** 

— 

64** 

0,00069 

41** 

— 

49** 

0,00016 

i2*    ^    78*» 

0,00103 

27** 

— 

63*» 

0,00066 

42** 

— 

48* 

0,00012 

130    _    77« 

0,00101 

28** 

— 

62** 

0,00063 

43** 

— 

47« 

0,00006 

140    —    76* 

0,00099 

29** 

— 

61** 

0,00060 

44** 

— 

46** 

0,00004 

45*» 

0,00000 

logC 


Tafel    III. 
Dis  Argmneot  dieser  Tafel  ist:  Ä  -f  log  u  : 

log  (^)  +  log u  +  A  =  0,126  -  81  +logn  +  A. 


A-flogu 

C 

A  +  log  u 

C 

A  -f  log  n 

c 

2,6 

0,00001 

3,3 

0,00003 

*fi 

0,00013 

2,7 

0,00001 

3,4 

0,00003 

4.1 

0,00017 

2,8 

0,00001 

3,5 

0,00004 

*ft 

0,00021 

2,9 

OiOOOOl 

3,6 

0,00005 

4P 

0,00027 

3,0 

0,00001 

3,7 

0,00007 

4,4 

0,00034 

34 

0^00Q02  . 

3,8 

0,00008. 

4,3 

O,j00O42 

3,2 

0,00002 

3,9 

0,(H)011 

4^ 

0/)0053 

«tf  die  GoMtee  4es  6Mdig«wicfato  uad  dw  Bewsgong.      CSS 

T  a  fei    IV. 

Das  Argument  dieser  Tafel  ist  die  Bohe  c"  der  onteren  Station. 

D  =  0,000  000  0428  t'. 


•• 

D 

*' 

D 

V 

D 

Fnsi 

Fosfl 

Fbm 

1000 

0,00004 

10000 

11,00043 

19000 

0,00081 

2000 

0,00009 

11000 

0,00047 

20000 

0,00086 

3000 

0,00013 

12000 

0,00051 

21000 

0,00090 

4000 

0,00017 

13000 

0,00056 

22000 

0,00094 

5000 

0,00021 

14000 

0,00060 

23000 

0,00098 

6000 

0,00026 

15000 

0,00064 

24000 

0,00103 

7000 

0,00030 

16000 

6,00068 

25000 

0,00107 

8000 

0,00034 

17000 

0,00073 

26000 

0,00111 

9000 

0,00039 

18000 

0,00077 

27000 

0,00115 

§.  317. 

Bei  der  Integration  der  Differentiatgleichung : 
d£  q(l  —ßcoB^ff)       r»dz 

p   ■*  P(l  +  at)      "(t  +  ä)» 

haben  wir  bisher  die  Temperatur  der  Atmosphäre  t  als  constant 
in  der  Hohe  zwischen  den  beiden  Beobachtongsorten  angenommen. 
Es  ist  di^s  bei  grösseren  Höben  nie  ier  Fall  Gewöhnlich  nimint 
man  dann  das  Mittel  der  an  beiden  Stellen  beobachteten  Lufttem- 
peraturen als  eine  constante  gißichmassige  Lulltemperatur  an,  und 
sucht  bieroaoh  A  in  der  Tafel  L  Wenn  der  Unterschied,  der  !bei- 
den  Lufttemperaturen  klein  ist,  kann  diese  Methode  ohne  merklichen 
Fehler  angewendet  werden,  nicht  aber,  wenn  dieser  Unterschied 
grosser  ist. 

Man  wird  alsdann  richtiger  die  Temperatur  als,  gleichmassig 
▼on  der  untere*  tur  oberen  Station  abnehmend  annehmen  können. 
Bezeichnet  man  durch  t  die  Lufttemperatur  an  dem  höchsten  Be- 
obädtomg^brte  in  der  Höbe  z  ober  der  Meeresoberfläche,  durch  tf 
diejenige  an  dem  unteren  Beobachtungsorte  in  der  Höhe  z\  end- 
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lieb  durch  r  die  Lufttemperttuf  io  irgend  einer  dazwischenliegenden 
Hohe  C,  80  wird  nach  dieser  Voraussetzung  äner  gieicbniaaaigen 
Abnahme  der  Lufttemperatur: 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

setzt: 

c  =  a  —  bf. 

Dieser  Werth  in  der  Gleichung: 

dp  _  q{i^ßcoB2q))      r»dt 

p   ■"  Pa+«i)        (r+C)- 

substituirt  giebt  dann: 

^        _    q(l  — /gco8  2y)  r»dg 

^  p   "■        P(l+<»~abf)  •  (r  +  t)* 
Setzt  man  hier  der  Kürze  wegen: 

ab 

SO  kann  diese  Gleichung  unter  folgende  Form  gebracht  werden : 

d£ q(l-^/?cog2y)  r'dg 

P   "■  P(l  +  «a)       •(l-mCKr+C)»- 

Decomponirt  man  den  Bruch  auf  der  rechten  Seite«  so  findet  man : 

dC  1  dC  m  dg  m«  dg 

(l-mC)(r+D*"*l+mr*  (F+5^  "*"  (1 +mr)«  '  r+j;^(l+mr)»  •  TTSf' 

und  hieraus  durch  Integration: 

f         dg  '    1  1  m        ,         .  f  r+C  \   .  r. 

J  (l-mJ;Kr+t)»"-i+SF-  F+E  '  (1+mr)«  •  ^^«"*  Vl^niCj  +  ^^ 

Die  obige  DifTerentialgleicbung  giebt  folglich: 

"«    "*'      P(l+aa)(l+mr)    \7+t      1+mr*  ^       V^-nit^j  "t- ^— 

P(t+«aKl+mr)  •  jl+i-  1+mr  *^8«*t  \,1=S5;1  +  ^ 

Bezeichnet  man  jetzt  ^vetch  X  die  Barometerhöhe  in  der  Hohe  {, 

so  ist: 
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r 

log nat p« log nat  A+log nat^Q(l— /} cos %ip)\  —  % log nat  ((+^- 
Es  wird  folglich: 

log nal  >+  log  nat  {q(\  — /8  cob  %tp)\  —  2 log  nat  A  +  i-'j  « 
qfl-/ycos2y)r    (    1  mr     i«^«.*  T  '+^  ^1  4- C 

Setzt  mlBin  hier  erst:   £  =  z\  A  =  h%   dann  C  =  z»  J»  =  h, 
und  subtrahirt,  so  findet  man: 

lognath'  — lognalh—  21ognalA  +  f^)  +  21ognatri  +y^  » 

l         i.  -  ^  /t+»       --   ' 

q(l-/?C08  2gp)r  )  r  r  .  J?1L  loitnat  — L  llE??! 

P(l+aa)(l+mr)  V  ^  ^  z\(  ^  ^  ^\  ^  1+mr  "«  ""*l  j  ^s; '  1-ma 

Setzt  man  jetzt  wie  früher  den  Höhenunterschied:  z  —  z'  s=  Z, 
so  wird: 

a  » -g::q^r       »-hi^i     V-z'"»—     z» 


ab  a(f--t) 

m  =  ~ 


1  -I-  aa         (1  +  al' )  Z  +  a(t  —  t)»' ' 

la-mr=,    (l+gtQZ  +  «(t>-t)(r+zf)  . 
*  "f  ™"^  (1  +  at')Z  +  a(f  -  t)z'        ' 

(t  +  ga)  (1+mr)  ^    (1  +  gtQZ  4-  a(f  —  t)  (r  +  z') 
r  *"  rZ 

(l  +  atOY+  «(f  -  1)  (l  + -J) 
«    2 ; 

mr  a(t'  — t) 


^+'"^         {l+«f)|  +  a(t'-t)(l+4:) 
1  -L  mz'         (1  +  at')Z 


1  — mz         (l  +  afjZ  +  «(f —  t)z'  — a(f  — t)a 

(1  +  gt'jZ  l+gf 

*"  (1  +  at')Z  —  a(f  —  t)Z  "  i  +  at  • 

Diese  Werthe  substituirt,  geben  dann  die  Gleichung: 

Lehrl»«cb  der  HMUBlk.  42 
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lognalh'  — lognath  — aiogTl  +  f\  +  2  log  nal  (l  +  5L±^^ 

(               '^- 
q(l-jgco8  2g))Z  ) r g(t^— t) 


.  log  nat 


Setzt  man  wie  früher: 

log  brig  h'  —  log  brig  h  «  u,  folglieh:  log  oat  h'  —  log  nat  h  s=s  -"|. 
I06nat(l  +  f)^=  ;-,  log  nat  (l  +  ^^)  »  ^'±^, 
SO  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung: 


u         2Z 
lÄ  "^    r 

und  man  findet  dann: 


Z  » 

P("+'-r)[(i+«t')f+«(t~t)(^+T)] 


-f)  «(^'-0  /^+"*  ^+— W 

Mq(U/gco82y)^       A  \'+z\+ 7 7" ?\^^8  "*M ^ i > 

(Hr)(H^')    (l+«t')^+«(t'.t)(i+^)  Vl+at    1  +  -^^) 

Der  Werlh  der  kleinen  Grösse  —  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  muss  dann  erst  annäherungsweise  berechnet  werden  nach 
dem  §.  313  und  nach  den  Tabellen  §.  316,  indem  man  von  der 
Voraussetzung  einer  gleichen  mittleren  Temperatur  ausgeht  Be- 
zeichnet man  den  auf  diese  Art  annäherungsweise  gefundenen  Hö- 
henunterschied durch  Z\  wo: 

log  Z'  =  log  u  +  A  +  B  +  C  +  D , 
und  die  Grösse  A  hier  aus  der  Tafel  I.  des  §.  316  nach  der  miit- 

t  4*  t' 

leren  Temperatur  -^^  genommen  worden  ist,  so  ist  nach  §.  313: 
Mq(l-^co82«A  /^  ''^  '      ^ 
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Es  wird  folglich: 

Z      (l  +  «t')7-»-«(t'- 0(1  +  7) 

Gewöhnlich  sind  —  und  —  sehr  klein  in  Bezug  auf  a(t' — t).  In 
diesem  Falle  können  diese  Grössen  vernachlässigt  w  erden ,  und^ 
man  findet: 

Z  _^ c((t'--t) Ma(l'-t) 

Entwickelt  man  -die  Logarithmen  im  Nenner  nach  den  steigenden 
Potenzen  des  Ausdehnungscoefficienten  o,  so  findet  man: 

lagnat{l±2f)«a(t'.l)-ia>(t'«.l«)+^a»(l'«.tO-ia»(4'».t»)+..^ 
«a(t'-t)[l.|«(t'+t)+|a*(t'*+t'l+f)-ia'(l"+»"t+t't»+t»)+....] 

nnd  hieraus: 

Z^ t 

11      [l+l«(l'+t)][t-iaCl'H.t)+i«Cl"+l'l+l*)-i«*ll'»+l'n+l'l«+l»)+....] 

i ^_      ^ 

«  i-T'r«*ct'-t)«  +TV«*o'+i)(t'-ir  +  .... 

Hieraus  findet  man  ferner: 

log  brig  Z  »  logbrig  Z'  —  M  [^^  a\M^\y  .^ai(t'+l)(t'.t)»  +  ....]. 

.  Substituirt   man   hier   den   Werth   des   Ausdehnungscoefficienten: 
a  =  O9OO385,  so  findet  man : 

5^a»  =  0,000  000  536,    J^a»  «  0,000  000  002, 

Es  wird  folglich: 

log  Z  =  log  V  —  0,000000  536  (t'-t)«  +  0,000  000  002  (t'+i)(t'.t)«. 

Das  letzte  Glied  kann  hier  unbedenklich  vernachlässigt  werden, 
und  man  hat  folglich ,  wenn  man  statt  bg  V  seinen  friiher  gefan« 
denen  Werth  substituirt: 

42* 
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log  Z  =  log  a  +  A  +  B  +  C  +  D  —  0,000  000  536  (f — t)*, 

l'  +  t 

WO  A  nach  der  mittleren  Lufttemperatur  -7-  bestimmt  ist 

§.  318. 

,Die  Formeln  der  vorhergehenden  Paragiaphen  setzen  eine  ein- 
fache Luilart  voraus.  Die  atmosphärische  Luft  dagegen  besteht 
aus  einer  Mischung  mehrerer  Gasarten,  welche  keinen  chemischen 
Einfluss  auf  einander  üben.  Bezeichnet  man  durch  p'»  q',  a'  die 
der  einen  Gasart  entsprechenden  Werthe  der  Grössen  p,  q,  a, 
durch  p'y  q%  a'  die  der  zweiten  Gasart  entsprechenden  u.  s.  w., 
so  wird,  weil  nach  §.  310  jede  Gasart  für  sich  nach  dem  Mariot- 
teschen Gesetze  ausgedehnt  wird: 

*''«  °**  p  -     P(i+a'i)    •  rrs  +>  • 

lognatp  «  ^-A_£_-yJ.  _  +  C,  «.b.w. 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  p'^,  p'.f  •  •  •  die  an  der  MeeresoberOache 
stattfindenden  Werthe  der  Grössen  p\  p", . . .  9  so  wird : 

In»  «•♦  r P'  \  q'(i~/?Cos2y)         z 

»o«  ««t (^j  — P(t+«'t7  •  rpT' 

loc  nat  TE^^ q'(l-/?C08  2y)     _z_ 

»     r 

und  hieraus: 

—  q'(l— /ycosy)         z 
P(l  +  a't)  •  i'TZ 


P'  «  P'oe 


—  q'Cl  — /yco8  2y) 
Pfl+a't) 


P    «  P  .   e  ^  '  ;  u.  8.  w. 

Der  Druck  p  der  atmosphärischen  Luft  in   der  Höhe  x  Bt 
der  Summe  dieser  partiellen  Drucke  gleich»  und  es  wird  folglicb: 
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—  q'(l— /?C08  2y)         z  —  q'(i->/geos2y)        z 

P  =  Poe  ^'    +Poe  ^^.. 

Bezeichnet  man  durch  p  den  unter  der  Voraussetzung  einer  ein- 
zigen Gasart  gefundenen  Werth  des  Druckes  in  der  Höhe  z,  so  ist: 

—  q(l— /?C08  2y)        z 
P  «  P.e  ^'  . 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

/    q* a_\    i-/?C08  2y  , 

Vl  +  a'l         l  +  «l/'  P  ^ 

l     q*  q     \     1— /?cos2«) 

so  wird  folglich: 

j        Z  ,       2 


P  =  M^-^  +pT"  +-1- 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  u,  u',  u.  s.  w.  die  Bruchtheile, 
welche  das  Verhältniss  bezeichnen,  in  welchem  die  Bestandtheiie 
der  Atmosphäre  an  der  Meeresoberfläche  vorkommen,  so  dass  folg- 
lich: u'  -f  u'  -f  • . .  =  1,  so  wird: 

p.  «  n  .  p,,    p .  =  u  .  Po5  . . . 
und  folglich: 

—  Y* — y 


p^pfn'e  +  n'e  + }, 

oder  da  man  wegen  der  Kleioheit  der  CoelScieoten  /,  /,  u.  s.  w. 

'  im  Exponent  —  vernachlässigen  kann : 

-  /»        .  -  /• 

p  a  II  (u'e  +  u'e  +  ...) 

Bei  dem  Gebrauche  der  im  §.313  entwickelten  FormelB  moss 
man  folglich: 

P  =  Q(l-/»co.2g,).^-^,. 
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und  folglich  auch  dh  beobachtete  Barometerhöhe  h  mit: 

— /z         --/* 

u't        +  u  «      +  . . . 

dividiren. 

Es  geht  hieraus  endlieh  hervor,  dass,  wenn  man: 

log  brig(a'«  +  u'e       +  . . .)  ea  ff»), 

ielzt,  80  wird  man  zur  Grösse:  u  =  log  h'  —  log  b  die  Correctiou: 

f(.)  -  f(.')  -  f  (Z  +  O  ~  f  (»0 
addiren  müssen. 

Die  vollständige  Formel  Tür  Höhenmessuagen  mit  dem  Baro- 
meter wird  hiernach: 

log  Z  «  log  u  +  A  +  B  +  C  +  D  —  0,000  000536  (f— t)«  + 

+  f  (Z  +  «')  -  f  (i'>. 

§.  319. 

Die  atmosphärische  Luft  ist  ein  Gemenge  von  vier  Luftarten: 
Stickstoff,  Sauerstoff,  kohlensaurem  Gas  und  Wasserdaropf. 

Der  Wasserdampf  ist  in  sehr  verschiedenen  Mengen  vorhan* 
den»  nach  den  verschiedenen  Jahres-  und  Tageszeiten»  nach  der 
Temperatur»  der  Höhe  und  Tiefe  des  Beobachtungsortes»  nach  der 
Nahe  von  Gewässern  und  aus  anderen  Gründen.  Wir  haben  diese 
Gasart  früher  durch  emi  passende  Erhöhung  des  Ausdehnungs* 

coefBcienten  a  und  des  Verhältnisses  —  berücksichtigt. 

Das  kohlensaure  Gas  findet  sich  in  noch  geringeren  M^igen» 
welche  auch  mit  den  Jahres-  und  Tageszeiten  veränderlich  sind. 
Dem  Volumen  nach  macht  dasselbe  nur  von  0»00037  bis  0,00062 
der  atmosphärischen  Luft  aus. 

Di^  Hauptbestandthetle  der  Atmosphäre  smd  Stickstoff  und 
Sauerstoff.  Die  Volumenmengen  dieser  beiden  Gasarten  stehen  an 
der  Meeresoberfläche  in  einem  Verhältnisse,  welches  zwischen  ^l 
Uli  schwankt.    Das  specifische  Gewicht  dieser  Gasarten»  dasjenige 


auf  die  Gesetze  des  GleicbgewichU  uod  der  Bewegung.      Wi 
der  atmosphärischen  Luft  als  Eioheit  angeoommeiiy  ist  nach  §.308: 

0,971373   und  1,105642. 

Es  wird  folglich,  wenn  wir  our  diese  beideo  Gasarten  in  Be-^ 
tracht  zieht: 

q'  =  0,971373  q,     q"  =  1,105642  q. 

Die  Ausdehnungscuefficienten  beider  Gasarten  kann  man  gleich  der- 
jenigen  der  atmosphärischen  Luft  annehmen,  «  =  a'  ==  a. 
Es  wird  folglich: 

-  «  (q'-q)  (^-ß  cos  2y)  _        ^  q(l>/?cos2y) 

Diese  beiden  Grössen  sind  wegen  des  kleinen  Faktors  -?•  sehr  klein, 
und  man  kann  daher  den  von  der  Einheit  nur  wenig  verschiedenen 

Faktor     ""P^^^  y  vernachlässigen.     Substituirt  man  endlich  den 

WertL  vony-«  ^^^qü»  so  findet  man: 

"  /  «  —  0,000  001  123,    /  «  +  0,000  004143. 
Es  ist  ferner  u'  =  0,79,  u"  =  0,21. 

Hieraus  kann  man  dann  die  folgende  Tafel  der  Grösse: 

f(»)  «  u'e         +  u"e 
für  die  verschiedenen  Werlhe  von  z  berechnen. 

^T  a  f  e  I    V. 


z 

f(z) 

z 

f(z) 

z 

f(z) 

Fas* 

Fttss 

Fun 

1000 

0,00001 

11000 

0,00020 

21000 

0,00059 

2000 

0,00002 

I20(»0 

0,00023 

22000 

0,00064 

3000 

0,00003 

13000 

0,00026 

23000 

0,00069 

4000 

0,00005 

14000 

0,00029 

24000 

0,00074 

5000 

0.00006 

15000 

0,00033 

25000 

0,00080 

6000 

0,00003 

16000 

0,00037 

26000 

0,00086 

7000 

0,00010 

17000 

0,00041 

27000 

0,00092 

8000 

0,00012 

18000 

0,00045 

28000 

0,00098 

9000 

0,00014 

19000 

0,00049 

29000 

0,00104 

10000 

0,00017 

20000 

0,00054 

30000 

0,0011! 

i 
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§.  320. 

Das  Mischangsverhaltniss  des  Stickstoffs  und  SauerstoflTs,  wel- 
ches an  der  Meeresoberfläche  ohngeföhr  ff  ist,  nimmt  mit  der 
Höhe  zu.    Es  wird  in  der  Höhe  z  gleich: 

.  P(i  +  at)        'i^jL    „,       ^r     r)* 

p'  U  ' 

wenn  man  im  Exponent.—  vernachlässigt. 

Substituirt  man  hier  die  Werthe  von  y"  und  r\  und  nimmt 
das  Verhältniss  an  der  Heeresobertläche  gleich  |-f  an,  so  winl 
dieses  Verhältniss  in  der  Höhe  z  gleich: 

0,000  005  266  .  > 

Iq   der  Höhe   von   20000  Fuss   wäre  dieses  Verhältniss    gleich: 
gj,  bei  10,000  Fuss  Höhe  gleich:  ^\ 


§.  320. 

Kennt  man  den  Höhenunterschied  Z  zweier  Stationen,  und 
den  an  der  oberen  Station  stattfindenden  auf  0*  Temperatur  redu- 
cirten  Barometerstand  h,  so  kann  man  aus  der  vorhergehenden 
Formel  umgekehrt  den  an  der  Meeresoberfläche  stattfindenden  Ba- 
rometerstand h^  finden. 

Wenn  der  Höhenunterschied  Z  und  folglich  auch  der  Unter- 
schied der  Barometerhöhen  klein  ist,  kann  die  Berechnung  sehr 
vereinfacht  werden. 

Es  ist  in  diesem  Falle:  h'  —  h  =  d,  u  =  log  h'  — .  log  h  = 

■og  ('f)^i«g(!^V»«('  +rj="[ff-H?)"+*(^)--...]. 

"^[•-i(4)+*(l)'-0- 

Hieraas  findet  man  dann:  ' 

logu  =  logM  +  logd-logh  +  log  [l  -  i  |-  +  i(i.y_  ,.  1 
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Es  ist' aber: 

'-['-*i+*(4y-]- 
— ■l[t^*(4)■+•••]+*[♦^♦(4)■+•■•]•+•■^  - 

"h"  ^*  —  TT  Y  "^  •  •  •''• 

Hieraus  findet  man  dann  wieder: 

log  d  =  logh  -  logM  +  logu  +  ^  .  (i-^  .  4). 

Es  ist  jetzt: 

log Z  CS  log  tt  +  A  +  B  +  C  +  D, 
weil  man  die  letzten  Correctionen  wegen  der  Kleinheit  des  Höhen- 
unterschieds Z,  und  wegen  der  an  der  unteren  Station  unbekann- 
ten Lufttemperatur  auch  den   Temperaturunterschied  (If-t)  ver- 
nachlässigen kann.    Hieraus  findet  man  dann: 

log  u  =  log  Z  -  A  —  B  —  C  —  D. 
Substitnirt  man  diesen  Werth  des  log  u,  und  setzt  der  Kürze 
wegen : 

so  findet  man: 

log  d  «  log  h  —  log  M  +  log  Z  —  A  —  B  —  C  —  D  +  E. 

Es  hängt  hier  freilich  E  von  d  ab.  Weil  aber  ^  und  folg- 
lich auch  E  eine  kleine  Grosse  ist,  wird  mau  sie  zuerst  vernach- 
lässigen können  und  aus  dem  dadurch  gefundenen  approximativen 
Werlh  von  d  diese  Grösse  bestimmen  können. 

Die  folgende  Tafel  giebt  die  Werthe  der  Grösse  E,  wenn  als 
Argument  log  h  —  log  d  =  log  M  —  log  Z  -f  A  -f-  B  +  C  +  D 
angenommen  wird. 


664  MeohanisolM  Eigenschaftea  der  Körper  und  derea  Binfliug 


Tafel    VI. 


lo(  k  —  log  6 

E 

log  h^Iog6 

£ 

log  h^lof  6 

E 

3,6 

0,00006 

2,,s 

0,00153 

1,9» 

0,00605 

3.» 

0,00014 

2,19 

0,00172 

1,50 

0,00678 

3,1 

0,00017 

2,09 

0,00193 

1,49 

0,00758 

3.. 

0,00022 

2,00 

0,00216 

1,40 

-     0,00850 

2.» 

0,00027 

1,99 

0,00243 

1,39 

0,00952 

2.8 

0,00034 

1,00 

0,00272 

1,30 

0,01066 

i.i 

0,00043 

1,89 

0,00305 

1,w 

0,01 195 

2,8 

0,00054 

1,80 

0,00342 

1,20 

0,01334 

«,» 

0,00069 

1,79 

0,00383 

1,19 

0,01491 

2,4 

0,00086 

1,70 

0,00429 

1,10 

0,01667 

2.a 

0,00109 

1,69 

0,00481 

1,09 

0,01863 

2,1. 

0,00137 

1,60 

0,00540 

1,00 

0,02081 

§.  321. 

Die  Dämpfe  unterscheiden  sich  von  den  permaDenteo  Gasartea 
dadurch  9  dass  ihre  Spannung  ein  von  der  Temperatur  abhängiges 
Maximum  nicht  übersteigen  kann.  Wird  das  Volumen  compri- 
mirt,  so  geht  so  viel  Dampf  in  tropfbar -flüssigen  Zustand  über, 
als  nöthig  ist,  damit  die  Spannung  dieses  Maximum  nicht  über- 
steigt. 

Unter  den  verschiedenen  Dämpfen  ist  der  Wasserdarapf  der 
wichtigste.  Man  hat  zahlreiche  Versuche  über  das  Maximum  der 
Spannkräfte  des  Wasserdampfes  bei  den  verschiedenen  Temperatu- 
ren, unter  denen  die  von  Regnaul t  und  Magnus  angestellteD 
die  genauesten  sind. 

Zur  Darstellung  dieser  Beobachtungen  hat  man  verschiedene 
empirische  Formeln  angewandt.  Magnus  hat  seine  Beobachtuo« 
gen ,  welche  die  Spannkräfte  von  —  T  bis  -|-  105°  C.  umfassen, 
durch  die  Formel: 

7,4475  t 

234769  +  i 
p  =  4,»M  .  10      '     ^     , 
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wo  p  die  Spannkraft  in  Millimetern,  t  die  Temperatur  nach  dem 
hunderttheiligen  Thermometer  bezeichnet. 

Regnault,  dessen  Beobachtungen  die  Spannkräfte  von  — 32* 
bis  +  148*  C.  umrassen,  stellt  diese  durch  zwei  besondere  For- 
meln dar.    Die  erste  Formel: 

1  —  32 
log  p  «  a  +  ba  ^ 

wo  a  «  +  0,0131765,  lug  b  =  0,4724984  —  1, 

log  a  «  0,0371566, 
gilt   für   Temperaturen  von   —  32*  bis   -f   lOOT  C.    Die  zweite 
Formel  : 

log  p  a  a  —  ba  , 

wo  a  «  +  5,8267890,    log  b  »  0,4692291, 
log  a  «  0,9977641  —  1 , 
gilt  für  die  Temperaturen  über  4*  ^00*  C. 

Nach  diesen  letzten  Formeln,  welche  mit  den  Beobachtungen 
sd)r  gut  übereinstimmen,  ist  die  folgende  Tafel  berechnet. 

Spannkräfte  der  Wasserdämfe   in   Millimetern 

von  —32"  bis  +  150"  C. 


t 

P 

t 

P 

t 

P 

t 

P 

— 32*C. 

0"",34  0 

—  i2*C 

1,656 

+8^0. 

8,047 

+  28*C. 

28,4  04 

—  31 

0,336 

-11 

•   1,803 

9 

8,574 

29 

29,789 

—30 

0,365 

—  10 

1,968 

10 

9,465 

30 

31,548 

—  29 

0,397 

—  9 

2,4  37 

11 

9,799 

31 

33,406 

—28 

0,434 

—  8 

2,387 

12 

10,457 

32 

35,359 

—  27 

0,468 

—  7 

2,533 

13 

11,469 

33 

37,44  4 

—  26 

0,509 

—  6 

2,758 

14 

11,908 

34 

39,565 

—25 

0,533 

-  5 

3,004 

15 

12,699 

35 

41,897 

—24 

0.609 

—  4 

3,974 

16 

13,536 

36 

•44,904 

—23 

0,654 

-  3 

3,553 

17 

14,494 

37 

46,694 

—22 

0,74  4 

-  2 

3,879 

18 

15,357 

38 

49,309 

—  21 

0,774 

—  1 

4,994 

19 

16,346 

39 

52,089 

—20 

0,844 

—  0 

4,600 

20 

17,394 

40 

54,906 

—  19 

0,946 

+  1 

4,940 

21 

18,495 

41 

57,940 

—  18 

0,996 

2 

5,309 

22 

19,659 

42 

61,055 

—17 

1,084 

3 

5,687 

23 

20,888 

43 

64,346 

-16 

1,4  79 

4 

6,097 

24 

22,4  84 

44 

67,790 

—  15 

1,984 

5 

6.534 

25 

23,550 

45 

71.394 

-14 

1,398 

6 

6,998 

26 

24,988 

46 

75,458 

—  13 

1,514 

'   7 

7,499 

27 

26,506 

47 

79,098 

^ 
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t 

P 

t 

P 

t 

P 

1 . 

P 

+  48'C. 

63,904 

+  74**C. 

276,624 

+100'C. 

760,000 

+126^0. 

1777,87 

49 

87,499 

75 

288,547 

101 

786,94 

127 

1832,88 

50 

91,98S 

76 

300,838 

102 

814,69 

128 

1889,24 

51 

96,664 

77 

313,600 

103 

843,27 

129 

1947,43 

52 

101,543 

78 

326,84  4 

104 

872,70 

130 

2006,44 

53 

106,636 

79 

340,488 

105 

902,99 

131  - 

2067,21 

54 

111,945 

80 

354,643 

106 

934,47 

132 

2129,53 

55 

117,478 

81 

369,287 

107 

966,26 

133 

2193,39 

56 

123,«44 

82 

384,435 

108 

999,27 

134 

2258,80 

57 

129,254 

83 

400,404 

109 

1033,24 

135 

2325,83 

58 

135,505 

84 

416,298 

HO 

1068,48  . 

136 

2394,47 

59 

142,045 

85 

433,044 

111 

1104,4  4 

137 

2464,78 

60 

148,794 

86 

450,344 

112 

1141,06 

138 

2536,78 

61 

155,839 

87 

468,224 

113 

1179,04 

139 

2610,50 

62 

163,470 

88 

486,687 

114 

1218,09 

140 

2685,96 

63 

170,794 

89 

505,759 

115 

1258,22 

141 

2763,49 

64 

178,744 

90 

525,450 

116 

1299,45 

142 

2842,24 
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186,945 

91 

545,778 

117 

1341,84 

143 

2923,42 

66 

195,496 

92 

566,757 

118 

1385,32 

144 

3005,87 

67 

204,376 

93 

588,406 

119 

1430,04 

145 

3090,52 

68 

213,596 

94 

610,740 

120 

1475,90 

146 

3177,4  4 

69 

223,465 

95 

633,778 

.  121 

1523,00 

147 

3265,49 

70 

233,093 

96 

657,535 

122 

1571,39 

148 

3356,65 

71 

243,393 

97 

682,029 

123 

1621,03 

149 

3448,76 

72 

254.073 

98 

707,280 

124 

1671,98 

150 

3543,37 

73 

265,4  47 

99 

733,305 

125 

1724,24 

Cap.  VII. 

Gesetae  der  Bewegiuig  luftflMmig-flflssiger  Köiper. 

§.  322. 

Die  Gesetze  der  Bewegung  Inftförmig- flössiger  Körper  sind 
dieselben,  wie  diejenigen  der  tropfbar -flüssigen  Körper,  nur  dass 
hier  die  Dichtigkeit  auch  bei  gleichbleibender  Temperatur  nicht 
constant  ist  Bezeichnet  man,  wie  im  §.  237,  durch  u,  v,  w  die 
drei  Differentialverhaltnisse  d|x,  [dj,  d^z,  oder  die^^Componeoten 
der  Geschwindigkeit  eines  Moleküls  der  Flüssigkeit  zur  Zeit  t,  so 
werden  die  Gleichungen  der  Bewegung: 
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X.  d^p  =  X  —  d^a  —  udjU  —  vd^u  —  wd,u , 
-4-  djp  SS  Y  —  djV  —  ud^y  —  vd,v  —  wd^v , 
•h  *^«P  =*  ^    —  ^t^  "^  ud,w  —  vdy  w  —  wd^w, 

Die  letzte  Gleichung  ist  die  Gontinuitätsgleichung.  *  Wenn  die  Tem- 
peratur constant  ist,  so  wird  p  =  k^,  und  diese  Gleichung  wird 
dann  in  Verbindung  mit  den  vier  vorhergehenden  Gleichungen  hin- 
reichen, um  die  fünf  unbekannten  Funktionen  u,  v,  w,  p  und  d^ 
zu  bestimmen. 

Sind  u,  V,  w  die  partiellen  Differentialverhältnisse  einer  Funk- 
tion  q)f  und  X,  Y,  Z  die  partiellen  Differentialverhältnisse  einer 
Funktion  U,  so  findet  man  wie  friiher  bei  den  tropfbar -flijssigen 
Körpern  aus  den  drei  ersten  Gleichungen: 

^  «  du  -  d(d,y)-id  |(d,9))«'+  (d,y)«  +  (d.y)«|  . 

Wenn  die  Temperatur  während  der  ganzen  Bewegung  constant 
ist,  und  folglich: 

p  =  k^,  ^  s=  Y ,  so  wird  J  =«  -^ ,    und  die  obige  Gleichung 

0 

grebt  durch  Integration: 

k  log  nat  p  =  U  --  d,9  —  I  j(d,<ip)«  +  (d,y)>  +  (d.y)« j . 

Die  Gontinuitätsgleichung  kann  dann  auch  auf  die  Form^  ge- 
bracht werden: 

dtP  +  d,(pd,9))  +  d/pd,y)  +  d.(pd,y)  «  0. 

Substituirt  man  hier  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  den 
Werth  von  p,  so  hat  man  eine  Differentialgleichung»  welche  4)  und 
folglich  auch  u,  v,  w  bestimmt. 

Ist  die  Temperatur  nicht  constant,  so  wird  auch  der  Druck 
p  nicht  proportional  mit  der  Dichtigkeit  sein,  oder  der  Coefficient 
k  wird  nicht  constant  sein,  sondern  von  der  in  jedem  Augenblicke 
stattfindenden  Temperatur  abhängig.  Bezeichnet  man  durch  k^  den 
Werth  von  k  bei  0*  Temperatur,  so  wird  bei  t  Temperatur:     . 
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k  ^  KH  +  aX), 
wo  a  den  AusdehntfngscoerBcienten  der  Gasart  beieichnet. 

§.  323. 

Die  Theorie  der  linearen  Bewegung  der  Flüssigkeiten  kann 
auch  auf  Gasarten  angewendet  werden.  Benutit  man  dieselben 
Bezeichnungen  9  wie  im  §.  245,  nur  dass  hier  q  die  verinderliche 
Dichtigkeit  im  Querschnitte  aß  (Fig.  132)  bezeichnet,  so  wird  diese 
Theorie,  auf  elastische  Flüssigkeiten  angewendet,  'sich  nur  dadurch 
von  der  im  §.  245  auf  unzusammendnickbare  Flüssigkeiten  ange- 
wendeten unterscheiden,  dass  hier  die  Continuitatsgleichung  nicht: 
mn  =  OVf  sondern : 

P*   r.fT  P*       -O        TT  P'-O      TT 

^  k  k^     Ol  pcü 

ist. 

Es  wird  dann  die  lebendige  Kraft  der  Masse  aßa'ß'  gleich: 

Nehmen  wir  jetzt,  wie  im  §.  246,  die  unterste  Schicht  cd  gleich 
bei  der  Oeffnung  CD  an ,  und  setzen  folglich  8^  =  8,  so  findet 
man  aus  dem  vorigen  Ausdrucke  durch  Integration  zwischen  den 
Grenzen  s  =  s,  und  s  »=  S  die  lebendige  Kraft  der  Masse  abCD 
gleich : 


k  j  PA> 


DiflPerentiirt  man  diesen  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  Zeit,  so 
findet  man  den  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  der  Masse  abCD 
wahrend  eines  Zeitelementes  gleich: 


?^*Ä»Ud,U  .  dt  . 

k  ' 


jf^  H- »  ^  «•«M.(J'^>.. 


Es  ist  aber: 
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'\)W~P'i3       PO'  *••' 


PO 

e 

folglich : 


■n' 


'•(f^)  -  [ 


Dieser  Werth  substituirt  giebt  dann  den  Zuwachs  der  lebendigen 
Krall  der  Masse  abCD  im  Zeitelemente  dt  gleich: 

'S 

k 


'""-."^'JI+»T^"-['-(r#)i 


Die  dynamische  Arbeit  der  Schwere  des  Elementes  4xßa'ß'  im 

Zeitelemente  dt  wird  gleich: 

P» 
gQmdn  .  uds  dt  a  g^ioudi  dt  «=  g  -j-  i^Udz  dt. 

Durch  Integration  in  Bezug  auf  z  von  z  a:  0  bis  z  =  z'  findet 
man  dann  die  dynamische  Arbeit  der  ganzen  Masse  abCD  im  Zeit- 
elemente dt  gleich: 

g  I^ÄÜ.'dl. 

In  dem  Querschnitte  aß  findet  der  Druck  p  auf  die  Flächenein- 
heit statt;  in  a'ß^  der  Druck  p  -|-  <lp  >Q  entgegengesetzter  Rich- 
tung. Es  wird  folglich  die  nicht  von  den  Wänden  dieses  CanaU 
aufgehobene  Resultante  dieser  Drucke  gleich: ^cndp.  Die  dynami- 
sche Arbeit  dieses  Druckes  im  Zeitelemente  dt  wird  gleich: 

—  «dpudl  =  Fi2ü^dl. 

Integrirt  man  hier  in  Bezug  auf  p  von  p  :=  P,  welches  den  in  ab 
stattfindenden  Druck  bezeichnet,  bis  p  =.F,  welches  der  in  CD 
stattfindende  Druck  ist,  so  findet  man  die  dynamische  Arbeit  der 
bei  der  ganzen  Masse  abCD  stattfindenden  Expansion  im  Zeitele- 
niente  dt  gleich: 

—  P'i2üdl  log  nat  (Z^  «  P'Äüdl  log  uat  (y-^. 


n 
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Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  folglich: 

^  fi.üd.ü  .  dt  f^  +  i^SiV^[i  -  (^)']  dt  = 

-  g  ^  »'au dt  +  Fflü  dt  log  nal(|r), 
oder,  wenn  man  mit  |P'i2Udt  dividirt: 

Ist  PjQ  <  PO,  und  betrachtet  man  nicht  die  ersten  Augenblicke 
des  Ausflusses,  sondern  nur  die  permanente  Bewegung,  wenn  die 
Ausflussgeschwindigkeit  constant  gleich  V  geworden  ist,  so  wird 
U  =s  V,  d^U  =s  0,  und  man  findet  aus  der  obigen  Gleichung: 

Es  ist  hier  k  immer  eine  sehr  grosse  Zahl ; « ist  folglich 
log  nat  (pi)  nicht  ausserordentlich  klein,  oder  ist  der  Unterschied 
der  beiden  Spannungen  nicht  verschwindend  klein,  so  wird 

in  Bezug  auf  z  sehr  gross  sein.  Es  ist  dies  in  den  Anwendungen 
immer  der  Fall,  und  man  kann  daher  in  der  vorhergehenden  For- 
mel die  Höhe  z  vernachlässigen,  wodurch: 


^-» /^ik  log  nal  (j. 


Bezeichnet  man  durch  k«  den  der  trockenen  atmosphärischen 
Luft  bei  0^  Temperatur  entsprechenden  Werth  des  GoelBcienten 
ky  durch  s  das  specifische  Gewicht  der  betreffenden  Gasart  in  Be- 
zug auf  die  trockene  atmosphärische  Luft,   durch  a  den  Ausdeh- 
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iiungaeoeiBcienteD  üdd  durch  t  die  als  dooMaot'engenoDmeAe  Jen^ 
peratur  der  Gasart,  so  ist  nach  §.  308: 

und  es  wird  folglich : 


2k,(l+aT) 

8 


log  nat  ^p^ 


1 


Q 


Die  Ausflussgeschwindigkeit  ist  folglich  bei  Gasarten  verschie-- 
dener  Dichtigkeit  unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  Quadrat- 
wurzel des  speafischen  Gewichts  uoigekebrt .proportional:      >  .   l 

§•  324. 

Die  obige  von  der  Form  des  Canals  unabhängige  Formel  der 
Ausflussgeschwindigkeit  giebt  dann  auch  diejenige  einer  Gasart  aus 
einem  GeFasse  bei  einem  constanten  Druoke  ,P,  päd  Gegendruck  F. 
Wird  die  Luft  aus  einem  Gefässe  durch  einen  Kolben  berausge*» 
gedruckt,  so  bezeichnet  alsdann  Si  den  Inhalt  der  Ausflussöffnung, 
O  den  Querschnitt  des  Kolben^,  f^  den  äusseren  Druck  auf  die 
Quadrateinheit,  und  P  den  Druck,  welchen  der  Kolben  auf  die 
Quadrateinheit  ausübt.__ 

Ist  Fi2  sehr  klein  in  Bezug  auf  PO,  so  kann  das  letzte  Glied 
des  Nenners  vernachlässigt  werden,  und  man. findet  darin: 


V'' 


2  k  log  nat  p« 

Wenn  der  Ai|sfluss  wie  gewöhnlich  in  offener  Lpft  stattfindet, 
so  ist  F  gleich  d^m  Druck  der  Atmosphäre.  Statt  besonders  die 
Spannung  P  zu  messen,  wird  alsdann  gewöhnifch  nur  der  Unter- 
schied der  beiden  Spannungen:  P — P',  däi'eb  einen  Manometer 
gemessen,  d.  h.  durch  eine  offene,  mit  Quecksilber  oder  Wasser 
gelullte  Glasröhre*  Der  Unterschied  der  beiden  Spannungen  ist 
alsdann  gleich  dem  Gewichte  einer  Quecksilber-  oder  Wassersäule, 


L«lirbaeh   4er  Hecbaaik. 
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deren  Grafidebiene  die  Ftidieneiüfaeit,  deren  Böhe  die  Bfanometer* 
höhe  ist. 

Bezeichnet  man  durch  H  die  Rohe  des  Manometers,  durch 
q  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  der  Flüssigkeit  desselben,  so 
wird  folglich:  P — P'  =  qH.  Bezeichnet  man  durch  b  die  ßaro- 
meterhöhe  der  äusseren  atmosphärischen  Lufl,  durch  q'  das  Ge- 
wicht einer  Kubikeinheit  Quecksilber«  so  wird  ebenso:  P"  =  q% 
Hieraus  findet  man  dann: 

p  «  1  +  -p7 *  +  q?b- 

Bei  einem  Quecksilber -Manometer  ist  qs^tq^,  folglich; 

bei  einem  Wassermanometer  ist: 

-i  =-  -j^ —  «=»  0,07355. 

Bezeichnen  wir  im  Allgemeinen  durch  S  dieses  Verhähni.ss,  so 
wird : 

P  iW 

und  es  wird  folglich  die  Ausflussgeschwindigkeit: 

V  «  y'2k  log  nat  A  +  ^\ 

Ist  dH  klein  in  Bezug  auf  b,  wie  es  z,  B.  bei  Geblasen»  Gaaome- 

dn 
tern  u.  dergl.  immer  der  Fall  ist,  wo  -r-  nicht  0,2  übersteigt,  so 

kann  man  log  nat  (\  +  -^j    in    eine    Beihe   entwickeln    und   die 

dritte  und  höheren  Potenzen  der  kleinen  Grösse   .--  vernachlässigen. 
Man  findet  alsdann: 

und  hieraus: 


mi  die  Gasetaa  des  Gieiebgewiolils  und  dw  BeiMgHBci.    <7> 

Es  ist  hier:  k  =  }btä+J^,  wo  k.  =  798242  preuss.  F. 

Es  wird  daher:  ^2k,  =5  1261, 9.  Den  Ausdebnung^coeffieienten « 
kann  man  mit  hinreichender  Genauigkeit  bei  allen  Gasarten  gleich 

0,0036  setzen  und  folglich:  Yi  +  ar  =  1  +  |  «r  •=- 1  +  0,0018t. 
Bei  einem  Quecksilber- Manometer  ist:  d=  1,  bei  einem  Wasser- 
Manometer:  d  =  0,07355  und  folglich: 

V2krf  =  342,2. 

Es  wird  folglich  bei  einem  Quecksilber -Manopieter: 

1261,9 


1261. 


V  -  i^  (1  +  0,0018  T)  ylogMt(l+D 

|h'-(l  +  0.0018.)(l-i«)l/|: 

Bei  einem  Wasser  -  Manometer  wird: 

V  «  ^  (1  +  0,0018  T)  (1  -  0,01877  4)  (/^  J . 

Die  gewöhnliche  atmosphärische  Lull  kann  man  bei  Null  Grad 
Temperatur  um  ^^^  leichter,  als  die  trockene  atmosphärische  Luft 
annehmen.    Man  kann  daher  lur  diese: 

Y^  =  1263 


setzen»  und: 

WS 


r¥- 


343. 


Um  die  Zunahme  der  Feuchtigkeit  mit  der  Temperatur  zu  berijck- 
sichtigen,  kann  man  a  =  0,004  annehmen.  Es  wird  dann  Tür  die 
gewöhnliche  atmosphärische  Luft  bei  einem  Quecksilber- Mano- 
mel&t: 

V  »  1263  (1  +  0,002  t)  V^log  nat  fi  +  ~-^ 

-  1263  (1  +  0,002  r)  (1  -  i  4)  Yt  ' 
TiAd  bei  «inem  Wasser- Manometer: 

V  <a  343  (1  +  0,002  0  fi  —  0,01877  | )  Y^ . 
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Nimmt  man  das  speoüscbe  Gewicht  des  Leuchtgases  (koUeiK 
sauren  Wasserstoifgases)  gleich  0,559  an,  so  wird  für  dieses  bei 
einem  Qaecksilber- Manometer: 

,  V  =  1688  (1  +  0,0018  t)  y  log  nat  M  +  -J  j 

-  1688  (I  +  0,0018  r)  (l  -  i  -5-)  Vt  ' 
und  bei  einem  Wasser -Manometer: 

V  =  458  (1  +  0,0018  %)  (l  —  0,01877  -J)  y^ . 

Das  specifisqhe  <]ewicht  des  Wasserdampfes  ist:  0,6235,  und 
es  wird  folglich  fiir  diesen  bei  einem  Quecksilber -Manometer: 

V  =  1598  (1  +  0,0018  r)  l/'log  nat  U-\-  ^ 
=.  1598  (1  +  0,0018  T)  (l  —  i  ^  V\  • 

§.  325. 

« 

Wenn  die  Seiten  der  Mündung  ü  abgerundet  sind,  so  dass 
keine  Coutraction  des  ausströmenden  Gasstrahls  stattfindet,  so  wird 
das  Volumen  der  in  einer  Zeiteinheit  ausströmenden  Gasmenge  un- 
ter der  äusseren  Spannung  V  gemessen  gefunden ,  indem  man  den 
Inhalt  der  Ausflussöffnung  mit  der  Geschwindigkeit  V  roultiplicirt 
Bezeichnet  nian  durch  Q'  dieses  Volumen,  so  wird  folglich: 
Q'  =  äV. 

Unter  der  inneren  Spannung  P  gemessen  wird  diese  Menge 
gleich : 

Bei  nicht  abgerundeten  Oeffnungeo  findet  ^e  ähuKche  Cou- 
traction, wie  bei  den  tropfbar -flüssigen  Körpern  statt,  und  es  wird 
folglich: 
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•  « 


wo  m  den  Contractionscoefficieuten  bezeichnet.^ 

Nach  deo  Versuchen  d'Aubuisson's  bei  Hanotneterhöhen  von 
^^  bis  I  Atmosphäre  ist  im  Mittel :  m  =  0,65.  Dagegen,  nach  deo 
Versuchen  Koch's,  dixrch  Weisbach  berechnet,  im  Mittel  nur: 
m  =  0,58.  Es  scheint  dieser  letztere  Werth  grösseres  Zutrauen 
zu  verdienen. 

§.  326. 

Bezeichnet  man  durch  p  die  Spannung  in  irgend  einem  Quer- 
schnitte, dessen  Flächeninhalt  gleich  (o  ist,  und  durch  v  die  Ge- 
schwindigkeit der  hier  durchströmenden  Lull,  so  wird:    . 


und  hieraus: 


pCÖV    = 


Ebenso  ist: 


P  .ßV  = 


2k  log  nat  (^1) 

2k  log  nat  (~J 

"^l 1_ 

(pfti)»         (PO)* 


2k  log  Bat  (^^y 


(P'Ä)»        (PQ)> 

Wegen  der  Continuität  sollen  diese  Ausdrücke  gleich  sein: 
pa)v  =  Fi2V»  und  es  wird  folglich ,  wenn  man  i«piadrirt  andnut 
2k  dividirt: 

log  nat  (-)  •  log  nat  (p) 

1         r  ^     1         ~^ 

.    (pcii)«      (PO)«       WS)^  ...(Po)^  ,  , 

aus  welcher  Gleichung  daipa  p  gefunden  werden  kann. 

Werden  ^die  Spannungsunterschiede:  P — V  und  p — P'  durch 
Manometer  gemessen,  und  bezeichnet  man  durch  H  die  der  Span- 
nung P,  durch  h  diejenige  der  Spannung  p  entsprechende  Mano- 
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meterhohe,  darch  b  die  der  Spahnnog  V  entsprechende  Barome- 

terhöhe,  so  ist: 

P        ..SB     P  _  i.Sh    P_..  Sjft-h) 

Sind  -^  ond  ^  kleine  Grössen,  deren  höhere  Potenzen  vemacb- 
lässigt  werden  können,  so  kann  man  setzen : 

Diese  Werlhe  substituirt,  und  mit  - — J-^—  dividirt,  geben  daiiii  die 
Gleichung : 

(H-U)(l-t*^)  H  (l  -jf) 

F^¥S)(^"r«+f^)(i)'-.' 

Hieraus  findet   man,   indem   mau  die  zweite  Potenz  der  kleinen 
Grössen  -g-  und  -g-  vernachlässigt: 

l  +  id5+J»4.2d2=J?    -^^        14.1*0  4.^^         jg) 

Hieraus  findet  man  denn : ' 

Ist  0  sehr  gross  in  Bezug  aur  (o  und  ü^  so  wird ; 


I. 


auf  4i^  Geseise  öfis  GleicbgewicbU  uimI  der  Bew^gnB^     ,ir77 

§.  327. 

Plötzliche  Veränderungen  des  Querschnittes  des  Gefasses  oder 
Rohres,  wodurch  das  Gas  ausströmt,  bringen  ebenso  wie  bei  tropf- 
bar-flüssigen Körpern  immer  einen  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
hervor.  Es  wird  dieser  Verlust  ganz  auf  ähnliche  Weise  wie  im 
§.  259  bestimmt,  wenn  man  nur  den  Inhalt  der  verschiedenen 
Querschnitte  überall  mit  der  jedem  entsprechenden  Spannung  mul- 
tipKcirt 

Bezeichnet  man,  wie  in  jenem  Paragraphen,  durch  w  den  In- 
halt einer  nach  innen  zu  abgerundeten  Verengung,  statt  deren, 
wenn  eine  Contraction^statt6ndet,  mo»  gesetzt  wird,  durch  0'  den 
Inhalt  einer  darauf  folgenden  plötzlichen  Erweiterung,  durch  p  die 
Spannung  im  Querschnitte  a>,  durch  p'  die  Spannung  im  Qoer- 
schm'tte  O',  so  wird  die  Ansflussgesch windigkeit: 


V  = 


/:= 


2klognat(p) 


Um  hier  die  Spannungen  p  und  p'  zu  finden,  muss  man  berück- 
sichtigen ,  dass  das  dem  Verlust  der  lebendigen  Kraft  durch  die 
Ausströmung  aus  der  Verengung  m  in  dem  grösseren  Querschnitte 
Q'  entsprechende  Glied  in  der  Gleichung  der  in  »  stattfindenden 
Geschwindigkeit  nicht  vorkommen  kann.  Man  hat  daher  zur  Be- 
Stimmung  der  Spannung  p- ebenso  wie  im  vorigen  Paragraphen  die 
Gleichung: 

lognal(|-)       ^  Iognat(|,) 

1  1       ^      1  i       /j 1  \** 

(pw)»       (PO)«         (FB)»     (PO)«TVp«     W/ 


Zur  Bestimmung  der  im  Querschnitte  O'  stattfindenden  Span- 
nung hat  man  dagegen,  weil  hier  eben  der  Verlust  an  lebendiger 
Krfft  ftfitlfindet: 
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log  oat  (^yj  log  nat  (^^) 

(p'O')«.    .(PO)>"^\pa)      FÜ^y         (Fi2)>       (PO)«  ^  Vp«      P'07 

.  Sind  sowohl  Si  wie  o»  und  0'  alle  sehr  klein  in  Bezug  auf 
0,  so  werden  diese  Gleichungen:. 

_:   /    M.i^.».(^)~ 

.  log  "»*  (— )      ,  log  nat  (p) 

(pw)»  (t'ß)*  "^  Vpw    p'cj 

log  nat  (-^J  log  nat  (-p) 


(p'O')»  ^\pw     p'o»;         (P;xi)»  ^  Vp«    p'07 

-  §,  328. 

Findet  der  Äqsduss  durch  ein  cylindrisches  Ansatzrohr  statt» 
.dessen  innere  Mündung  nicht  erweitert»  und  dessen  Lange  wenig- 
stens die  dreimalige  des  Durchmessers  ist,  so  wird:  m  =3  mi2, 
.0'  SS  i3.    Man  findet  alsdann: 


f- 


2k  log  nat  (^) 
PO   ■**  Vmp        p7 


log  nat  (— )  log  nat  (  pf) 


1        _      1  1  1       I    /    t t  \«' 

(nipa>>        (PO)»  (PSF        (PO)»  "•"  l,mpÄ         t^J 

•      .'•'6,°»*  (7)  log  nat  (|,) 

{?3)»  "*■  (PO)»  ■*"  ^pÄ     p'fi/      ^F2)»     (P0)»'^Vnipj»~?3r/ 
Aus  der  letzten  Gleichung  geht  hervor,  dass:  p'  mssf*  ist    Der 
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dem  AqsDiiss   durcb  ein   cylindrisches   Ansatzvobr   entsprechende 
Widerstandscoefficient  wird  folglich: 

\mp         p7        Vmp  ) 

Ist  ü  sehr  klein  in  Bezug  auf  0»  so  dass  man  pQ  vernach- 
lässigen kann,  so  werden  die  beiden  ersten  Gleichungen  auf  die 
folgenden  reducirt: 


2k  log  Bat  {^"^     _  1  /  2k  log  nat'(^) 

log  nat  (~)  log  nat  (^ 

\mp/  "^  \ mp  ~    / 

Werden  die  Spannungen  durch  Manometer-  und  Barometer- 
höhen gemessen  t.  und  bezeichnet  man  wie  früher  4urch  b  <Ue  d^* 
Spannung  P'  entsprechende  Barometerhöhe,  durch  h  und  H  die 
den  Spannungen  p  und  P'  entsprechenden  Manometerhöhen,  so 
werden; 

1-^14.*"    p  «1-1.^  1^14. *(a-*>) 

iVL         '  dh 

Kann  man  jetzt  wie  früher  die  höheren  Potenzen  von  -g-  und  -r 
vernachlässigen,  so  werden: 

'•« -(t) -?('-♦?>  '•« •■'(7)-*^'('-*^> 

I 

Hieraus  Bildet  man  dahnt 

*jl!!HF;_zr~-r~*~b— j    H-h  /      M. 

log  nat  (^p,)  _  (^1  _  i  -j 

.?!.«.  ___L__  _  ± /i  __  *5V 

mp  *      /^   ,  «ni\        mV,         b  / ' 
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'+s-')'='+[^('-?)-']'-'+a-'-s)'= 

Diese  Werthe  substituirt  geben  dann: 

Zur  Bestimmung  der  Spannung  p  oder  der  Hanometerhöhe  h  hat 
man  folglich  die  Gleichung: 

.woraus: 

(H-  h)  jm'  +  (l-m)«-2(l-iii)^j  =  h(i  +  ^). 

Vernachlässigt  man  hier  die  kleine  Grosse  -r--,  so  findet  man: 


-r.2mH  . 


b 
m 


inb 


(1-  m)*  +  m*' 

Weil  m  <  1«  wird  h  immer  negativ  sein,  oder  es  wird  iis- 
mer  p  <  F.  Substitm'rt  man  diesen  Werth  von  h,  so  findet  miD 
den  Widerstandscoefficienten: 

"(s-')'-(i-'-0-e-')-''-^?^ 

Hieraus  findet  man  dann  ferner: 

1  +  w 
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Substituirt  man  hier:  m  =»  0,58,  so  flndet  man: 


«rnd-mv      ^  0  78. 


Diese  Wertbe  substituirt  geben: 


V  «  0,81  (l  —  0,78  ?i?)y'2k  log  nat  A  +  ^W* 

=  0,81  (i- 0,78  $)(i^x^r2;f 
-  0,81(1-1,03?)  r^. 

Die  Ausflussmenge  wird»  unter  der  äusseren  Spannung  P*  ge- 
messen,  gleich: 

Q' «  äV  =a  0,81  n(i  —  0,78  ^jy'2klognat(l+^) 

=  0,81  ä(i_  1,03?)  yä^, 

1  —  0,78  -j- j 

statt  des  GoefBcidnten  m  =  0,58  von  derjenigen  des  Ausflusses 
durch  eine  Oeffnung  in  der  dünnen  Wand  unterscheidet. 

Bei  konischen  Ansatzröhren  werden  im  vorigen  Paragraphen 
Ol  und  (yetwaa  grösser,  als  hier  anzunehmen;  ea  wird  daher  auch 
die  Geacbwindigkeit  V  etwas  grösser  and  folglich  auch  bei  gieieh 
grasMnr  Hunduiig.  die  Ausßasameoge  Q^  .  Bei  Ansatzröhren  von  6* 
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Gonvergem  entspricht  mao  diesem,  indem  man  den  Coefficienteo 
0,81  auf  0,93  erhöbt. 

§;  329. 

Bei  Bewegung  der  Gasarten  in  sehr  langen  Röhren  findet 
ebenso  wie  bei  dem  Wasser  ein  Reibangswiderstand  statt.  Di^ 
ser  wird  aber  hier,  weil  bei  den  Gasarten  keine  merkliche  Adhä- 
sion stattfindet,  nur  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal sein.  Er  wird  iibrigens  der  Dichtigkeit  der  Gasart,  dem  Pe- 
rimeter und  der  Länfge  der  Röhre  proportional  und  folglich  gleich 
/}^plu*,  wenn  p  der  Perimeter,  I  die  Länge  der  Röhre,  q  die  Dich- 
tigkeit und  u  die  in  der  Länge  1  constant  angenommene  Geschwin- 
digkeit der  Gasart  bezeichnet  Bei  einer  Länge  dl  ;Wird  dieser  Wi- 
derstand gleich:  /^^pu'dl.  Die  dynamische  Arbeit  dieses  Reibungs- 
widerstandes im  Zeiteiemente  dt  wird  dann  it^pu'dl .  udt,  und  aot 
die  ganze  Röhrenlänge  integrirt: 

/Jdl/^pu«dl. 

Es  ist  jetzt:    /Ju  =s  —  —  .  ü,  wenn  w  den  Querschnitt  der  Röhre 

|/     VM 

bezeichnet,  und:   u  =  --j .  -  .  ü,  wenn  p'  die  Spannung  im  Ab- 

Stande  I  von  der  Mündung  des  Reservoirs  bezeichnet.  Diese  We^ 
the  substituirt,  geben  die  dynamische  Arbeit  des  Reibungswiderstaa- 
des  gleich: 

Ist  der  Querschnitt  der  Röhre  constant,  so  kann  -^  ausser- 
jialb  des  Int^ationszeichens  gesetzt  werden,  und  n^w  hat: 

Dieser  Ausdruck  soll  ^nn  von  der  dynamisdien  Arbeit  der 
Expansion  auf  der  rechten  Seite  der  Glttcbung  der  iebendigaB:  Kraft 
§.  323.  subtrahirt  werden,  und  es  wird  folglich  ^  totafe  difam" 
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sehe  Arbeit  der  bewegraden  und  vt^iderstrebenden  Kräfte  im  Zeit- 
elemente  dt  gleich: 

i^f^xiA^h      '  ,/^\       l     P"i2»ü»     p   f  dl) 
PÄUdt  jlognat^l^  -  £-._-_.  -L.J  _|, 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  wenn  man  nur  die  con- 
Staate  Bewegung:  ü  ==  V,  dtU  =  o  betrachtet: . 

*  m       * 

oder: 

Das  von  dem  Reibungswiderstande  herrührende  Glied  des  Co- 
efficienten  auf  der  linken  Seite  wird  d  er  Widerstandsco^cient  der 
Böhrenleitung  genannt  und  ist  folglich  gleich: 

Betrachtet  man  nur  runde  Röhren  und  runde  Mündungen, 
und  bezeichnet  durch  d  den  Durchmesser  der  Böhrenleitung,  durch 
d'  denjenigen  der  Mündung,  so  wird: 

ß^  ^  d'«     ^  ^     ;rd     _  _4_ 
w    ""  I»"'   ft»    "^  iJid*  "■    d  * 

und  folglich  der  Wtderstandscoeffioient: 

..       •  r        d*  jp"   •  .  i  ' 

Es  ist  hier  {/  eine  Funktion  der  Länge  I,  welche  mit  dieser  Länge 
«bnimmt."  Bezeichnet  man  durch  p'  und  p"  die  Werthe  dieser 
Spannung  am  Anfang  und  am  Ende  der  Röhre,  so  kann  man  ohne 
merklichen  Feliler  annehmen,  dass  das  Quadrat  der  Spannung  von 
p'*  bis  p"'  gleicbmässig  abnimmt,  und  folglich  in  dem  Abstand  I 
von  der  Mündung  des  Reservoirs  gleich  ist: 

wenn  L  die  ganze  Länge  der  Röhrenleitung  bezeichnet.  Es  wird 
hiernach : 
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"  j  p"  -  (p"  -p"»)  {■ 

Findet  ferner  eine  Contraclion  und  ein  dadurch  hervorgebrachter  Ver- 
lust an  lebendiger  Kraft  bei  dem  Eintritt  des  Gasstromes  in  die 
Röhrenleitung  sta(t,  so  wird  der  diesen  entsprechende  Wider- 
standscoefficient  nach  §.  328,  wenn  man: 

setzt,  gleich: 

^    "Vpco         pW;'*lp*md«  P''d»y' 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  wird  alsdann: 

«  2k  log  nat  (^^,j. 

Es  bezeichnet  hier  P  die  Spannung  im  Reserroir,  p  die  Spannung 
in  dem  contrahirten  Gasstrahl  bei  dem  Eintritt  in  die  Röhrenlei- 
tung, p'  die  Spannung  im  Anfange  der  Röhrenleitung»  p"*  die  Span- 
nung an  dem  Ende  derselben,  vor  der  Mündung  12,  P  die  Span- 
nung der  Susseren  Luft.  Es  ist  ferner  die  Mündung  i2  als  abge- 
rundet angenommen,  so  dass  hier  keine  Contraction  stattfindet;  im 
entgegengesetzten  Fall  muss  überall  mQ  statt  Si  gesetzt  wcrdea 
Die  Spannung  p  wird  durch  die  Gleichung  bestimmt  x 

-  /2k  log  nalf-) 
pintov«P'ÄV«     /       -^^ i        '^ 

!      (pmüT)*  ""'   (PO)» 

oder: 

— ••G)-v.j(^)--<-)-| 

Ip'iii»  •  d«  V.1'0  J  \  ' 


'  auf  die  Getotce  des  GMclig^^vfehts  und  d^r  fowegirngv     085 
Die  Sptnnung  p'  wird  dorch  die  folgende  Gleichung  bestimifit: 

Endlich  wird  die  Spannung  p"  durch  die  Gleichung: 

..>,„«.,(f).v.j£;;.^_(^)-+(^.|?-i:.*:.)- 

bestiipmt 

§.  330. 

Werden  die  inneren  Spannungen  durch  Manometerhöben  be- 
stimmt, und  bezeichnet  man  durch  II  die  der  Spannung  P  ent- 
sprechende Mahometerhöhe,  durch  h,  h',  h"  diejenige  der  Spannun- 
gen p,  f\  p";  endlich  durch  b  die  der  äusseren  Spannung  P'  ent- 
sprechende Baroroeterhöhe,  so  wird: 

P       4    ,  dH     p       i    ,   dh     p'       4    ,  dh'    p*       j    .  dh* 

und  hieraus: 

p     .  .  d(H~h)    £     I  .*i«:r'0    L     4  .  d(H-h') 

p  ^  *  "*■    b+*h  '    p'  "*     "^    b+dh'  '   p"  ^^     "*"    b+dh'   ' 
Substituirt  man  diese  Werthe  und  vernachlässigt  die  höheren  Po- 
tenten  der   gewöhnlich    kleinen   Grössen    "jr  *  "b"'  "b"»  "¥"'  ""^ 
nimmt  zu  gieichier  Zeit  0  als  sehr  gross  in  Bc^ug  auf  <j^  nnd  Si 
an,  so  findet  man: 

._2dh 

^^^dtH-ti)  ^y,&*       ^         b' 


dJAj 


+  e/tü 


<'  -  ^■i'ß-+(i-')'-«(i-')(ä-l^}+'*'^!- 
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Ist  die  AttsströitiangsgestihwiDdigkeit  V  gegebeot  und  mao 
sucht  die  hierzu  nöthige  Manometerhöhe  H  im  Reservoir,  so  Ba- 
det man  el<st  durch  Sobtraction  der  vörhei^ehenden  Gleichungen 
die  Manometerhöhen  h",  h',  h.    Man  hat  dann: 

~b~        ^    d'U*  ^    b  J 

-b""  ^  -551,3^-*+^-  +  ^  J) 

2kJh        vi^'^r«**        1,2^       ofi       Äfib      ^h^,  H-Ll 

-5-=  ^  dJLa^~E5+s^-^Vm-Vv'b~"b"J'*"  '^■JtJ- 

Hieraus  findet  man  dann: 


*>1  =  JV>    **     ** 


^-1 


b       *^    •   d» 


Endlich  wird: 

rfH        ,„,d'«d^+lm~V~     Vm~V\'b        b"^  "*"  ~d" 
_«^V   -j^ ^ 

k 

Den  WiderstandscoefScienten  ß  kann  man  nach  den  vielfältigen 
Versuchen  von  Girard,  d'Aubuisson,  Buff  und  Perqoear 
gleich  0,0032  setzen;  er  weicht  folglich  nur  wenig  von  dem  bei 
der  Bewegung  des  Wassers  in  Röhrenleitungen  ab. 

§.  331. 

Ist  die  Länge  L  der  Röhrenleituug  sehr  gross  in  Bezug  auf 
deren  Durchmesser,    so  wird  man  die  übrigen  Glieder  in  Bezug 

auf  das  Glied  -^  vernachlässigen  können.    Man  findet  aladami: 
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v  =  i|^f 


k?Hd 


Die  AusQussmenge,  unter  der  äusseren  Spannung  P'  gemessen,  wird 
dann : 

dagegen  unter  der  im  Reservoir  staltfindenden  Spannung 
gemessen  gleich: 

Ist  umgekehrt  das  Volumen  Q'  gegeben,  so  hat  man  die  hierzu 
DÖthige  Manometerböhe  im  Reservoir: 

b  7T*kd*  ^ 

Für  Leuchtgas  ist,  wenn  dessen  specifisches  Gewicht  gleich  0,559 
angenommen  wird,  bei  0*  Temperatur:  k  =  1424000.  Dieser 
Werth  und  ß  =  0,0032  subsiituirt  geben : 

^"  =  0,000  000  01457  ^^" 


b         "' d» 

§.  332. 

Wenn  ein  Reservoir  von  constantem  Volumen  keinen  Zufluss 
erhalt,  während  durch  eine  Mundung  in  demselben  ununterbrochen 
die  Lufl  ausströmt  9  so  nimmt  die  Spannung  der  Luft  itn  Reser- 
voir und  mithin  die  Ausflussgeschwindigkeit  immer  mehr  ab.  Be- 
zeichnet man  durch  A  das  Volumen  des  Reservoirs,  durch  P  die 
innere  Spannung,  durch  F  die  als  constant  angenommene  äussere 
Spannung,  durch  Si  den  Inhalt  der  Ausflussöffnung,  und  nimmt 
man  diesen  als  sehr  klein  in  Bezug  auf  die  Dimensionen  des  Re- 
servoirs A  an,  so  wird  die  Ausflussgeschwindigkeit: 
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V  =  Yik  log  nat  (|,) , 

und  die  im  Zeitelemente  ausströmende  Menge,  unter  der  inneren 
Spannung  P  gemessen: 

Qdt  =  -p  fl   ^2k  log  nat  (j\  .  dt. 
Es  ist  aber  jetzt  wegen  des  Mariotteschen  Gesetzes: 

A  — Qdt            P  +  dP         j      Odt             dP 
— Ä -^— .   oder  y^ p-, 

und  wenn  man  den  gefundenen  Werth  von  Qdt  substituirt: 

dP       P  Ä  ,  / TpV 

""  y  *"  TxY^^  •''«  ""Kp)  ^* 
Hieraus  findet  man  dann: 

u  A  dP 

dt  =»  —  ö7 


y2klognal(~j 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  F.  den  Anfangswerth  der  inneren 
Spannung,  durch  P  die  nach  dem  Verlauf  der  Zeit  t  stattfindende, 
80  findet  n^an  durch  Integration  zwischen  diesen  Grenzen  die  Zeit, 
während  welcher«  die  Spannung  im  Reservoir  von  P.  auf  P  sinkt: 

A        r  dP 


P'SiY'ik 


V  •««•"«) 


dP 


FÄV2k 


log  nat  T-pj 


Wird  die  Spannung  im  Reservoir  durch  ein  Manometer  ge- 
messen, und  bezeichnet,  man  durch  H^  den  Anfangswerth  der  Ma- 
nometerhöhe, durch  H  die  zur  Zeit  t  stattfindende,  durch  b  die 
der  Spannung  P*  entsprechende  Barometerhöhe,  so  wird: 


-^«  1  +^ 


und: 
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t  =  -4=r 


SiY'ik 


(?) 


J 
a 


/logn.t(n-f)* 


Entwickelt  man  hier   den  Nenner  in  eine  Reibe  und  integrirt,    so 
findet  man: 


+ 


+ 


-  üYik  \V  "b —  \-b)  P  +  i2hr+  y-V'T  +  T) 

96  \\t)  +  "fK  "b~  •  t  +  tK  "b-  •  t  +  ItJ  J—  •  •  r 

Ist  -g^  und  folglich  auch  -^  eine  sehr  kleine  Grösse«  so  kann 
man  sich  mit  dem  ersten  Ghede  dieser  Reihe  begnügen  und  hat 
folglich : 

^  ^  nY2k\y  TT    y  T>  / 

§.  333. 

Wenn  die  ausströmende  Gasart  sich  nicht  gleich  in  einen  un- 
endh'chen  Raum  verbreiten  kann^  sondern  nur  in  ein  zweites  Re- 
servoir tritt,  dessen  Volumen  wir  durch  A'  bezeichnen  werden,  so 
wird  V  nicht  constant  sein,  sondern  mit  der  Zeit  wachsen.  Be- 
zeichnet man  durch  P,'  den  Anfangswerth  dieser  Spannung,  so 
wird  zu  jeder  Zeit:  , 

AP,  +  AV.  «  AP  +  A'P', 
woraus:. 

Dieser  Werth  in  die  Differentialgleichung: 

A  dP 


dt  =  — 


P'ä't/: TP 

44» 


Y^k  log  nat  (|,) 
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subsliluirt  giebt  dann: 

,,  AA'  HP 

dt  =  - 


^[A(Po~P)-i-A'P;]  •  y2k|logüatP-lognal[A(Po-P}4-APi]-hIognatAJ 

und  hieraus: 


_  AA^  r^ 


dp 


P)+A'Pi]  j/'(loi;nal  P- lognal[AtP,-P)+A'P:i-f  logOÄl  Ä}t 


welcher  Ausdruck  den  Zeilraum  giebt.  Mährend  welchem  die  Span- 
nung ira  ersten  Reservoir  A  von  P^  auf  P  sinkt,  und  im  zweiten 
von  VJ  auf  P'  steigt. 

§.  334. 

Der  Widerstand  der  Lull  gegen  die  Bewegung  Tester  Körper 
und  der  Widerstand  fester  Körper  gegen  die  Bewegung  der  Lofl 
folgen  bei  massigen  Geschwindigkeiten  denselben  Gesetzen,  wie  der 
Widerstand  des  Wassers.  Bei  grösseren  Geschwindigkeitea  an- 
dern sich  dagegen  diese  Gesetze  etwas,  weil  alsdann  die  mit  den 
Aenderungen  der  Spannung  proportionalen  Aenderungen  der  Dich- 
tigkeit von  merklichem  Einflüsse  werden. 

Wie  bei  dem  Wasser  wird  sich  auch  hier  eine  gewisse  Luft- 
masse an  den  bewegten  Körper  anhangen,  deren  Grösse  durch 
dieselbe  Formel  wie  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  angegeben  wird. 
Bezeichnet  man  durch  n  das  Verhältniss  des  Volumens  der  anhängenden 
Luftmasse  zum  Volumen  des  Körpers,  so  ist  bei  einer  Kugel 
n  =  0,6,  bei  einem  prismatischen  Körper: 

n  r=0,l3  +  0,103  y^, 

wo  A  den  Querschnitt  des  Prismas,  L  dessen  Lange  bezeichnet. 

Bei  Geschwindigkeiten  von  weniger  als  50  Fuss  in  der  Se- 
kunde wird  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  nicht  j^jf  betragen,  und 
kann  daher  ganz  vernachlässigt  werden.  Es  wird  dann  wie  bei 
tropfbaren  Fli'issigkeiten  der  Widerstand  gleich: 
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wo  p  das  Gewicht  einer  Kubikeinheit  der  betrefTenden  Gasart  be- 
zeichnet, A;den  auf  der  Richtung  der  Bewegung  senkrechten 'grössten 
Querschnitt  des  Körpers,  V  die  relative  Geschwindigkeit,  und  ^  ei- 
nen von  der  Form  des  Körpers  abhängigen  Coefficienten,  welcher 
der  Widerstandscoefficient  genannt  wird. 

Dieser  WiderstftndscSeilGcient  ist  nach  den  Versuchen  von  Pio- 
bert,  Morin  und  Didion  bei  einer  bewegten  Ebene  für  Ge- 
schwindigkeiten von  weniger  als   30  Fuss  in  der  Sekunde  gleich: 

1,3574. 

Diese  Ingenieure  haben  indessen  gefunden ,  dass  der.  Wider- 
stand noch  genauer  ausgedrückt  wird,  wenn  ein  constantes,  von 
der  Geschwindigkeit  unabhängiges  Glied  hinzukommt,  und  haben 
ihn  daher  durch  die  folgende  Formel  dargestellt: 

W  =  pA(0,096  +  1,3574  ^\ 

Ist  die  Bewegung  veränderlich,  so  wird  der  Widerstand  durcli 
die  Formel: 

W  =  pä(o,096  +  1,3574  j-  +  0,135  d^v) 
ausgedrückt. 

Bei  einer  ruhenden  Ebene  in  bewegter  Lud  ist,  ebenso  wie 
bei  Wasser,  der  Widerstand  grösser  als  bei  einer  bewegten  Ebene 
in  ruhiger  Luft.  Thibault  hat  für  den  ersten  Fall  den  Wider- 
standscoefßcienten  gleich  1,834  gefunden. 

Thibault  hat  auch  mehrere  Versuche  mit  cjlindrisch  geform- 
ten concaven  Flächen  gemacht,  und  hat  das  Verhältniss  zwischen 
dem  Widerstände  dieser  Flächen  und  demjenigen  einer  Ebene 
gleich  der  Projection  dieser  cylindrischen  Fläche  senkrecht  auf  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Lull  gefunden,  gleich: 

1,030  bei  einer  Krümmung  von  20^ 
1,054  bei  40'  Krümmung, 
l,ü70  bei  60^  Krümmung. 
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Eine  concave  Fläche  doppelter  Krümmung  Ton  ohngeiahr  5ff 
bat  das  Verhältniss  1,07  gegeben. 

Bei  einem  Fallachirme»  dessen  Preil  gleich  0,31  des  mittleren 
Durchmessers  war,  fanden  Fiebert,  Moria  und  Didion  jenes 
Verhältniss,  wenn  die  concave  Seite  voraus  bewegt  wird,  gleich 
1,94,  und,  wenn  die  convexe. Seite  voraus  bewegt  wird,  gleich  0,77. 

Für  diedrische  Winkel  haben  sie  dieses  Verhältniss  gleich: 
*i — ^-  öTp  gefunden ,   wenn  a   in  Graden  ausgedrückt  den  balbeo 

diedrischen  Winkel   bezeichnet,   oder  den  Winkel,   welchen  jede 
der  gleichen  Seitenebenen  mit  der  Richtung  der  Bewegung  bildet. 

Der  Widerstandscoefficient  einer  Kugel  in  ruhiger  Luft  kann 
Tür  Geschwindigkeiten,  welche  25  Fuss  in  der  Sekunde  m'cht  über- 
steigen, gleich  0,55  angenommen  werden. 

Bei  grösseren  Geschwindigkeiten,  wie  bei  denen  der  Geschötz- 
projectile,  kann  die  vor  dem  Projectil  stattfindende  Verdichtung 
und  die  hinter  ihm  sich  ergebende  Verdünnung  der  Luft  nicht  ver- 
nachlässigt werden.  Der  Widerstand  wird  daher  auch  nicht  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeiten  proportional  sein,  sondern  noch 
die  höheren  Potenzen  dieser  Grösse  enthalten  müssen. 

Um  den  Widerstand  der  Luft  bei  Geschützprojectilen  zu  fin- 
den, misst  man  mittelst  des  ballistischen  Pendels  die  Geschwindig- 
keit der  Kugel  in  zwei  kurz  auf  einander  folgenden  Stellen  ihrer 
Bahn,  welche  genau  in  derselben  Horizontalen  liegen. 

Bezeichnet  man  durch  P  das  Gewicht  des  Projectüs,  durch 
y  die  Geschwindigkeit  am  ersten  Punkte  ihrer  Bahn,  durch  V  die 
Geschwindigkeit  an  dem  zweiten  Punkte,  durch  a  den  Abstand 
beider  Punkte,  durch  W  den  Widerstand  der  Luft  auf  dieser 
Strecke,  welbhen  man,  wenn  der  Abstand  a  klein  ist,  als  constant 
und  der  mittleren  Geschwindigkeit  ^  (V  -|-  Y)  entsprechend  anneh- 
men kann,  so  findet  man  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gleich: 

|--(V*— V'*),   und  die  dynamische  Arbeit  des  Luftwiderstandes 
gleich  Wa.     Weil  die  beiden  Punkte,  wo  die  Geschwindigkeit  ge- 


auf  die  Gesetze  des  Gleicbgewichis^uad  der  Bewegun^^     698 

messen  worden  ist,  in  derselben'  horizontalen  Linie  liefen ,  wird 
die  Arbeit  der  Scbwere  gleich  Null«  Die  Gleichung  der  lebendi- 
gen Kraft  wird  folglich: 

^       Wa  =  |(V«-V% 


woraus : 


Setzt  man  jetzt: 


W:«5|;(V.^V-). 


|(V  +  VO-v,  W^fpAg, 


so  findet  man  hieraus  den  Widerstandscoefficienten : 

^  *~  pAa  '  (V  +  V')«  ■*"  pAa  V  +  V  * 

Die  in  Metz  im  Jahre  1840  angestellten  Versuche  mit  Kugel- 

■ 

projectilen  von  grossen  Kalibern  ron  8»  12,  22  und  24  Centime- 
tem  Durchmesser  haben  auf  den  Werth: 

C  =  0,M75  (1  +  0,000  29274  v  +  0,000  000 1205  v*) 

gerührt  Das  mit  v*  multiplicirte  Glied  kann  man  indessen  hier 
durch  eine  Compensation  bei  den  übrigen  Goefficienten  vernachläs- 
sigen, ohne  die  Uebereinstiromung  der  Fofmel  mit  den  Beobach- 
tungen merklich  zu  beeinträchtigen. 

Aeltere  Versuche  von  Button  mit  kleineren  Kugelprojectilen 
geben  einen  etwas  grösseren  Widerstand  als  die  obige  Formel. 
Es  scheint  daher,  dass  die  absolute  Grösse  der  Projectile  nicht 
ohne  Einfluss  auf  den  Widerstandscoefficienten  ist. 

Um  sammtlichen  Versuchen  durch  die  einfachste  Formel  mit 
hinreichender  Genauigkeit  zu  genügen,  hat  man  daher  die  folgende 
Formel  angenommen: 

f  =  0,53.6  (0,74    +  ^^f^)  (1  +  0,00072  v), 

WO  R  den  Halbmesser  der  Kugel,  v  die  Geschwindigkeit  bezeich- 
net, und  der  Fuss  als  Längeneinheit  angenommen  ist. 
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§.  335. 

Wie  früher  bemerkt,  hat  ßegnauit  das  Gewicht  der  trocke- 
nen atmosphärischen  Luft  in  Paris  bei, einem  Barometerstände  von 
0",76  und  0*  Temperatur  gleich  1S293187  Tür  einen  Kubilmeter 
gefunden.  Es  giebt  dies  die  allgemeine  Formel  des  Gewichta  eines 
Kubikmeters  trockener  atmosphärischer  Luft  bei  (p"  geographischer 
Breite /und  in  der  Höhe  h  über  die  Meeresoberfläche: 

p  «  lk,292673  (1  —  0,0025911  cob  2y)  (r^)\ 

wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet. 

Hieraus  findet  man  das  Gewicht  eines  Kubikfusses  trockener 
atmosphärischer  Luft  bei  O'^fTGO  Barometerböhe  und  0**  Tempera- 
tur in  Berlin  gleich  0,07847  .norw  Pfund. 

Für  die  gewöhnliche  feuchte  atmosphärische  Luft  kann  mao 
bei  t*  Temperatur  und  einer  Barometerhöhe  von  b  Millimeter  setzen: 

p  »  0,0783  •  7^  (1  +  <>)004 1)  norw.  Pfand. 

§.  336. 

Wir  haben  in  der  ersten  Abtheilung  §§.  96  und  97  als  An- 
wendung der  allgemeinen  Gesetze  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  die  Bewegung  eines  Projectils  in  einem  widerstehenden 
Medium  untersucht  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Widerstand 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Wir  wer- 
den hier  diese  Untersuchung  auf  die  im  §.  334  gegebene  Formel 
des  Luftwiderstandes  ausdehnen,  wo  ein  dem  Kubus  der  Geschwin- 
digkeit proportionales  Glied  hinzugefügt  ist.     Es  ist  dann: 

W  =  CpA|^«^^v'(l+bv), 
wo: 

a  =  0,536  (0,74  +  o^i6%^r)>  ^  ==  ^'^  ^  ^  0,00072. 

Es  werden  folglich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  wenn 
man  die  x-Axe  horizontal,  die  z-Axe  vertikal  annimmt: 
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mdfx  -  —  W  d.x  =  —  ^  V  (1  +  bv)  d.x, 

ind,»i  «  _  gm  -  Wd,x  =  —  ;Sm  -  ^  v»  (1  +  «>v)d.«, 

wo  m  die  Masse,  gm  das  Gewicht  des  Projectiis  bezeicbiiet. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

apA 

2gsr  *"  ^' 

so  wird  folglich: 

d'x  «=  —  cv»(l  +  bv)d.x,  d»*  «  —  g  —  cv*Cl  +bv)d,». 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  dann  wie  im  §.  9B  durch  Eli- 
mination von  cv*(l  +  bv): 

d:.  «-6  +  d^x  .  i?  =  -  6  +  d>  .  d,.. 

Setzt  man  jetzt ,  wie  im  §.  96 ,  dxZ  =  ö ,  wo  ö  die  Tangente  des 
Winkels  bezeichnet,  welchen  die  Bahn  im  Punkte  (x,z)  mit  der 
horizontalen  x-Axe  bildet,  so  wird: 

dj«  =  —  g^+  6d,'x. 

Es  ist  jetzt : 

d^i  =»  d^»  .  d^x  «  dd,x,  d'ji  =  M'x  +  Afi .  d^x. 

Dieser  Werth  substituirt  giebt  dann: 

dfi  .  dix  =  —  g , 

Um  jetzt  d|X  zu  finden,  betrachten  wir  wieder  die  Gleichung: 

d^x  «  —  cv»(l  +bv)d.x. 

Es  ist  hier  d,x  gleich  dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Bahn 
im  Punkte  (x,z)  mit  der  horizontalen  x-Axe  bildet,  folglich: 

d.x  =  v^rfd"*: 

Bezeichnet  man  durch  v'  die  horizontale  Componente  der  Geschwin- 
digkeit V,  so  ist: 

▼'  8  vd^x  =  vVl  +  ö%  djX  =■  d,x .  djS  =  vd,x  «=  v', 

und  folglich:  d'x  =  dtv .  Es  werden  durch  die  Substitution  die- 
ser Werthe  die  beiden  obigen  DifFerentialgleicbungen  die  Form 
annehmen : 


r 


n 
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cv'*        /  h  \ 

*'•"'=- VTT^  0  ^- rrT=P ''>  ^*'''»  —  8- 

Um  aus  diesen  Gleichungen  die  Zeit  t  forUubringen  und  folglich 
eine  Gleichung  der  Bahn  zu  finden,  werden  wir  die  Bahn  in  klei- 
nere Stücke  theilen,  in  welchen  sich  6  oder  der  Winkel,  welchen 
die  Bahn  mit  der  x-Axe  bildet,  nicht  merklich  ändert  Man  kann. 
alsdann  statt  der  veränderlichen  Grösse  d,x  s=  yi  +  0*  einen  mitt- 
leren Werth  derselben  —  setzen,  wenn  s  die  Länge  des  in  Fnge 
stehenden  Theils  der  Bahn,  x  dessen  horizontale  Projection  bezeich- 
net   Setzen  wir  der  Kürze  wegen  —  =  /?,    so    wird   folglich: 

•J^      ^,  =  A  und  die  erste  Gleichung  wird: 

iy  =  _  ßcy"*  (1  +  ßbv^. 
Hieraus  findet  man  dann; 

~  ßov'*  ( 1  +  ßbv') ' 
dx  =  dtx.dt  =  v'dt«  ""'*^' 


/?cv'  (1  +  /?bv')     ' 

und  hieraus  durch  Integration: 

X  «  g^  log  nat  T— ilfLL  j-(-  const 

Bezeichnet  man  jetzt  durch  u'  den  Anfangswerth  der  hori- 
zontalen Geschwindigkeit  v^  so  wird: 

x=llognat(^:i±^). 

\  Aus  dieser  Gleichung  findet  man  dann  umgekehrt: 

u' 


v'  = 


ßcx. 
e      (l  +  ßhü')  —  ßbu' 


Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung:    y^dfi  s^  —  gi 
nachdem  man  diese  auf  die  Form: 

V  d,d  «  v'd,«  .  d^x  «  v^'d^ö  «  —  g 
gebracht  hat,  so  findet  man: 

^»*  =  —  5^  je     (1  +/Jbu')  — /Jbu'l  • 
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lotegrirt  man  diese  Gleichung  und  bestimmt  die  Constante 
durch  die  Bedingung,  dass,  wenn  x  =  0,  ^  =  tang  a  sein  soll, 
wo  a  den  Anfangswerth  der  Neigung  des  in  Frage  stehenden  Theils 
der  Bahn  bezeichnet,  so  findet  man: 

ö  -  d^.  =  lang  «  _  A  I  -1-  (,  +  ^o')'(e^''"  - 1)  - 

_  ?kü'  (1  +  /Jbu')(/"l)  +  /»«b«u"x{ , 
und  hieraus  durch  eine  neue  Integration: 
.  =  X  taus  a  -  ;,  y-,  (1  +/»buO'(e    -  2/»«-  1  j  - 

-  ^(1  +/»*>«')  (e  -/Jcx-l)  +  i/J«bV«x»j. 

Diese  Gleichung  kann  auch,  weil  u'  =  u  cos  a,  wo  u  jden  Anfangs- 
werth der  Geschwindigkeit  bezeichnet,    auf  die   Form   gebracht 

werden : 

2/Jcx 

.  RX*       U^<  I  Äk  A«     ö    -2/?cx  — 1 

s  s=s  xtang«  —  ,T-; r— i2(l+/?bu0*  .  — .^,%  , 

°  2u»cos*a/^    *^      ^  4/i;*c'x» 

/Jcx 
-  4/?ba'  (1  +  /JbuO  ^§^  +  /»•b'ü'^j  , 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

2^cx  /?cx 

+  /»«b»a"  =.  ^(x,uO 
setzt: 

Bei  der  Bewegung  im  leeren  Räume  war  nach  §.  93: 

ex* 
1  SS  X  tang  a  —  x— r^ — =—  . 
°  2u*  cos*  a 

Es   unterscheidet   sich  daher  die  Gleichung  des  betrachteten 
Theils  der  Bahn  im  widerstehenden  Medium  von  dem  entsprechen- 
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* 

Theil  der  Bahn  im  leeren  Räume  nur  durch  den  dem  letzten  Giiede 
hinzugefügten  Faktor  tp{x,u% 

Bezeichnet  man  durch  ^^  den  Neigungswinkel  der  Bahn  im 
Punkte  (x,z)  gegen  die  horizontale  x-Axe,  so  ist  6  :=  tang  ^,  und 
es  kann  dieser  Werth  ebenso  auf  die  Form  gebracht  werden: 

KX 

e  =  tang  9)  =  tang  a  —  ^.  ^^^^  ^    .  9  (x,uO, 

wo:  • 

2/Jcx  ßcx 

y (x,aO  =  (1  -/Jbü')  \^  +  2/Jbu'(l  +ßbuf)  -  ?^  +  ß^bW\ 

Die  Zeit  als^  Funktion  der  Abscissen  x  findet  man  aus  der 
früher  entwickelten  Formel  : 

/ u; 

indem  man  bemerkt,   dass  v'  =  d^x  ist.      Kehrt  man  ^ie  Formel 
um,  so  hat  man  folglich: 

und  hieraus  durch  Integration: 

ßcx 

oder,  wenn  man: 

ßcx 
X(x,u')  «  (l+iJbuO  ?^^-^bu', 

setzt,  und  bemerkt,  dass  u'  =  u  cos  a: 

ucosa    '*'    '   "^ 

Aus  der  Formel: 

u' 


v'  = 


Äcx 
e      (1  +  ßbu')  —  ßbn' 

findet  man  ferner,  indem  man  substituirt  v'  =  v  cos  y,  u'  =  u  cosa: 
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u  cos  a  q' 

COS  9        pcx 

e      (1  +  /!?buO  —  /?bu' 

oder  wenn  man: 

ßcx 
e      (1  +  /?buO  —  jjbu'  =  /tt(x,aO 

setzt: 

u  cos  a  1 

cos  9    '  ii»(x,u')  * 

Diese  vier  Formeln: 


lang  tp  =»  iang  «  —  -p^p^  •  y(x,u'). 


X 


%(»,«'), 


V    = 


u  cosa 

u  cos  a  1 


cos  f    '  /i*(x,ii') 

unterscheiden  sich  dann  von  den  entsprecfienden  Formeln  der  Be- 
wegung im  leeren  Räume  nur  durch  die  Faktoren:  ^^(^»^0»  9(^>")» 
x(x,u'),  fi(x,u'),  welche  bei  der  Bewegung  im  leeren  Räume  alle 
gleich  der  Einheit  werden. 

Dm   die  Grösse :    /?  =  —  zu  finden,  bemerke  man»  dass  die- 

ses  Verhältniss,  welches  den  mittleren  Werth  der  Grösse  dxS  ==. 

cos  y 

darstellt,  bei  der  Bahn  in  der  widerstehenden  Luft  nicht  merklich 
von  demjenigen  eines  Parabelbogens  abweichen  kann,  dessen  beide 
Endpunkte  genau  dieselben  Neigungswinkel  ip  und  a  besitzen.  Man 
hat  aber  bei  einer  Parabel  deren  Gleichung  ist: 

1  =  X  tang  a  —  s--r — i~-  ? 

ö  =  d.i  «  tang  a r^^V" .  ^«  = r^-V"^ 

•  o  u«  cos* «  '  u*  cos* « 

und  hieraus  die  Bogenlänge: 


700            Mechaaisohe  Eigenschaften  der  Körper  u.  s.  w. 
Sübstituirt  man  hier:  6  =  tang  <«,  l/^14-d'  «= ,  de  =  — ?-, 

o  y^    1       I  cos  9}  cos'qp 

SO  findet  man: 

11 'cos* g  r    dy       _^  u'cos'g  j      d^) 
'  *"  g         I  cos'  y  ""         ^      J  ^ös^ 

a  fp 

Es  ist  ferner  bei  der  Parabel: 

tang  w  «S3  tang  a  —     ,  ^^^    , 
°  ^  o  u*cos*a' 

oder: 

u»cos«a    .,  .  ^ 

X  = (lang  a  —  lang  qp), 

und  es  wird  ibigfich«  wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

Indem  man  jetzt  allgemeine  Tafeln  der  Funktionen:  |(a), 
^(x,u').  9;(x,u'),  %(x,u'}i  f*(x,u')  berechnet,  wird  es  durch  die  obi- 
gen Formeln  sehr  leicht,  die  Bahn  des  Projectils  in  der  Luft  stück- 
weise mit  einer  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Bei  kleinen  Neigungswinkelif  kann  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler ß  =ss  i  setzen. 


Gedruckt  i»ej  Julius  Silienfeld  in  Berlin. 


Berichtigungen. 
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6    —    In  die  Tafel  der  Vergleichung  der  Fussmaasse  hat  sich 
ein  Recbnungsfebler  eingeschlichen.    Es  ist: 
1  Pariser  Fuss  =  1, 03561 6  Norwegische  Fuss. 

1  Preussiscber  Fuss    ==  1,000362  — 

1  Schwedischer  Fuss  :=  0,946329  — 

1  Wiener  Fuss  =  1,007557  — 

1  Englischer  Fuss      =  0,971488  — 

1  Norwegischer  Fuss  =  0,999638   Preussische  Fuss, 
=s  1,056715  Schwedische  F.  :=  0,992494,  Wiener  F. 
«=  1,029349  Engl.  Fuss. 
23    16  V.  0.  statt:  u.  :=  o,  lies:  u^  =  o 

—  20  V.  0.  statt:  dj,,  lies:  dj, 

27  11  V.  0.  statt:  y.  und  z,,  lies:  y^,  z^ 

32      2  V.  0.  streiche:  =  a,  +  6 

45      6  Y.  0.  zwischen  den  Parenthesen  statt :  . ,  lies :  — 

—  7  V.  0.  die  letzte  Klammer,  soll  quadrirt  werden. 

47  2  V.  o.  in  der  Klammer  soll  +  statt  —  gesetzt  werden. 

56  3  y.  0.  statt:  drei,  lies:  zwei 

68  10  V.  o.  statt:  sein  Arm  r,  lies:  sein  Arm  q 

74  12  T.  0.  statt:  (§.  37.),  lies:  (§.  36.) 

76  11  v.u.  statt:  mit,  lies:  zu 

85  6  V.  u.  statt  2Yy2Xx,  lies:  2Yz2Xx 

92  1  v.o.  der  Nenner:  pf—\j;^,  wird,  quadrirt :  (j?i?'  — ^Jp')' 

—  2  Y.  0.  die  Vorzeichen  werden  geändert. 
94      9  Y.  o.  statt:  t^'==o,  lies:  jf^«=o 

96      7  v.o.  statt:  x  =  o,  lies:  x  =  o 

—  9  v.  0.  statt:  erste,  lies:  zweite 

—  10  v.  o.  statt:  zweite,  lies:  erste 

—  11  V.  0.  statt:  ^,    lies:  ^ 
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lOO      7  V.  u.  Statt:  Dieses,  lies:  Diese 
110      8  V.  u.  statt:  |,  lies  überall:  l 

120       3  V.  0.  statt:  J  V2px  dx  =  fcV2pi,  lies.  =  2)  V'Zpx  dx  = 

« ^cyipc 

—  5  V.  o.  statt:  x  =  ^c,  lies:  x  =  |c 

141  13  v.o.  streiche:  oder  Produkte 

142  3  V.  u.  statt:  — ,  lies:  = 

149      7  V.  u.  statt:  der  Bewegungsmomente,  lies:  des  Bewegungs* 

momentes.     ^ 
154      3  V.  u.  statt:  +,  lies:  — 

156  2  V.  u.  im  letzten  Integrale  fuge  zu:  ds 

157  8  V.  0.  statt:  A  —  *,  lies:  A  —  0 

158  11  V.  u.  statt:  (Fig.  42.),  lies:  (Fig.  47.  Taf.  11.) 

—  10  V.  u.  statt:  unendlich  grossen,  lies:  unendlich  grossen  ne- 

gativen 

—  7  V.  u.  an  zwei  Stellen  statt:  ^•,  lies:  —  ^" 

—  5  V.  u.  ar  zwei  Stellen  statt:   j     ,  lies:   j 

—  4  V.  u.  stall:  ^  =  oo,  lies:  ^  =  —  oo 

—  3  V.  u.  statt:  J^  «  ConBt  -  ^,    lies:    =  -  Jjg  = 

=  Const  +  .^ 

—  1  V.  u.  statt:  -) log  nat  ^^     lies: log  nat^ 

159  1  v.o.  statt:  C,  lies:  T"* 

— ,       9  v.o.  statt:  d;^  =— n0dx=:o,  lies:  d^=n(ö— A)dx«o. 

160  1  V.  0.  im  Nenner  statt:  n'(A  — 0),  lies:  n(A — ©)' 

—  12  V.  0.  statt:  V  =  l^A,    lies:  v  =  l/^. 

161  Die  6  untersten  Zeilen  werden  geändert  in: 

=  -^Iog     5 ±1 

\e  +  e 


Hieraas  6iidet  man  ferner : 


(6) 


yi-Y^ 


Seile.  Zeile. 


Der  Grenzwerlh  von  v  wird  folglich :  v  =  V  ^. 


—  5  Y.  u.  ebenso  statt:  y -^^    1*^8 :    **  y  ^ 

170      6  V.  0.  statt:  keine  Hanptaxen,   lies:  keine  andere  Haopt- 

axen 
173    12  v.o.  statt:  Coordinatenaxe,  lies:  Coordinatenaxeii 

—  13  V.  0.  statt:  zugehörige  Hauptaxe,  lies:  ungehörigen  Haupt- 

axen 

178  6  V.  0.  statt:  Dm,  lies:  DO 

—  11  u.  12  Y.  o.  statt:  Sein  Moment,   lies:  Das  Moment  des 

ganzen  abgeschnittenen  Cjlinders 

179  7  Y.  o.  statt:   j,  lies:  f 

181  1  Y.  0.  statt:  cos  (wz)  cos  (vz),  lies:  cos  (uz)  cos  (vz) 

_     12  Y.  u.  statt:  cos  (wz)d Jcos  (wz)],  lies:  cos  (uz)d Jcos  (wz)] 

182  13  Y.  o.  statt:  ü  =  Yr  —  uq,  lies:  ü  =  vr  —  wq 
184    10  Y.  0,  statt:  (§.  91),  lies:  (§.  90) 

188  3  Y.  0.  statt:  §.  111,  lies;  §§.  90  und  111. 

•189  3  Y.  0.  statt:  angeblichen,  lies:  augenblicklichen 

201  11  Y.  0.  statt:  d^,  lies:  d* 

—  12  Y.  0.  statt;  \fp  =  oder  <  *,  lies:  \a=  oder > ^ 
203  13  Y.  0.  stett:  lang*  \a,  lies;  tang'  {a 

207      6  Y.  a  statt:  rsc?^,  lies:  - 

—  8  V,  u.  Statt:  —  2Qa*-  —  3R»* ,  lies :  —  Q«!  —  R«* 

—  6  v!  u.  statt:  +  Q(d,9>)%  lies:  —  Q{\<pY 

209      1  T.  o.  sUtt:  8»  +  bs  +  p  =  0,  lies:  s*  +  ps  +.b  =  o 

45 


Seile.  Zeile. 

209      3  V.  o.  etalt:  ^*''-P',  lies:  Xlb-p»^     y^—^ 

—  8  V.  0.  statt:  ==  o,  lies:  ;5=  1 

—  8,  6  uod  4  Y.  u.  statt:  +,  lies:  — 

—  .3  V.  a.  statt :  +r ,  lies:  —  T 

—  1  V.  u.  statt:  C;  =  —  1^  +,  lies:  C';=  \  — 

213  11  und  12  r.  o.,  &,  3  und  1  v.  u.  statt:  A,  Hess:  P 

214  8  V.  0.  statt:  a,  lies:  m 

—  7  V.  u.  statt:  A,  lies:  P 
217      It.  u.  statt:  (5),  lies:  (6) 

219  12  und  8  v.  u.  statt:  [uR,  lies:  /* 

220  15  y.  0.  statt:  §.  127,  lies:  §.  128. 

221  12  y.  u.  im  Nenner  statt:   3f»cose  —  sine,  lies:  g(3/tco8e 

—  sin  e) 

288  11  y.  0.  statt:  §.  139  und§.  140,  lies:  §.  157  und  158 

289  9  y.  o.  statt:   =  ^,  lies:  =  —  Jr 

292         0er  rückwirkende  FestigkeitscoelYicient  des   gegossenen 

Eisens,  statt:  8200  bis  11500,  lies:  82000  bis  115000 

297    15  V.  ö.  statt:  Cd  parallel  mit  ASB,  lies:  AB  parallel  mit  CD 

305  8  V.  u.  statt:  oben  oder  unten,  lies:  unten  oder  oben 

306  '  10  y.  0.  statt :  unten  und  die  Kante  oben,  lies :  oben  und  (fie 

Kante'  unten 

356  6  y.  u.  statt:  -  5^ ,    lies :  +  ?^ 

357  1  V.  0.  ebenso  statt:  — ,  lies:  -f- 

365      5  y.  0.  statt:  =  ^ .  -i,   lies:  =  —  .-!- 

383  1  V.  0.  statt:  ^V  (d^y)*.  lies:  —  \  (d^y)* 

384  13y.«.BUtt:|E;(|l-^),   lies:  ^ .  ^ 

386  8  V.  o.  statt:  wird  x  =  o,   lies:  so  wird  x  =  a,   sind  sie 

negativ,  so  wird  xs=so 

387  6  ▼•  0.  statt:  y  =  ~-\  lies:  y  «  ~- 

—  8  V.  0,  statt:  -jgj-»*  lies:  -*g- 
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387      9  und  12  ?.  o.  statt:  ob  — -  +  J^J ,  fi«:   -*-     ' 

a  oa'  o 

389  17  v.o.  statt:  ^,   lies:  ^ 

—  18  V.  o.  statt:  ab +  j-y,    lies:  -|- 

—  statt  der  letzten  Formel  wird  gesetzt: 

-  X  =  j  (Ji-  0  +-|ap5  -  {ff  Q  +  f  pa)  .  j4-}f  + 

390  9  V.  0.  statt:  «b  —  ^  '+  51?  •   ••«*=  T^ 
394      7  Y.  0.  statt:  2q^,  li«s:  2bqf 
398      4  V.  u.  statt:  4T\^fba*,  lies-:  \TYTb .  a* 

407  6  V.  0.  statt:  — ,  lies:  -A 

408  5  V.  u.  statt:  900000  bis  1000000,  lies: 

9000000  bis  10000000. 


•  •  •  «  • 


2gMs 


438  4  v.o.  statt:  V^^^^^*— ,   lies:  V^V.«  + 

439  10  V.  u.  statt:  E6,  lies:  EF 
466      s'tatt:  Gap.  IV.,  lies:  Cap.  V. 

475      3  V.  0.  statt :  ,  ==  4  {^^^^.  «es:  n  =  i{^?^- 

487  13  V.  u.  statt:  A'NB'J,  lies:  L'NM'J 

507  8  T.  o.  statt:  A^,  lies:  AM     ' 

511  1  V.  0.  statt:  Fig.  132,  lies:  Fig.  133. 

520  1  ?.  u.  statt:  i^,  lies:  1  —  «V 

533  2  V.  u.  statt : 

Q  =  mbH  V772gH+T*  =  |mbH>^2gH  +  |u', 
lies:  Q  =  mbHV2^  wo  {;  =  ^  (i^Jji^niv.)  , 

woraus :  Q  ==  |  mbl^2i[(B  +  ^j*-  (^)*] .  (..  S.  578.) 

539      8  v.o.  statt:  |,  lies:  0,4 

545      7  v.o.  statt:  Fig.  160,  lies:  160*. 

—       9  V.  u.  statt:  Fig.  160,  lies:  16U\ 


Sdto.  leile. 

563    11 'v.u.  .Utt:  -  ^.%  +  ?S\  B«:  +  £.S(«+?) 

—  8  Y.  u.  statt:  Zgßo$  im  Zähler  des  ersten  Bruchs  lies:  2gH«i* 

und  qaadrire  dte  letzten  Bruch. 

—  3  V.  u.  statt:  -Vri   lies:  -7- 

w' g  w'g 

554  12  V.  u.  statt:  d^  «3,  lies:  6*  =» 

565  13  y.  0.  streiche:  durch  V  die  Ausflussgeschwindigkeit. 

—  2  V.  u.  statt:  0,0142,  lies:  0,0390 
572      5  V.  u.  statt:  9)  ss,  lies:  y>  — 

51S     3  Y.  0.  statt:  |mV'2g,  lies:  f  mbV'lg 


A 


Fig.  SJ. 
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